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摘 要

本文考虑 d 维全空间上 Navier-Stokes Nernst-Planck-Poisson 方程的适定性问题。经过适当
的随机化后，我们获得了初值在超临界 Sobolev 空间中解的局部存在性和唯一性。此外，还建立
了全局解存在的概率估计。
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Abstract

In this paper, we consider the problem of the Navier-Stokes Nernst-Planck-Poisson
Equations on d-dimensional full space. After a suitable randomization, we obtain
the local existence anduniqueness of the solution with the initial data in supercriti-
cal Sobolev space. Furthermore, the probability estimate of global existence is also
established.
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1. 引言

回顾 Navier-Stokes Nernst-Planck-Poisson 方程：

∂tu −∆u + (u · ∇)u +∇P = ∆ϕ∇ϕ,

∂tv + u · ∇v = ∇ · (∇v − v∇ϕ),

∂tw + u · ∇w = ∇ · (∇w − w∇ϕ),

∆ϕ = v − w, x ∈ Rd, t ∈ R+

∇ · u = 0,

(u, v, w)|t=0 = (u0, v0, w0).

(1.1)

其中 u 是 Rd 中的向量，表示流体的速度场，P (t, x), ϕ(t, x), v(t, x), w(t, x) 是标量，分别表示流体

内部压力、带电粒子引起的静电势、带负电和带正电粒子的电荷密度。该系统 (1.1) 由 Rubinstein
在文献 [1] 中引入，能够模拟由大量带正电和带负电粒子组成的均匀且成分均一的等温、不可压
缩、粘性牛顿流体的运动。关于系统(1.1)的更多应用，我们建议读者参阅 [2, 3]。
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令 ϕ = (−∆)−1(v −w)，P = I +∇(−∆)−1div，v = (v, w)，v0 = (v0, w0)，A = (1,−1)⊤，则

系统(1.1)转化为 
∂tu −∆u + P∇ · (u ⊗ u) = P(v ·A)∇(−∆)−1(v ·A),
∂tv −∆v +∇ · (uv) = −∇ · (v∇(−∆)−1(v ·A)),
(u,v)|t=0 = (u0,v0).

(1.2)

系统(1.2)具有放缩不变性：如果 (u,v)(x, t) 是(1.2)具有初值 (u0(x),v0(x)) 的解，则放缩后三元

数组 (λu(λ2·, λ·), λ2v(λ2·, λ·)) 是(1.2)具有初值(λu0(λ·), λ2v0(λ·)) 的解。空间 X 是临界的意味着

X 满足

∥(λu0(λ·), λ2v0(λ·))∥X = ∥(u0(x),v0(x))∥X .

Deng、Zhao和 Cui在文献 [4–7]中得到了系统(1.2)在临界 Lebesgue空间、Besov空间和 Triebel-
Lizorkin 空间中具有小初始数据的全局适定性。

特别地，当考虑初值位于 Sobolev 空间 Ḣa × Ḣb 时，

∥(λu0(λ·), λ2v0(λ·))∥Ḣa×Ḣb

=λ∥u0(λ·)∥Ḣa + λ2∥v0(λ·))∥Ḣb

=λ1+a− d
2 ∥u0(λ·)∥Ḣa + λ2+b− d

2 ∥v0(λ·))∥Ḣb

所以系统 (1.2) 的临界 Sobolev 空间是 Ḣ
d
2−1 × Ḣ

d
2−2。为了处理超临界问题，Burq 和

Tzvetkov [8] 引入了随机化初始数据的方法。通过使用这种方法，对于不同系统有许多结果，如薛
定谔方程 [9–11]，波动方程 [12,13]，Navier-Stokes 方程 [14,15] 以及 MHD 方程 [16–18]。鉴于此，
我们打算通过采用“Wiener 随机化”来研究系统(1.2)关于初值在超临界 Sobolev 空间 Ḣa× Ḣb(其
中 a < d

2
− 1, b < d

2
− 2) 中的适定性。

2. 预备知识

2.1. 记号

我们使用 Ff 表示 f 的傅里叶变换。给定 1 ≤ p ≤ ∞，Lp 表示通常的 Lebesgue 空间。我们
定义齐次 Sobolev 空间

Ẇ s,p := {f ∈ S ′ | ∥f∥Ẇ s,p := ∥F−1|(|ξ|sFf)∥Lp < +∞},

其中 S ′ 是缓增分布空间，并记 Hs := Ẇ s,2。对于一个函数空间 X，我们使用缩写 XT、Xω 和

Xx 分别表示 X(0, T )、X(Ω) 和 X(Rd)。我们定义一个时间加权空间 Lp
ζ,T，其范数为：

∥f∥Lp
ζ,T

= ∥tζf∥Lp(0,T ).

给定两个 Banach 空间 X 和 Y，这两个空间的乘积 X × Y 将赋通常的范数 ∥(f, g)∥X×Y =

∥f∥X + ∥g∥Y。在下文中，C 表示一个正常数，其值可能不同。此外，x . y 意味着 x ≤ Cy。
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2.2. Wiener 分解

我们现在介绍文献 [8, 19] 使用的“Wiener 分解”的光滑版本。定义一个非负偶函数 ψ ∈
C∞

c (Rd)，且

ψ(ξ) =

1, ξ ∈
(
− 1

2
, 1
2

)d
,

0, ξ ∈ ([−1, 1]d)c.

令

φ(ξ) =
ψ(ξ)∑

n∈Zd ψ(ξ − n)
.

定义

φ(D − n)f = F−1
ξ (Ff(ξ)φ(ξ − n)).

设 (Ω,A,P) 是一个概率空间，hn(ω) 是一列独立的标准实高斯随机变量。那么，对于任意函数 f，

我们通过下式定义其随机化 fω：

fω =
∑
n∈Z3

hn(ω)φ(D − n)f. (2.1)

需要指出的是，上述随机化并不能提升 f 的正则性，即对于任意 s ∈ R：

f /∈ Hs
x(Rd), 则几乎必然地有 fω /∈ Hs

x(Rd).

但是我们有以下关于 φ(D − n)f 的 Bernstein 型估计，它提供了所需的光滑效应。
引理 2.1 ( [19], 引理 2.4, Lp − L2 估计). 䇴 p ≥ ሯӄԱᝅࡏ，2 n ∈ Zd

∥φ(D − n)f∥Lp
x(Rd) . ∥φ(D − n)f∥L2

x(Rd).

注解 2.2. [19] ѣӻ㔏࠰Ҽ d = 3 Ⲻ᛻ᖘⲺ䇷᱄，Ӂᇔр，䇷᱄Ⲻ䗽ぁф d Ⲻ਌ٲᰖީȾ

2.3. 一些用到的引理

引理 2.3 ( [8], 大偏差估计). 䇴 (Ω,A,P) ᱥжѠᾸ⦽グ䰪，{Ik}k∈N+ ᱥжࡍᇔٲȽ⤢㄁Ƚ䴬ൽٲ

Ⲻ䳅ᵰ਎䠅，ެ൞ Ω рޭᴿ⴮ީⲺ࠼ᐹ {µk}k∈N+Ⱦٽ䇴 {µk}k∈N+ ┗䏩ᆎ൞ c > 0，ֵᗍሯӄᡶ

ᴿ γ ∈ R ૂ k ∈ N+ ∣∣∣∣∫
R
eγxdµk(x)

∣∣∣∣ ≤ ecγ
2

, (2.1)

ᆎ൞ࡏ C > 0，ֵᗍሯӄԱ֋ᇔٲᓅࡍ {ck}k∈N+ ∈ ℓ2k，ᡇԢᴿ∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ckIk(ω)

∥∥∥∥∥
Lr

ω

≤ C
√
r∥ck∥ℓ2k .

注意到条件 (2.1) 对高斯变量和伯努利变量都成立。
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引理 2.4 ( [15,20]). 䇴 F ᱥᾸ⦽グ䰪 (Ω,A,P) рⲺᇔٲਥ⎁࠳ᮦȾٽ䇴ᆎ൞ᑮᮦ C0 > 0，K > 0

ԛ਀ p0 ≥ 1，ֵᗍሯԱᝅ p ≥ p0，ൽᴿ

∥G∥Lr
ω
≤ C0

√
rK.

䛙Ѿ，ᆎ൞ᑮᮦ C > 0δד䎌ӄ C0 ૂ p0，ռф K ᰖީε，ֵᗍሯԱᝅ λ > 0，

P({ω ∈ Ω : |G(ω)| ≤ λ}) ≥ 1− Ce−Cλ2K−2

.

最后，我们引入三个引理，用于非线性算子的估计。

引理 2.5 ( [21], 引理 3.1). ᇐѿ࠼ᮦ✣Ṯ㇍ᆆ Sα
t Ѱ

∂t(S
α
t f) + (−∆)α(Sα

t f) = 0,

Sα
0 f = f.

䇴 1 ≤ r ≤ p ≤ ∞，v > 0 ъ f ∈ Lr(Rd)，ࡏᴿ

∥(−∆)v/2Sα
t f∥Lp

x
≤ Ct−

v
2α− d

2α ( 1
r−

1
p )∥f∥Lr

x
.

൞сᮽѣ，ᡇԢሼ S1
t ㆶ䇦Ѱ StȾ

引理 2.6 ( [7], 引理 2.5). 䇴 1 ≤ p < d，f ∈ Lp
x，ࡏ

∥∇(−∆)−1f∥
L

dp
d−p
x

≤ ∥f∥Lp
x
.

引理 2.7 ( [22], 定理 1.7). 䇴 K(x) = |x|−ξ，ެѣ x ∈ Rd，g ∈ Lp(Rd)Ⱦࡏᴿ

∥K ∗ g∥Lq(Rd) . ∥g∥Lp(Rd)

ެѣ 1 < p < q <∞ ъ ξ = d(1− 1
p
+ 1

q
)Ⱦ

3. 主要结果

在本文中，我们研究所谓的“温和解”。

定义 3.1. ॰䰪 [0, T ] рޭᴿٲࡓ (u0,v0) Ⲻ(1.2)Ⲻ⑟ૂ䀙 (u,v) ᇐѿѰԛс〥ᯯ࠼ぁⲺ䀙{
u = Stu0 +

∫ t

0
St−τ (−P∇ · (u ⊗ u) + Pv ·A∇(−∆)−1(v ·A))dτ,

v = Stv0 +
∫ t

0
St−τ (−∇ · (uv)−∇ · (v∇(−∆)−1(v ·A)))dτ,

(3.1)

ެѣ㇍ᆆ St ᱥᕋ⨼2.5ѣᇐѿⲺ✣Ṯ㇍ᆆȾ

现在，我们陈述主要的结果：
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定理 3.2. 㔏ᇐ (u0,v0) ∈ Ḣ
− 1

2+δ
x × Ḣ−1+δ

x ，ެѣ δ ᱥжѠ䏩ཕቅⲺ↙ᑮᮦȾࡏሯӄࠖ҄ᡶᴿⲺ

ω ∈ Ω，ᆎ൞ Tω > 0，ֵᗍޭᴿ䳅ᵰौٲࡓ (uω
0 ,vω

0 ) Ⲻ Navier-Stokes Nernst-Planck-Poisson ᯯ
ぁ(1.2)൞ᇐѿ3.1Ⲻᝅѿсᆎ൞୥жⲺ⑟ૂ䀙 (u,v)，ъ┗䏩

u − Stuω
0 ∈ L

4
1−2δ

Tω
L

2d
1+2δ
x ∩ C([0, Tω]; Ḣ

2δ
x ),

v − Stvω
0 ∈ L

2
1−δ

Tω
L

d
1+δ
x ∩ C([0, Tω]; Ḣ

−1+2δ
x ).

↚ཌ，ᆎ൞ C > 0 ֵᗍ

P(Tω = ∞) ≥ 1− C exp(−C∥(u0,v0)∥−2

Ḣ
− 1

2
+δ

x ×Ḣ−1+δ
x

).

注解 3.3. Ӂᇔр，ᡇԢਥԛ㘹㲇ᴪж㡢Ⲻ᛻ᖘφ(u0,v0) ∈ Ḣ
− 1

2+δ
x × Ḣ−1+γ

x ，䛙Ѿ

(u − Stuω
0 ,v − Stvω

0 ) ∈ L
4

1−2δ

Tω
L

2d
1+2δ
x × L

2
1−γ

Tω
L

d
1+γ
x ∩ C([0, Tω]; Ḣ

2min(δ,γ)
x × Ḣ−1+γ+min(δ,γ)

x ).

ᡇԢਠ䴶㾷൞ু㕟᱖ሺѣ㘹㲇ᴪགྷᵸⲺグ䰪，᮪։Ⲻ䇷᱄фᵢᮽѣⲺ䇷᱄⋗ᴿᵢ䍞॰ࡡȾഖ↚，

ѰҼᮽㄖⲺㆶ⌷ᙝ，ᡇԢⴷ⮛䘏䜞࠼Ⲻ䇷᱄Ⱦ

4. St(uω
0 ,vω

0 ) 的光滑化效应以及非线性算子的估计

对于线性解 Stf
ω，我们有以下随机光滑化效应，类似的证明可参见文献 [19]。

命题 4.1. 䇴ٽ fω ᱥ⭧(2.1)㔏࠰Ⲻ f Ⲻ䳅ᵰौȾ㔏ᇐԱᝅ 2 ≤ p, q < ∞，0 ≤ γ < ∞，ሯԱᝅ
r ≥ max{p, q}，ᴿ

∥Stf
ω∥Lr

ωLq
γ,TLp

x
≤

√
r∥f∥

Ḣ
− 2

q
−γ , (4.1)

ԛ਀

lim
T→0

∥Stf
ω∥Lr

ωLq
γ,TLp

x
= 0. (4.2)

证明. ⭧ Minkowski уㅿᕅԛ਀ᕋ⨼2.3，ᡇԢᴿ

∥Stf
ω∥Lr

ωLq
γ,TLp

x
.

√
r∥Stf

ω∥Lq
γ,TLp

xLr
ω

.
√
r∥φ(D − n)Stf∥Lq

γ,TLp
xℓ2n

.
√
r∥φ(D − n)Stf∥ℓ2nLq

γ,TLp
x

.
√
r∥φ(D − n)Stf∥ℓ2nLq

γ,TL2
x

.
√
r∥e−t|ξ|2φ(ξ − n)f̂(ξ)∥ℓ2nLq

γ,TL2
ξ

.
√
r∥|ξ|−

2
q−γφ(ξ − n)f̂(ξ)∥ℓ2ξL2

n

.
√
r∥|ξ|−

2
q−γ f̂(ξ)∥L2

ξ

.
√
r∥f∥

Ḣ
− 2

q
−γ

x

.
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ㅿᕅ(4.2)ਥ⭧〥࠼Ⲻ㔓ሯ䘔㔣ᙝૂ Minkowski уㅿᕅ᧞ᗍȾ �

定义

∥f∥XT
:= ∥f∥

L
4

1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

+ ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

2d
d−2δ−1
x

+ ∥f∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

,

∥g∥YT
:= ∥g∥

L
2

1−δ
T L

d
1+δ
x

+ ∥g∥
L

2
1−δ
T L

2d
d−2δ
x

+ ∥g∥
L

8
1−2δ
3−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

.

我们有以下关于非线性算子估计的命题。

命题 4.2. ᆎ൞ᑮᮦ C ֵᗍ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB1(f1, f2, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
XT

≤ C (∥f1∥XT
∥f2∥XT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

) ,

ެѣ

B1(f1, f2, g1, g2) := B1
1(f1, f2) +B2

1(g1, g2),

B1
1(f1, f2) := −P∇ · (f1 ⊗ f2),

B2
1(g1, g2) := P(g1 ·A)∇(−∆)−1(g2 ·A).

证明. • L
4

1−2δ

T L
2d

1+2δ
x ∩ L

4
1−2δ

T L
2d

d−2δ−1
x Ⲻզ䇗Ⱦ

ሯӄ 1 ≤ p < 2d，ṯᦤᇐѿ，ᡇԢᴿ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
1(f1, f2)dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T Lp

x

.
∥∥∥∥∫ t

0

∥St−τP∇ · (f1 ⊗ f2)∥Lp
x
dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T

. (*)

൞ᕋ⨼2.5ѣ਌ v = α = 1, r = 2dp
2d+2pδ+p

, ࡏ

− v

2α
− d

2
(
1

r
− 1

p
) = −1

2
− d

2
(
2d+ 2pδ + p

2dp
)

= −1

2
− 2δ + 1

4

= −3 + 2δ

4
.

ᡶԛᡇԢᴿ

(∗) .
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
3+2δ

4 ∥f1 ⊗ f2∥
L

2dp
2d+2pδ+p
x

dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T

. (**)

൞ᕋ⨼2.7ѣ਌ q = 4
1−2δ

, p = 2
1−2δ

, ࡏ ξ = 1− 1
p
+ 1

q
= 3+2δ

4
, ᡇԢᗍࡦ

(∗∗) . ∥f1 ⊗ f2∥
L

2
1−2δ
T L

2dp
2d+2pδ+p
x

. (***)
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ᴶ੄，൞ᰬグ Hölder уㅿᕅ

∥fg∥Ls
TLt

x
. ∥f∥Ls1

T L
t1
x
∥g∥Ls2

T L
t2
x
,
1

s
=

1

s1
+

1

s2
,
1

t
=

1

t1
+

1

t2

ѣ਌ s = 2
1−2δ

, s1 = s2 =
4

1−2δ
, t = 2dp

2d+2pδ+p
, t1 = p, t2 =

2d
1+2δ

࠰᧞

(∗ ∗ ∗) . ∥f1∥
L

4
1−2δ
T Lp

xs
∥f2∥

L
4

1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

.

ѰҼㆶ⌷䎭㿷，൞ҁ੄Ⲻ䇷᱄ѣ，ᡇԢሼⴷ⮛䈜㓼Ⲻ᤽ḽⲺ਌⌋Ⱦ㊱ղ൦，⭧ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ
2.7ૂ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᗍࡦ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
1(g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T Lp

x

.
∥∥∥∥∫ t

0

∥∥St−τ (g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A)
∥∥
Lp

x
dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T

.
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
1+2δ

4 ∥(g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2pd
2d+p(1+2δ)
x

dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T

. ∥(g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

1
1−δ
T L

2pd
2d+p(1+2δ)
x

. ∥g1 ·A∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−δ
T L

2pd
2d+p
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T L

2pd
2d+p
x

.

਌ࡡ࠼ p = 2d
1+2δ

ૂ 2d
d−2δ−1

，ᡇԢᗍࡦ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
1(f1, f2)dτ

∥∥∥∥
L

4
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x ∩L

4
1−2δ
T L

2d
d−2δ−1
x

. ∥f1∥XT
∥f2∥XT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

• L
8

1−2δ
1−2δ

8 ,T
L

2d
1+2δ
x Ⲻզ䇗Ⱦ

ሯӄ B1
1，ᡇԢᴿ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
1(f1, f2)dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

.
∥∥∥∥t 1−2δ

8

∫ t

0

∥St−τP∇ · (f1 ⊗ f2)∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. I11 + I21 ,

ެѣ

I11 =

∥∥∥∥∫ t

0

∥∥∥(t− τ)
1−2δ

8 St−τP∇ · (f1 ⊗ f2)
∥∥∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

,
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I21 =

∥∥∥∥∫ t

0

∥∥∥τ 1−2δ
8 St−τP∇ · (f1 ⊗ f2)

∥∥∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

.

⭧ᕋ⨼2.5Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᗍࡦ

I11 .
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
5+6δ

8 ∥f1 ⊗ f2∥
L

d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. ∥f1 ⊗ f2∥
L

2
1−2δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥f1∥
L

4
1−2δ
T L

d
1+2δ
x

∥f2∥
L

4
1−2δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥f1∥XT
∥f2∥XT

. (4.3)

㊱ղ൦，ሯӄ I21，ᡇԢᗍࡦ

I21 .
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
3+2δ

4

∥∥∥τ 1−2δ
8 f1 ⊗ f2

∥∥∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. ∥τ
1−2δ

8 f1 ⊗ f2∥
L

8
3(1−2δ)
T L

d
1+2δ
x

. ∥τ
1−2δ

8 f1∥
L

8
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

∥f2∥
L

4
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

. ∥f1∥XT
∥f2∥XT

. (4.4)

㔉ਾ(4.3)ૂ(4.4)，ᡇԢᴿ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
1(f1, f2)dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

. ∥f1∥XT
∥f2∥XT

. (4.5)

ሯӄ B2
1，ᡇԢᗍࡦ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
1(g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

.
∥∥∥∥t 1−2δ

8

∫ t

0

∥St−τ ((g1 ·A)∇(−∆)−1(g2 ·A))∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. I12 + I22 ,

ެѣ

I12 =

∥∥∥∥∫ t

0

∥∥∥(t− τ)
1−2δ

8 St−τ ((g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A))
∥∥∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

,

I22 =

∥∥∥∥∫ t

0

∥∥∥τ 1−2δ
8 St−τ ((g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A))

∥∥∥
L

2d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

.
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ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ㺞᱄

I12 .
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
1+6δ

8 ∥(g1 ·A)∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. ∥(g1 ·A) · ∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

1
1−δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥g1 ·A∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−δ
T L

d
δ
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

㊱ղ൦，ሯӄ I22，ᡇԢᴿ

I22 .
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
1+2δ

4

∥∥∥τ 1−2δ
8 (g1 ·A)∇(−∆)−1(g2 ·A)

∥∥∥
L

d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
T

. ∥τ
1−2δ

8 (g1 ·A)∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

8
7−2δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥τ
1−2δ

8 (g1 ·A)∥
L

8
3−2δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−δ
T L

d
δ
x

. ∥g1∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

ഖ↚，ᡇԢᗍࡦ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
1(g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

. (5.4)

㔉ਾ(4.5)ૂ(5.4)，ᡇԢᴿ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB1(f1, f2, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

. ∥f1∥XT
∥f2∥XT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

. (5.5)

�
命题 4.3. ᆎ൞ᑮᮦ C ֵᗍ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2(f, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
YT

≤ C∥f∥XT
∥g1∥YT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

,

ެѣ

B2(f, g1, g2) := B1
2(f, g1) +B2

2(g1, g2),

B1
2(f, g1) := −∇ · (fg1),

B2
2(g1, g2) := −∇ · (g1∇(−∆)−1(g2 ·A)).
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证明. • L
2

1−δ

T L
d

1+δ
x ∩ L

2
1−δ

T L
2d

d+2−2δ
x Ⲻզ䇗Ⱦ

ሯӄ 1 ≤ p < d，⭧ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅਥᗍ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
2(f, g1)dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T Lp

x

.
∥∥∥∥∫ t

0

∥St−τ∇ · (fg1)∥Lp
x
dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T

.
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
3+2δ

4 ∥fg1∥
L

dp
d+p(1+2δ)
x

dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T

. ∥fg1∥
L

4
3−4δ
T L

dp
d+p(1+2δ)
x

. ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

∥g1∥
L

2
1−2δ
T Lp

x

.

ੂᰬ，ᡇԢᴿ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
2(g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T Lp

x

.
∥∥∥∥∫ t

0

∥St−τ∇ · (g1∇(−∆)−1(g2 ·A))∥Lp
x
dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T

.
∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
1+δ
2 ∥g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥

L
pd

d+pδ
x

dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T

. ∥g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

1
1−δ
T L

pd
d+pδ
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−2δ
T L

pd
d−p
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T Lp

x

.

㔉ਾр䘦զ䇗，ᡇԢᴿ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2(f, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T Lp

x

. ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

d
1+2δ
x

∥g1∥
L

2
1−δ
T Lp

x

+ ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T Lp

x

.

਌ࡡ࠼ p = d
1+δ
ૂ 2d

d+2−2δ
，ᡇԢᗍࡦ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2(f, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x ∩L

2
1−δ
T L

2d
d+2−2δ
x

. ∥f∥XT
∥g1∥YT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

• L
8

3−2δ
1−2δ

8 ,T
L

d
1+δ
x Ⲻզ䇗Ⱦ
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ᡇԢᴿ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
2(f, g1)dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

.
∥∥∥∥∫ t

0

t
1−2δ

8 ∥St−τ∇ · (fg1)∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. J1
1 + J2

1 ,

ެѣ

J1
1 =

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)
1−2δ

8 ∥St−τ∇ · (fg1)∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

,

J2
1 =

∥∥∥∥∫ t

0

τ
1−2δ

8 ∥St−τ∇ · (fg1)∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

.

ሯӄ J1
1，⭧ᕋ⨼2.5Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᴿ

J1
1 .

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
5+6δ

8 ∥fg1∥
L

2d
3+4δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. ∥fg1∥
L

2
3−4δ
T L

2d
3+4δ
x

. ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

.

ਜཌ，ሯӄ J2
1，ᡇԢᗍࡦ

J2
1 .

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
3+2δ

4 ∥τ
1−2δ

8 fg1∥
L

2d
3+4δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. ∥τ
1−2δ

8 fg1∥
L

8
5−6δ
T L

2d
3+4δ
x

. ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

∥g1∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

.

ഖ↚，ᡇԢᗍࡦ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
1
2(f, g1)dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

. ∥f∥XT
∥g1∥YT

. (4.6)

⧦൞，ᡇԢ⵶ᢁ༺⨼ B2
2 . 俌ݾᡇԢᴿ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
2(f, g1, g2, h1, h2)dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

.
∥∥∥∥∫ t

0

t
1−2δ

8 ∥St−τ∇ · (g1∇(−∆)−1(g2 ·A))∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. J1
2 + J2

2 ,
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ެѣ

J1
2 =

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)
1−2δ

8

∥∥St−τ∇ · (g1∇(−∆)−1(g2 ·A))
∥∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

,

J2
2 =

∥∥∥∥∫ t

0

τ
1−2δ

8

∥∥St−τ∇ · (g1∇(−∆)−1(g2 ·A))
∥∥
L

d
1+δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

.

ֵ⭞ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᴿ

J1
2 .

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
3+2δ

8 ∥g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

d
1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. ∥g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

1
1−δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−δ
T L

d
δ
x

. ∥g1∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

㊱ղ൦，ሯӄ J2
2，ᡇԢᗍࡦ

J2
2 .

∥∥∥∥∫ t

0

(t− τ)−
δ+1
2 ∥τ

1−2δ
8 g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥

L
d

1+2δ
x

dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
T

. ∥τ
1−2δ

8 g1∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

8
7−6δ
T L

d
1+2δ
x

. ∥τ
1−2δ

8 g1∥
L

8
3−2δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g2 ·A)∥
L

2
1−δ
T L

d
δ
x

. ∥g1∥
L

8
3−2δ
1−δ
8

,T
L

d
1+δ
x

∥g2∥
L

2
1−δ
T L

d
1+δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

ഖ↚，ᡇԢᴿ ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB
2
2(f, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

. ∥g1∥YT
∥g2∥YT

. (4.7)

ਾᒬ(4.6)ૂ(4.7)，ᡇԢᗍࡦ∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2(f, g1, g2)dτ

∥∥∥∥
L

8
3−2δ
1−2δ

8
,T

L
d

1+δ
x

. ∥f∥XT
∥g1∥YT

+ ∥g1∥YT
∥g2∥YT

.

�
命题 4.4. ྸ᷒ (f, g) ∈ XT × YT，ࡏ∫ t

0

St−τB1(f, g)dτ ∈ C([0, T ]; Ḣ2δ
x ),
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ެѣ

B1(f, g) = B1
1(f) + B2

1(g),

B1
1(f) = B1

1(f, f),

B2
1(g) = B1

2(g, g).

证明. ⭧㇍ᆆ St Ⲻ䘔㔣ᙝ，ᡇԢਠ䴶䇷᱄∫ t

0

St−τB1(f, g)dτ ∈ L∞
T Ḣ

2δ
x .

ֵ⭞ᕋ⨼2.5Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᴿ

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

St−τB1
1(f)dτ

∥∥∥∥
Ḣ2δ

x

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∥St−τ (f ⊗ f)∥Ḣ2δ+1
x

dτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ− 1
2 ∥f ⊗ f∥L2

x
dτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ− 1
2 τ−

1−2δ
8 ∥τ

1−2δ
8 f ⊗ f∥L2

x
dτ

.
(∫ T

0

(t− τ)−
8δ+4
5+6δ τ−

1−2δ
5+6δ dτ

) 5+6δ
8

∥τ
1−2δ

8 f ⊗ f∥
L

8
3−6δ
T L2

x

. ∥f∥
L

4
1−2δ
T L

2d
d−2δ−1
x

∥f∥
L

8
1−2δ
1−2δ

8
,T

L
2d

1+2δ
x

. ∥f∥2XT
. (4.8)

ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ2.7ૂ Hölder уㅿᕅ㺞᱄

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2
1(g)dτ

∥∥∥∥
Ḣ2δ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∥St−τ (g∇(−∆)−1(g ·A))∥Ḣ2δdτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ∥(g∇(−∆)−1(g ·A))∥L2
x
dτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δτ−
1−2δ

8 ∥τ
1−2δ

8 (g∇(−∆)−1(g ·A))∥L2
x
dτ

.
(∫ T

0

(t− τ)−
8δ

1+6δ τ−
1−2δ
1+6δ dτ

) 1+6δ
8

∥τ
1−2δ

8 (g∇(−∆)−1(g ·A))∥
L

8
7−6δ
T L2

x

. ∥τ
1−2δ

8 g∥
L

8
3−2δ
T L

d
1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g ·A)∥
L

2
1−δ
T L

2d
d−2δ−2
x

DOI: 10.12677/aam.2025.1412523 497 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1412523


祝振凯 等

. ∥g∥
L

8
3−2δ
1−δ
8

,T
L

d
1+δ
x

∥g∥
L

2
1−δ
T L

2d
d−2δ
x

. ∥g∥2YT
.

�
命题 4.5. ྸ᷒ (f, g) ∈ XT × YT，ࡏ∫ t

0

St−τB2(f, g)dτ ∈ C([0, T ]; Ḣ−1+2δ
x ),

ެѣ

B2(f, g) = B1
2(f, g) + B2

2(g),

B1
2(f, g) = B1

2(f, g, g),

B2
2(f, g) = B2

2(f, g, g).

证明. ㊱ղӄ(4.8)，ᡇԢᴿ

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

St−τB1
2(f, g)dτ

∥∥∥∥
Ḣ−1+2δ

x

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∥St−τ (fg)∥Ḣ2δ
x
dτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ− 1
4 ∥fg∥

L
2d

d+1
x

dτ

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ− 1
4 τ−

1−2δ
8 ∥τ

1−2δ
8 fg∥

L
2d

d+1
x

dτ

.
(∫ T

0

(t− τ)−
8δ+2
3+6δ τ−

1−2δ
3+6δ dτ

) 3+6δ
8

∥τ
1−2δ

8 fg∥
L

8
5−6δ
T L

2d
d+1
x

. ∥τ
1−2δ

8 f∥
L

8
1−2δ
T L

2d
1+2δ
x

∥g∥
L

2
1−δ
T L

2d
d−2δ
x

. ∥f∥XT
∥g∥YT

.

ᕋ⨼2.5Ƚ2.6Ƚ2.7ૂ⭞ֵ⅗߃ Hölder уㅿᕅ，ᡇԢᴿ

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

St−τB2
2(g)dτ

∥∥∥∥
Ḣ−1+2δ

x

. sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∥St−τ (g∇(−∆)−1(g ·A))∥Ḣ2δ
x
dτ

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δ∥g∇(−∆)−1(g ·A)∥L2
x
dτ

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

(t− τ)−δτ−
1−2δ

8 ∥τ
1−2δ

8 g∇(−∆)−1(g ·A)∥L2
x
dτ
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≤
(∫ T

0

(t− τ)−
8δ

1+6δ τ−
1−2δ
1+6δ dτ

) 1+6δ
8

∥τ
1−δ
4 g∇(−∆)−1(g ·A)∥

L
8

7−6δ
T L2

x

≤ ∥τ
1−2δ

8 g∥
L

3−2δ
8

T L
d

1+δ
x

∥∇(−∆)−1(g ·A)∥
L

2
1−δ
T L

2d
d−2−2δ
x

≤ ∥τ
1−2δ

4 g∥
L

4
1−δ
T L

d
1+δ
x

∥g∥
L

2
1−δ
T L

d
d−2δ
x

≤ ∥g∥2YT
.

�

5. 解关于 (Stuω
0 , Stvω

0 ) 的存在性

令 ūω
0 = Stuω

0 , v̄ω
0 = Stvω

0 以及 ũ = u − ūω
0 , ṽ = v − v̄ω

0，则 (ũ, ṽ) 满足ũ =
∫ t

0
St−τB1(ũ + ūω

0 , ṽ + v̄ω
0 )dτ,

ṽ =
∫ t

0
St−τB2(ũ + ūω

0 , ṽ + v̄ω
0 )dτ.

(5.1)

我们有如下的命题：

命题 5.1. ᆎ൞ᑮᮦ λ，ֵᗍᖉ ∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥XT×YT
≤ λ ᰬ，㌱㔕(5.1)൞ XT × YT ѣᆎ൞୥ж䀙Ⱦ

证明. ᡇԢᇐѿ K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ, ṽ) =

∫ t

0
St−τB1(ũ + ūω

0 , ṽ + v̄ω
0 ) dτ,

K2
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ, ṽ) =

∫ t

0
St−τB2(ũ + ūω

0 , ṽ + v̄ω
0 ) dτ.

⭧ળ从4.2ૂ4.3，ᡇԢᴿ∥∥∥K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ, ṽ)

∥∥∥
XT

. ∥ũ + ūω
0 ∥

2
XT

+ ∥ṽ + v̄ω
0 ∥

2
YT

. ∥(ũ, ṽ)∥2XT×YT
+ ∥(ūω

0 , v̄ω
0 )∥

2
XT×YT

,

਀ ∥∥∥K2
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ, ṽ)

∥∥∥
YT

. ∥ũ + ūω
0 ∥XT

∥ṽ + v̄ω
0 ∥YT

+ ∥ṽ + v̄ω
0 ∥

2
YT

. ∥(ũ, ṽ)∥2XT×YT
+ ∥(ūω

0 , v̄ω
0 )∥

2
XT×YT

.

ഖ↚，ᆎ൞ᑮᮦ C∗，ֵᗍ

∥(K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 ),K

2
(ūω

0 ,v̄ω
0 ))(ũ, ṽ)∥XT×YT

≤ C∗(∥(ũ, ṽ)∥2XT×YT
+ ∥(ūω

0 , v̄ω
0 )∥2XT×YT

). (5.2)

ੂᰬ，ᡇԢᴿ

K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ1, ṽ1)−K1

(ūω
0 ,v̄ω

0 )(ũ2, ṽ2)
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=

∫ t

0

St−τ (B1(ũ1 + ūω
0 , ṽ1 + v̄ω

0 )− B1(ũ2 + ūω
0 , ṽ2 + v̄ω

0 )) dτ.

ᡇԢ⸛䚉

B1(ũ1 + ūω
0 , ṽ1 + v̄ω

0 )− B1(ũ2 + ūω
0 , ṽ2 + v̄ω

0 )

=B1
1(ũ1 − ũ2, ũ1 + ūω

0 ) +B1
1(ũ2 + ūω

0 , ũ1 − ũ2) +B1
1(ṽ1 − ṽ2, ṽ1 + v̄ω

0 ) +B1
1(ṽ2 + v̄ω

0 , ṽ1 − ṽ2)

ഖ↚，⭧ળ从4.2，ᡇԢᗍࡦ

∥K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ1, ṽ1)−K1

(ūω
0 ,v̄ω

0 )(ũ2, ṽ2)∥XT

≤C∥ũ1 − ũ2∥XT
(∥(ũ1, ũ2)∥XT

+ ∥ūω
0 ∥XT

) + ∥ṽ1 − ṽ2∥YT
(∥(ṽ1, ṽ2)∥XT

+ ∥v̄ω
0 ∥XT

). (5.3)

㊱ղ൦，

B2(ũ1 + ūω
0 , ṽ1 + v̄ω

0 )− B2(ũ2 + ūω
0 , ṽ2 + v̄ω

0 )

=B1
2(ũ1 − ũ2, ṽ1 + v̄ω

0 ) +B1
2(ũ2 + ūω

0 , ṽ1 − ṽ2) +B1
2(ṽ1 − ṽ2, ṽ1 + v̄ω

0 ) +B1
2(ṽ2 + v̄ω

0 , ṽ1 − ṽ2).

ᡶԛ

∥K2
(ūω

0 ,v̄ω
0 )(ũ1, ṽ1)−K2

(ūω
0 ,v̄ω

0 )(ũ2, ṽ2)∥YT

≤C∥ũ1 − ũ2∥XT
(∥ṽ1∥YT

+ ∥v̄ω
0 ∥YT

) + ∥ṽ1 − ṽ2∥YT
(∥ũ2∥XT

+ ∥ūω
0 ∥XT

+ ∥(ṽ1, ṽ2)∥YT
+ ∥v̄ω

0 ∥YT
).

(5.4)

㔉ਾ(5.3)ૂ(5.4)，ᡇԢᗍࡦ

∥(K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 ),K

2
(ūω

0 ,v̄ω
0 ))(ũ1, ṽ1)− (K1

(ūω
0 ,v̄ω

0 ),K
2
(ūω

0 ,v̄ω
0 ))(ũ2, ṽ2)∥XT×YT

≤C∗∥(ũ1, ṽ1)− (ũ2, ṽ2)∥XT×YT
(∥(u1,v1), (u2,v2)∥XT×YT

+ ∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥XT×YT
). (5.5)

ᡇԢ਌ λ = 1
4C∗
，⭧(5.2)ૂ(5.5)，ᖉ ∥(ūω

0 , v̄ω
0 )∥XT×YT

≤ λ ᰬ，᱖ሺ (K1
(ūω

0 ,v̄ω
0 ),K

2
(ūω

0 ,v̄ω
0 )) ൞グ䰪

{(f, g)|∥(f, g)∥XT×YT
≤ 2λ}

рᱥু㕟᱖ሺȾഖ↚㌱㔕(5.1) ൞ XT ×YT ѣᆎ൞୥ж䀙 (ũ, ṽ)Ⱦ �

6. 主要定理的证明

由命题4.1，我们知道，对于 r ≥ 8
1−2δ

∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥Lr
ω(XT×YT ) .

√
r∥(u0,v0)∥

Ḣ−1+δ
x ×Ḣ

− 1
2
+δ

x

, (6.1)
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且

lim
T→0

∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥Lr
ω(XT×YT ) = 0.

定义

Eλ,T := {ω|∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥XT×YT
≤ λ}, Σ =

∞∪
n=1

Eλ, 1
n
,

则由 Chebyshev 不等式，我们有

P(Σ) = lim
n→∞

P(Eλ, 1
n
)

≥ 1− lim
n→∞

Cλ−r∥(ūω
0 , v̄ω

0 )∥Lr
ω(X 1

n
×Y 1

n
)

= 1.

对于任意 ω ∈ Σ，存在 n 使得 ω ∈ Eλ, 1
n
，根据命题5.1，在集合 Eλ, 1

n
中，系统 (6.1) 在 X 1

n
× Y 1

n

中存在唯一温和解。因此，对于几乎所有的 ω ∈ Ω, 存在 Tω > 0 和唯一的解 (ũ, ṽ) ∈ XTω
× YTω

。

由命题4.4 和4.5，我们还有 (ũ, ṽ ∈ C([0, Tω]; Ḣ
2δ × Ḣ−1+2δ)。

结合(6.1)和引理2.4，我们得到

P{Tω = ∞} ≥ P(Eλ,∞)

≥ 1− C exp(−Cλ2∥u0,v0∥−2

Ḣ− 1
2
+δ×Ḣ−1+δ

).
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