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摘  要 

极限是高等数学中的一个核心概念。它在高等数学起着举足轻重的作用。如何书写利用定义证明极限的证

明过程，对于初学者来说难学，对于刚入职的教师来说难教。因此，本文介绍采用一种借鉴文学中“倒叙”、

“顺叙”和“插叙”的写作手法来叙述解题过程的方法，并通过两个具体的例子，详细展示了如何利用“倒

叙 + 插叙”和“顺叙”书写证明过程。此外，还探讨了证明过程中的“只须”和“只需”的区别。 
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Abstract 
Limit, a core concept in advanced mathematics, plays a crucial role in advanced mathematics. The 
writing of the proof process for using limit definitions to prove limit problems is difficult for newly 
hired teachers and difficult for beginners to learn. Therefore, this article introduces a method of 
using the writing techniques of “reverse proof”, “forward proof”, and “interjection” borrowed from 
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literature to describe the problem-solving process. Through two specific examples, it demonstrates 
in detail how to use “reverse proof + interjection” and “forward proof” to write proof of the process. 
In addition, the difference between “only necessary” and “only needed” in the proof process was 
also explored. 
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1. 引言 

“极限”是《高等数学》[1]中的一个核心概念，也是一个较为抽象的概念。对于刚上大一的理工科

新生来说，利用极限定义证明极限的问题是一个不小的挑战。学生在学习这部分内容时，对于如何书写

证明过程，显得较为吃力。究其原因，一是极限概念本身比较抽象，而且证明过程需要严格的逻辑和条

理清晰的推导；二是大一新生还停留在高中时对数学的理解与掌握，只擅长计算，不擅长叙述推理过程。

因此，对于利用极限定义证明某个函数的极限的书写证明问题，有必要和刚入职的一线教师和初学者一

起探讨如何教和如何学。 
众所周知，在文学中，记叙文的写作手法可以采用顺叙、倒叙和插叙等[2]。顺叙就是按照事件发展

的时间先后次序来叙述，它的优点在于条理清晰，层次分明，但可能会显得有些平淡无奇，缺乏悬念和

起伏。倒叙，是把事件的结局或某个最突出的片段提在前边叙述，然后再从事件的开头按原来的发展顺

序进行叙述。它能够制造悬念，吸引读者的兴趣，但需要作者有较强的驾驭能力。插叙则是在叙述中心

事件的过程中，为了帮助展开情节或刻画人物，暂时中断叙述的线索，插入一段与主要情节相关的内容，

然后再接着叙述原来的内容。它能够丰富故事的内容，增加故事的层次感和深度。 
受此启发，在数学中，特别是极限证明题中，我们也可以借鉴“倒叙”、“顺叙”和“插叙”这样

的写作手法来叙述解题过程。顺叙在极限证明题中通常指的是从已知条件出发，逐步推导出结论的过程。

这是一种较为直接的证明方式，不过需要证明者对整个问题全都弄明白后，才能下笔书写。倒叙是一种

将如何思考问题及分析问题展现出来的一种叙述方式，即采用一种反向思考的方式，即先考虑结论，然

后逆向推导需要满足的条件。倒叙不需要事先对问题完全搞明白后再下笔，可以一边推导一边记录，最

后得出结论也是水到渠成的过程。倒叙的手法是极限定义证明题的一种最常用的方式。插叙在极限证明

中表现为在主要证明过程中插入一个或多个辅助命题或中间步骤的证明。这些辅助证明有助于简化主要

证明或填补逻辑上的空白。插叙通常可以穿插倒叙和顺叙的过程中，比较灵活。本文的意义在于尝试将

文学中的叙事技巧引入数学证明的教学中，这是一种比较新颖的尝试，有助于提高学生的学习兴趣和理

解能力。 
下面我们将利用典型的例题，来说明如何运用倒叙、顺叙和插叙来书写极限定义证明题的过程。 

2. 典型例题 

例 1 设数列{ }nx 有界，又 lim 0nn
y

→∞
= ，证明 lim 0n nn

x y
→∞

=  [1]。 
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证明过程采取“倒叙和插叙”相结合的方法如下： 
证明：(i) 要证 lim 0n nn

x y
→∞

= ，只须证明 0ε∀ > ， N N +∃ ∈ ，s.t.当 n N> 时，有 0n nx y ε− < 成立。而

0n n n nx y x y− = ，故只须 n nx y ε< 成立即可。 

(ii) 由{ }nx 有界，即， 0M∃ > ， n N +∀ ∈ ，有 nx M< 成立。 

又 lim 0nn
y

→∞
= ，即， 0ε∀ > ， 1N N +∃ ∈ ，s.t.当 1n N> 时，有 0n ny y

M
ε

− = < 成立。 

(iii) 于是，只须取 1N N∃ = ，当 n N> 时，有 

0n n n n n nx y x y x y M
M
ε ε− = = < ⋅ = 成立，即 lim 0n nn

x y
→∞

= 。 

注：1) 我们将证明过程分成了三部分，分别记为(i)、(ii)和(iii)。 
2) 该证明过程中的倒叙部分为：(i) + (iii)。即“只须证明 0ε∀ > ， N N +∃ ∈ ，s.t.当 n N> 时，有

0n nx y ε− < 成立。而 0n n n nx y x y− = ，故只须 n nx y ε< 成立即可。于是，只须取 1N N∃ = ，当 n N> 时， 

有 0n n n n n nx y x y x y M
M
ε ε− = = < ⋅ = 成立，即 lim 0n nn

x y
→∞

= 。” 

3) 该证明过程中的插叙部分为：(ii)，即，“由{ }nx 有界，即“ 0M∃ > ， n N +∀ ∈ ，有 nx M< 成立。 

又 lim 0nn
y

→∞
= ，即， 0ε∀ > ， 1N N +∃ ∈ ，s.t.当 1n N> 时，有 0n ny y

M
ε

− = < 成立。” 

4) 书写步骤：(a) 明确目标结论：要证明 lim 0n nn
x y

→∞
= 。(b) 采用逆向思考：只须证明 0ε∀ > ， N N +∃ ∈ ， 

s.t.当 n N> 时，有 0n nx y ε− < 成立。(c) 推导条件：而 0n n n nx y x y− = ，故只须 n nx y ε< 成立即可。再将

两个已知条件插叙进去，条件 n nx y ε< 可以满足。(d) 得出结论：因此， 1N N∃ = ，当 n N> 时，有 

0n n n n n nx y x y x y M
M
ε ε− = = < ⋅ = 成立，即 lim 0n nn

x y
→∞

= 。 

下面采取“顺叙”的手法叙述证明过程。 
证明：(i) 依题意，由{ }nx 有界，即， 0M∃ > ， n N +∀ ∈ ，有 nx M< 成立。 

又 lim 0nn
y

→∞
= ，即， 0ε∀ > ， 1N N +∃ ∈ ，s.t.当 1n N> 时，有 0n ny y

M
ε

− = < 成立。 

(ii) 于是，对上述 0ε > ， 1N N N +∃ = ∈ ，s.t.当 n N> 时，有 

0n n n n n nx y x y x y M
M
ε ε− = = < ⋅ =  

成立。 
注：1) 我们将证明过程分成了两部分，分别记为了(i)和(ii)。 
2) 已知条件有两个：其一数列{ }nx 有界，其二 lim 0nn

y
→∞

= 。 

3) 推导过程为(i)，即“由{ }nx 有界，即， 0M∃ > ， n N +∀ ∈ ，有 nx M< 成立。又 lim 0nn
y

→∞
= ，即，

0ε∀ > ， 1N N +∃ ∈ ，s.t.当 1n N> 时，有 0n ny y
M
ε

− = < 成立。 

4) 结论为(ii)。 
例 2 证明：若 ( )lim

x
f x A

→+∞
= ， ( )lim

x
f x A

→−∞
= ，则 ( )lim

x
f x A

→∞
= 。 

与例 1 类似，证明过程采取“倒叙和插叙”相结合的方法如下： 
证明：(i) 要证 ( )lim

x
f x A

→∞
= ，由极限的定义，即证 0ε∀ > ， 0X∃ > ，s.t.当 x X> 时，有 ( )f x A ε− <

成立。 
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(ii) 由已知 ( )lim
x

f x A
→+∞

= 可得，对上述 ε ， 1 0X∃ > ，s.t.当 1x X> 时，有 ( )f x A ε− < 成立。 

又 ( )lim
x

f x A
→−∞

= ，即上述 ε ， 2 0X∃ > ，s.t.当 2x X< − 时，有 ( )f x A ε− < 成立。 

(iii) 于是，只须取 { }1 2max ,X X X= ，当 x X> 时，则 ( )f x A ε− < 成立，即 ( )lim
x

f x A
→∞

= 。 

注：1) 我们将证明过程分成了三部分，分别记为了(i)、(ii)和(iii)。 
2) 倒叙部分为(i) + (iii)。即“要证 ( )lim

x
f x A

→∞
= ，由极限的定义，即证 0ε∀ > ， 0X∃ > ，s.t.当 x X>

时，有 ( )f x A ε− < 成立。于是，只须取 { }1 2max ,X X X= ，当 x X> 时， ( )f x A ε− < 成立，即

( )lim
x

f x A
→∞

= 。” 

3) 插叙部分为 (2)。即“由已知 ( )lim
x

f x A
→+∞

= 可得，对上述 ε ， 1 0X∃ > ， s.t.当 1x X> 时，有

( )f x A ε− < 成立。又 ( )lim
x

f x A
→−∞

= ，即上述 ε ， 2 0X∃ > ，s.t.当 2x X< − 时，有 ( )f x A ε− < 成立。” 

4) 书写步骤：(a) 明确目标结论：我们要证明 ( )lim
x

f x A
→∞

= 。(b) 采取逆向思考：只须证明 0ε∀ > ， 

0X∃ > ，s.t.当 x X> 时，有 ( )f x A ε− < 成立。(c) 推导条件：欲使 ( )f x A ε− < 成立，则将两个已知条

件插叙进去，结论 ( )f x A ε− < 可以成立。(d) 得出结论：只须取 { }1 2max ,X X X= ，当 x X> 时， 
( )f x A ε− < 成立，即 ( )lim

x
f x A

→∞
= 。 

下面再采取“顺叙”的写法来叙述证明过程。 
证明：(i) 依题意， ( )lim

x
f x A

→+∞
= ，由极限定义可得， 0ε∀ > ， 1 0X∃ > ，s.t.当 1x X> 时，有 ( )f x A ε− <

成立。 
又 ( )lim

x
f x A

→−∞
= ，即上述 ε ， 2 0X∃ > ，s.t.当 2x X< − 时，有 ( )f x A ε− < 成立。 

(ii) 取 { }1 2max ,X X X= ，当 x X> 时，有 ( )f x A ε− < 成立，即 ( )lim
x

f x A
→∞

= 。 

注：1) 我们将证明过程分成了两部分，分别记为了(i)和(ii)。 
2) 已知条件有两个：其一 ( )lim

x
f x A

→+∞
= ，其二 ( )lim

x
f x A

→−∞
= ； 

3) 推导过程为(i)，即“依题意， ( )lim
x

f x A
→+∞

= ，由极限定义可得， 0ε∀ > ， 1 0X∃ > ，s.t.当 1x X> 时，

有 ( )f x A ε− < 成立。又 ( )lim
x

f x A
→−∞

= ，即上述 ε ， 2 0X∃ > ，s.t.当 2x X< − 时，有 ( )f x A ε− < 成立。” 

4) 结论为(ii)。 
前面的分析过程中，我们用到了“只须”而非“只需”[3]。事实上，这两个词是有差别的。其中“只

须”带有一种规定或指示预期，强调某件事情是必须要做的，以确保整个事情的顺利进行。“只须”用

于强调条件的必要性。“只需”带有一种建议或提醒的语气，指出达到某个目标所需的最小条件或要求。

我们是由结论反推条件的，因此这个条件是具有必要性，故，用“只须”而非“只需”。 

3. 结论 

本文我们以两个简单而典型的例题为例，展示了如何利用“倒叙”、“顺叙”和“插叙”的手法书

写极限定义证明题的书写。希望对刚入职的教师如何教以及对初学者如何学这部分内容能提供一些帮助。 
当然，在数学证明中，重要的是逻辑清晰和条理分明，而不是刻意追求某种叙述方式。因此，无论

是“顺叙”、“倒叙”还是“插叙”，都应该根据问题的具体情况和证明的需要来灵活运用。 
1) 弱化叙事手法的类比，突出数学思维的训练：文学中的倒叙是为了制造悬念，增强故事的吸引力，

而数学证明中的倒叙则是为了方便逻辑推导，两者目的不同。 
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2) 缺乏对不同方法的比较分析：建议补充更多不同类型的例题，并对“倒叙 + 插叙”和“顺叙”

等方法进行比较分析，帮助学生更好地理解和选择合适的证明方法。 
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