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摘  要 

本文主要研究了一类含应力项的非线性变系数波动方程在不同能级下解的整体存在性及其爆破行为。基

于泛函估计方法，构建了位势井框架，并在此基础上给出了次临界能级下解全局存在的条件及其解的爆

破时间估计。同时，还探讨了临界能级下全局解存在的条件。 
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Abstract 
This paper mainly studies the existence of global solutions and the blow-up behavior for a class of 
nonlinear variable coefficient wave equations with stress term under different energy levels. Based 
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on functional estimates, the potential well framework is constructed, and the conditions for the ex-
istence of global solutions and blow-up time under subcritical energy levels are provided. Addition-
ally, the conditions for the existence of global solutions at the critical energy level are discussed. 
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1. 引言 

非线性波动方程在描述介质中波动传播和能量传递等现象时，起到了重要的作用。在这些方程中，

非线性项通常反映了介质的非线性响应，而应力项则可以描述波动过程中的力学效应。应力项的引入使

得问题更加复杂，增加了方程解的非线性特征，进而影响了其解的整体性和爆破现象。 
2000 年 Chen 和 Yang [1]研究了四阶非线性波动方程 

( ) ( ),tt xxxx x x
w w w f x tσ+ = +  

解的整体存在性以及在 ( ) ps sσ α≥ 条件下解的爆破。随后，Yang [2]将其推广到了高维情形，得到了全局

弱解。同时研究了空间维数为 1 时，弱解被正则化为唯一的广义解。 
2005 年 Jorge A Esquivel-Avila [3]研究了具应力项的非线性波动方程，得到了解的爆破以及整体存在

性。2007 年 Liu 和 Xu [4]研究了四阶非线性波动方程在不同能级下整体解存在性以及解的爆破。 
2013 年 Wang [5]等两人研究了波动方程 

( )( ) ( )2

1
i

n

tt t i x
i i

w w w w w f w
x

θ α
=

∂
+ ∆ + + − ∆ =

∂∑  

在 0α ≥ 情况下不同能级整体解存在以及解的爆破，同时研究了其能量衰减。 
2020 年 Lin Qiang [6]等研究了具有应变项和源项的非线性波动方程 

( ) ( )2

1
i

n

tt i x
i i

w w w w f w
x

β σ
=

∂
+ ∆ − ∆ + =

∂∑  

在临界能级和超临界能级下解的全局存在性。 
2021 年 Jiangbo Han 和 Runzhang Xu [7]研究了四阶非线性阻尼波动方程 

( )2

1
0

i

n

tt t i x
i i

w w w w
x

λ σ
=

∂
+ ∆ + + =

∂∑  

在次临界能级下解的渐进行为以及任意能级在不同条件下解的爆破。 
除了上述提到的几类波动方程外，带有应力项和非线性源项–阻尼项的变系数波动方程，目前研究

结果还比较少[8]。而对于带有应力项的波动方程也不断引起学者们的注意，参见[9]-[13]。 
本文研究一类具广义源和非线性应力项的变系数波动方程的初边值问题 
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( ) ( ) 1 12

1
i

n m
tt t i x t t

i i

w w w w w a x w w w w
x

γφ − −

=

∂
+ ∆ −∆ −∆ + + =

∂∑ ,                (1.1) 

( ) ( )0,0w x w x= , ( ) ( )1,0tw x w x= , x∈Ω ,                        (1.2) 

0ww
n

∂
= =
∂

或 0w w= ∆ = , x∈∂Ω , 0t ≥ ,                         (1.3) 

其中 nΩ∈ ，Ω是一光滑有界区域， ( ) ( )a x ∈ Ω 且满足 ( ) 00 a x≤ ≤  ， ( )iφ υ 满足假设(H)。 
(H) (i) ( ) 1

i Cφ υ ∈ ， ( ) ( )0 0 0i iφ φ′= = ，其中 1,2, ,i n=  ； 
(ii) 当 υ−∞ < < +∞，此时 ( )iφ υ 单调；当 0υ > 时 ( )iφ υ 是凸函数； 0υ < 时 ( )iφ υ 是凹函数，1 i n≤ ≤ ； 

(iii) ( )i
κφ υ ε υ≤ ，( ) ( ) ( )1 i il ψ υ υφ υ+ ≤ ， 0ε > ，1 ,l κ< < ∞， 1, 2n = ；

21 ,
2

nl
n

κ +
< <

−
， 3n ≥ 。其中 

( ) ( )
0

di i

υ

ψ υ φ τ τ= ∫ , 1 i n≤ ≤ .                           (1.4) 

2. 符号定义以及位势井框架建立 

2.1. 符号定义 

本文引入符号定义 

( )2Lw w
Ω

= , ( ), dw v wv x
Ω

= ∫ , { }min ,q l κ=  

2.2. 位势井框架建立 

引理 2.1 [4] 对于 ( ) ( )2 1
0w H H∀ ∈ Ω Ω ， w∆ 等价于

2,2w 。 

令 ( ) ( )2 1
0 | 0 0,ww H H w

n
∂ = ∈ Ω Ω = ∆ = ∂Ω ∂ 

 或 ，且 

2 2 2 .w w w= ∆ + ∇                                (2.1) 

推论 2.2 [4] 对于 w∈， w  等价于
2,2w 。 

推论 2.3 [4] 令κ 满足条件(H)，则有嵌入 1, 1W κ+ 是紧的，且有 1w w
κ+

≤  。 
下面引入位势井族：将两边同乘以 tw 并对 x 进行积分，则 

( ) ( )2 2 12 1
1

1

1 d d 1 dd + d
2 d d 1 di

n m
t i x t t m

i
w w w x w a x w x w

t t m t
γψ + +

+Ω Ω
=

 + − ∇ + =  +∑∫ ∫
     (2.2) 

引入下列泛函 

( ) ( )2 2 1
1

1

1 1 1d
2 2 1i

n m
i x m

i
w w w w x w

m
ψ +

+Ω
=

= ∆ + ∇ − −
+∑∫J , 

( ) ( )2 2 1
1

1
d

i i

n m
i x x m

i
w w w w w x wφ +

+Ω
=

= ∆ + ∇ − −∑∫ ，I  

( ) ( )2 2 1
1

1

1 1d
2 1i

n m
t i x m

i
t w w w x w

m
ψ +

+Ω
=

 = + − −  +∑∫ . 

引入下列位势井以及位势井深度 

( ) ( ){ } { }| 0, 0w w w= ∈ > <   I J d , 
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( ) ( ){ }| 0,w w w= ∈ < <  I J d . 

( )inf
u

w
∈

=


d J , 

其中 ( ){ }| 0, 0w w w= ∈ = ≠ I 。 
推论 2.4 [5] 假设条件(H)成立，则有 
(i) ( ) 1l

iψ υ υ +≥  ， 1υ ≥ ， 0> ，1 i n≤ ≤ ； 
(ii) ( ) ( )( ) 0i iυ υφ υ φ υ′ − ≥ ，1 i n≤ ≤ ，当且仅当 0υ = 时“=”成立。 
推论 2.5 [5] 假设条件(H)成立，则有 ( ) ( ) 11 l

i lυφ υ υ +≥ +  成立。 
引理 2.6 假设 ( )iφ υ 满足条件(H) 

( ) ( )
1

1 d
i i

n

i x x
i

w w xµ φ µ
µ Ω

=

= ∑∫φ , 1 i n≤ ≤ ,                    (2.3) 

则对于 w∀ ∈，
2 0w ≠ 有 

(i) ( )µφ 在 ( )0,+∞ 单调递增； 
(ii) ( )

0
lim 0
µ

µ
→

=φ ， ( )lim
µ

µ
→+∞

= +∞φ 。 

证明 (i)由推论 2.4 可知 

( ) ( ) ( )3
1

1 d 0
i i i i

n

i x x i x x
i

w w w w xµ φ µ µ φ µ µ
µ Ω

=

 ′ ′= − > ∑∫φ , 

所以 ( )µφ 在 ( )0,+∞ 单调递增。 
(ii)由假设(H)条件可知 

( )
1 11

2 2 11 1
d

i i

n n

x x
i i

w x w
κ κκ

κ

ε εµ µ µ
µ µ

+ ++

Ω +
= =

≤ =∑ ∑∫φ , 

此时 ( )
0

lim 0
µ

µ
→

=φ 。 

由推论 2.4 

( ) ( ) 1

2 2
1 1

1 1d d
i i i

n n l

i x x x
i i

lw w x w xµ φ µ µ µ
µ µ

+

Ω Ω
= =

+
= ≥∑ ∑∫ ∫φ , 

引入
1| ,x x wµ µ

 
Ω = ∈Ω ≥ 

 
，则有 

1 1
1lim dl l

lw x w
µµ

+ +

+Ω→+∞
=∫ , 

即有 

( )lim
µ

µ
→+∞

= +∞φ . 

引理 2.7 假设 ( )iφ υ 满足条件(H)，对于 w∀ ∈，
2 0w ≠ ，有 

( )
0

lim J 0w
µ

µ
→

= , ( )lim J w
µ

µ
→+∞

= −∞ . 

证明 ① 由假设(H)可知 

( ) ( ) 11 10
1 1i il l

κψ υ υφ υ υ +≤ ≤ ≤
+ +

 , 1 i n≤ ≤ , 
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( ) 1 11 1

1

1 10 d d
1 1i i ii x x xw x w x w

l l
κ κκ κ

κ
ψ µ µ µ

+ ++ +

Ω Ω +
≤ ≤ =

+ +∫ ∫  , 

( ) ( )
2 1

2 1
1

1
d

2 1i

mn m
i x m

i
w w w x w

m
µ µµ ψ µ

+
+

+Ω
=

= − −
+∑∫J , 

所以 ( )
0

lim 0w
µ

µ
→

=J 。 

② 由推论 2.4 可得 

( ) 11d d
i i

ll
i x xw x w x

θ
ψ µ µ

++

Ω Ω
≥∫ ∫ . 

由 µΩ 定义可知，存在某些 1 0> 当θ → +∞时有 

( ) 1
1d

i

l
i xw xψ µ µ +

Ω
≥∫  , 

此时 ( )lim J w
µ

µ
→+∞

= −∞。 

引理 2.8 [4] 假设条件(H)成立，则对于 w∀ ∈， 2 0w ≠
， 

(i) 存在唯一的 ( )uµ µ∗ ∗= ，使 

( )d 0
d

w
µ µ

µ
µ ∗=

=J , 0 µ< < ∞ ; 

(ii) ( )wµJ 在 ( )0,µ∗ 内单调递增，在 ( ),µ∗ +∞ 内单调递减且在 µ∗ 取得最大值； 
(iii) ( ) 0wµ >I ，当 0 µ µ∗< < ； ( ) 0wµ <I ，当 µ µ∗ < < +∞。 
定义 

( ) ( )2 1
1

1
d

i i

n m
i x x m

i
w w w w x wξ ξ φ +

+Ω
=

= − −∑∫I , 

( ) ( )inf
u

w
ξ

ξ
∈

=d J


, 

( ){ }| 0, 0w w wξ ξ= ∈ = ≠ I . 

引理 2.9 令条件(H)成立，若 ( )0 w h ξ< < ，则 ( ) 0wξ >I 。特别地，若 ( )0 1w h< < ，则 ( ) 0w >I 。

其中 ( )h ξ 是方程 ( )hη ξ= 的唯一实根， 

( ) 1 1 1 1
1 2
m mh h hκ κη ε+ − + −= +  , 

其中， 

1
1 sup m

u

w
w

+

∈
=

 

 , 

1
11

11
2 sup

i

n

x
i

u

w

w

κκ

κ

++

+
=

∈

 
  =
∑

 

 . 

引理 2.10 令条件(H)成立，假设 ( ) 0wξ <I ，则 ( )w h ξ> 。特别地，若 ( ) 0w <I ，则 ( )1w h> 。 
证明 由 ( ) 0wξ <I ， 0w ≠

， 

( ) ( )2 1 2
1

1
d

i i

n m
i x x m

i
w w w x w w wξ φ η+

+Ω
=

< + <∑∫  
. 

由上式可知 ( )wη ξ> ，以及 ( )w h ξ> 。 
引理 2.11 令条件(H)成立，假设 ( ) 0wξ =I ，则 ( )w h ξ≥

或 0w ≠
。特别地，若 ( ) 0w =I ，则
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( )1w h≥
或 0w =

。 
证明 若 ( ) 0wξ =I ，则 

( ) ( )2 2 2 1 2
1

1
d

i i

n m
i x x m

i
w w w w w x w w wξ ξ φ η+

+Ω
=

 = ∆ + ∇ = + ≤  ∑∫  
, 

可得 0w ≠ ， ( )wη ξ≥ ， ( )w h ξ≥ 。 
引理 2.12 令条件(H)成立，则 

(i) ( ) ( ) ( )2hξ α ξ ξ≥d ，其中 ( ) 1
2 1q

ξα ξ = −
+

， 10
2

qξ +
< < ； 

(ii) ( )
0

lim 0
ξ

ξ
→

=d ，存在一个
0

1
2

qξ +
≥ ，使得 ( )0 0ξ =d ，且对于 00 ξ ξ< < ， ( ) 0ξ >d ； 

(iii) 0 1ξ< ≤ ， ( )ξd 为严格增函数， 01 ξ ξ≤ < ， ( )ξd 为严格减函数， 1ξ = 取最大值 ( )1 =d d 。 
证明 (i) 由 ( ) 0wξ =I ，且 0w ≠

，则由引理 2.11， ( )w h ξ≥
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1

1

2 2 2

1 1 1d
2 1 1
1 1 ,
2 1 1

i i

n m
i x x m

i
w w w w x w

l m

w w w h
q q ξ

φ

ξ α ξ α ξ ξ

+

+Ω
=

≥ − −
+ +

 
≥ + = ≥ + + 

∑∫

-



 

J

I
  

其中 { }min ,q l m= 。 
(ii) 对于 w∀ ∈， 0w ≠  

( ) ( ) ( )2 2 1
1

1
d

i i

n m
i x x m

i
w w w w x wξ µ ξ µ φ µ µ µ +

+Ω
=

∆ + ∇ = +∑∫ , 

( )2 11
1

1

1 d
i i

n mm
i x x m

i
w w w x wξ φ µ µ

µ
+−
+Ω

=

= +∑∫
.                       (2.4) 

定义 

( ) ( ) ( )1 11 1
1 1

1

1 d
i i

n m mm m
i x x m m

i
w w x w wµ φ µ µ µ µ

µ
+ +− −
+ +Ω

=

Φ = + = +∑∫ φ . 

由引理 2.6， ( )µφ 在 ( )0,+∞ 单调递增，
11
1

mm
mwµ +−
+
关于 µ 在 ( )0,+∞ 单调递增，其中 1m > 。所以 ( )µΦ

在 ( )0,+∞ 单调递增，此时有 ( )2wξ µ= Φ 。由(2.4)定义 

( ) ( )21 wµ µ ξ ξ−= = Φ  ,                                   (2.5) 

使得 ( )I 0wξ µ = ，有 ( )
0

lim 0
ξ

µ ξ
→

= ， ( )lim
ξ

µ ξ
→+∞

= +∞，同时由引理 2.7 可得 ( )
0

lim 0d
µ

ξ
→

= ， 

( )lim d
µ

ξ
→+∞

= −∞。由(i)可知 0
1

2
qξ +

∃ ≥ ，有 ( )0 0ξ =d ，在 00 ξ ξ< < 有 ( ) 0ξ >d 。 

(iii) 证明 ( ) ( )ξ ξ′ ′′<d d ，对于 0 1ξ ξ′ ′′∀ < < < 或 01 ξ ξ ξ′′ ′< < < 。显然，可以只证对于 0 1ξ ξ′ ′′∀ < < <

或 01 ξ ξ ξ′′ ′< < < 以及 w∀ ∈， 0w ≠
和 ( ) 0wξ ′′ =I ，存在一个 s∈， ( ) 0sξ ′ =I ， 0s ≠

，以及一个

常数 ( ), 0ξ ξ′ ′′ >

使得 ( ) ( ) ( ),s w ξ ξ′ ′′< − J J 。由(2.4)定义的 ( )µ ξ ， ( )( ) 0wξ µ ξ =I ， ( ) 1µ ξ′′ = 且(2.4)成
立。令 ( ) ( )wµ µ= J ，则 

( ) ( )2 2d 1 1 11 1 ,
d

w w wξµ µ µ µ
µ µ ξ ξ

    
= − + = −    

    
  I  

取 ( )s wµ ξ′= ， ( ) 0sξ ′ =I 且 0s ≠
。若 0 1ξ ξ′ ′′< < < 则 ( ) ( ) 1µ ξ µ ξ′ ′′< = ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )21 1 , .w s hξ ξ µ ξ µ ξ ξ ξ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′− > − − ≡ J J  

若 01 ξ ξ ξ′′ ′< < < 则 ( ) ( ) 1µ ξ µ ξ′ ′′> = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )21 1 , .w s hξ ξ µ ξ µ ξ ξ ξ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′− > − − ≡ J J  

证毕。 

引理 2.13 [4] 令条件(H)成立， 10
2

qξ +
< < ， ( ) 0wξ >I ， ( ) ( )w ξ≤J d ，则

( )
( )

20 w
ξ

α ξ
< <

d
。特别地，

若 ( ) 0w >I ， ( )w ≤J d ，
( )2 2 1

0
1

q
w

q
+

< <
− d。 

引理 2.14 [4] 令条件(H)成立， 10
2

qξ +
< < ， ( ) ( )w ξ≤J d 且

( )
( )

2u
ξ

α ξ
>

d
则 ( ) 0wξ <I 。特别地，若

( )w ≤J d ，
( )2 2 1

1
q

w
q
+

>
− d则 ( ) 0w <I 。 

引理 2.15 令条件(H)成立， 10
2

qξ +
< < ， ( ) 0wξ =I ， 0w ≠

且 ( ) ( )w ξ≤J d ，则 w 属于由

( ) ( )w ξ=J d 以及 ( ) ( )
( )

22h w
ξ

ξ
α ξ

≤ ≤

d
的极值集合。特别地，若 ( ) 0w =I ， 0w ≠

且 ( )w ≤J d ，则 w 属

于由 ( )w =J d以及 ( ) ( )22 2 1
1

1
q

h w
q
+

≤ ≤
− d 的极值集合。 

证明 ( ) 0wξ =I ， 0w ≠
以及 ( )ξd 定义可知 ( ) ( )w ξ≥J d ，则有 ( ) ( )w ξ=J d 。 

( ) ( )

( ) ( )

2 1
1

1

2 2

1 1 1d
2 1 1
1 1 1 ,
2 1 1 2 1

i i

n m
i x x m

i
w w w w x w

l m

w w h
q q qξ

φ

ξ ξ ξ

+

+Ω
=

≥ − −
+ +

   
≥ − + ≥ −   + + +   

∑∫



J

I
 

因此 ( ) 22h wξ ≤ 
， 

( ) ( ) ( )
( )

2w w
ξ

ξ
α ξ

≤ ⇔ ≤

d
J d , 

则 ( ) ( )w ξ=J d 。 

若 ( ) 0w =I ， 0w ≠
，则有 ( ) 22 1h w≤ 

，
( )
( )

( )2 1 2 1
1 1

q
w

qα
+

≤ =
−

d
d。证毕。 

对于 00 ξ ξ< < ，定义下列空间： 

( ) ( ) ( ){ } { }| 0, 0w w wξ ξ ξ= ∈ > <    I J d ; 

( ) ( ) ( ){ }| 0,w w wξ ξ ξ= ∈ < <  I J d ; 

( ){ }|w w hξ ξ= ∈ <  ; 

( ){ }|w w hξ ξ ξ ξ= ∂ = ∈ ≤     ; 

( ){ }c |w w hξ ξ= ∈ >  . 

引理 2.16 [4] 令条件(H)成立， 10
2

qξ +
< < ，则 ( ) ( )1 2r rξξ ξ⊂ ⊂   ， c

ξ ξ⊂  。 
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其中， 

( ) ( ) ( ){ }{ }1

2 2| min , 2r w w hξ ξ ξ= ∈ <  d , 

( )
( )
( )2

2|r w wξ

ξ
α ξ

  = ∈ < 
  

 
d

. 

由上述引理可得 
引理 2.17 令条件(H)成立， 
(i) 若 0 1ξ ξ′ ′′< < < ，则 ξ ξ′ ′′⊂  ； 
(ii) 若 01 ξ ξ ξ′′ ′< < < ， ξ ξ′ ′′⊂  。 

引理 2.18 令条件(H)成立，若 ( )0 w< <J d ，对于某些 w∈ ， ( )1 2,ξ ξ 是一个使得 ( ) ( )w ξ<J d 对于

( )1 2,ξ ξ ξ∈ 成立的最大区间。则对于 1 2ξ ξ ξ< < ， ( )wξI 的符号不会改变。 
证明 假设 ( )wξI 的符号会改变，则 ( )1 2,cξ ξ ξ∃ ∈ 使 ( ) 0

c
wξ =I 。则 ( ) ( )cw ξ≥J d 与 ( ) ( )cw ξ<J d 矛盾，

所以假设不成立。证毕。 
定义 

( ) ( )
( )

2 2 1
1

1
12

0 0

1 10 d
2 1

d d d ,

i

n m
t i x m

i
t t

w w w x w
m

w a x w x
γ

τ τ

ψ

τ τ

+

+Ω
=

+

Ω

 = + − −  +

+ ∇ +

∑∫

∫ ∫ ∫


 

则有 

(0) ( )t≥  .                                       (2.6) 

定理 2.1 [5] 令条件(H)成立， 0w ∈  ( )2
1w L∈ Ω 。若 0 β< < d ， ( )1 2,ξ ξ 是使 ( )ξ β>d 成立的最大

区间，其中 ( )1 2,ξ ξ ξ∈ 。 
(i) 问题(1.1)~(1.3)所有满足 ( )0 β= 的解都属于 ξ ， 1 2ξ ξ ξ< < ，只要 ( )0 0w >I ， 0 0w =

； 

(ii) 问题(1.1)~(1.3)所有满足 ( )0 β= 的解都属于 ξ ， 1 2ξ ξ ξ< < ，只要 ( )0 0w <I 。 
定理 2.2 由定理 2.1 假设 ( )0 β= 被 ( )0 0 β≤ ≤ 替换，则定理 2.2 中结论仍然成立。 
定理 2.3 令条件(H)成立， 0w ∈  ( )2

1w L∈ Ω ，则问题(1.1)~(1.3)所有满足 ( )0 0= 的非平凡解都属

于 { }0

c
r 0|w u h= ∈ ≥  。其中 0h 是方程 ( )1

1
2

hη = 的唯一实根， 

( )
1 1

1 11 2
1 1 1

m
mh h h

m l

κ
κε

η
+ +

− −= +
+ +
  . 

3. 次临界能级 ( )0 < d下整体解的存在性与非存在性 

本章讨论问题(1.1)~(1.3)的解在稳定集合下整体弱解存在性以及在不稳定集合有限时间内爆破，

并对定理进行证明。 
定理 3.1 [9] 令条件(H)成立， 0w ∈， ( )2

1w L∈ Ω 。若 ( )0 < d且 ( )0( 0w >I 或者 0 0w = 。则问题

(1.1)~(1.3)存在一个整体弱解 ( ) ( )0, ;w t L∞∈ ∞  ， ( ) ( )( )20, ;t Lw t L∞∈ ∞ Ω 且 ( )w t ∈， 0 t< < ∞。 
证明 令 ( ){ }j xζ 为空间中的一个基础函数系，构造问题(1.1)~(1.3)的近似解为 

( ) ( ) ( )
1

, j j
j

x t p tw x
ω

ω ω ζ
=

= ∑ , 1, 2,δ =  , 
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与基础函数系做内积且满足(1.1)式 

( ) ( ) ( )

( )( )

12

1

1

,

, ,

i

n

tt i x t t t j
i i

m
j

w w w w w a x w w x
x

w w x

γ
ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

φ ζ

ζ

−

=

−

 ∂
+ ∆ − ∆ + − ∆ + ∂ 

=

∑
           (3.1) 

( ) ( ) ( ) ( )0
1

,0 0j j
j

w x p x w x
ω

ω ω ζ
=

= → ∈∑  ,                        (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
,0 0t j j

j
w x p x w x L

ω

ω ω ζ
=

′= → ∈ Ω∑ .                      (3.3) 

将(3.1)两端同乘以 ( )jp tω′ 并对 j 求和，即可得 

( )

( )

2 2 2

1

12 1

1

1 d d d
2 d d

1 dd .
1 d

i

n

t i x
i

m
t t m

w w w w x
t t

w a x w x w
m t

ω ω ω ω

γ
ω ω ω

ψ
Ω

=

+ +

+Ω

 + ∆ + ∇ − 

+ ∇ + =
+

∑∫

∫
 

故有 

( ) ( ) 12d d
d t tt w a x w x
t

γ
ω ω ω

+

Ω
= − ∇ − ∫ , 

( ) ( )21
2 tt w wω ω ω= + J . 

由 ( )0 < d， ( )0 0w >I 或 0 0w = 可知， 0w ∈。结合(3.2) (3.3)可知， 

( ) ( ) ( ) 12

0 0
0 d d d

t t
tt w a x w x
γ

ω ω ωτ ωτ τ
+

Ω
= + ∇ +∫ ∫ ∫  , 

( ) ( )
0

lim 0 0ωω→
=  . 

对充分大的ω 有 ( )0ω < d 。则有估计 

( ) ( ) ( )21 1 ,
2 1 1

qw w w
q qω ω ω
−

≥ +
+ +J I  

结合 ( )0ω 和上式可得 

( ) ( )2 21 1 1
2 2 1 1t

qw w w
q qω ω ω
−

+ + <
+ + I d , 

由(3.2) (3.3)可知 ( ),0w xω ∈ 对充分大的ω 。由定理 2.3 可知对充分大的 ω 有 ( ),w x tω ∈ ，

0 t< < ∞。 

( )
2 21 1

2 2 1t
qw w
qω ω
−

+ <
+  d , 

由上式可得 
2 2twω < d ;                                    (3.4) 

( )2 2 1
1

q
w

qω

+
<

− d ;                                 (3.5) 
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( )2 22 2
2 21

2 1
1ix

q
w w

qω ωκ +

+
≤ ≤

−  d ;                            (3.6) 

( )2 22 2
1 11

2 1
1m

q
w w

qω ω+

+
≤ ≤

−  d ;                             (3.7) 

( )1

1

1
21 1 1

11

2 1
1

m
rm m m

mr

q
w w w

qω ω ω

+

− + +
+

+ 
= ≤  

− 
 d , 1

1mr
m
+

= ;                   (3.8) 

( ) ( )22
2 2

2

1
21 1

21

2 1
d

1i i i

rr r r
i x x xr

q
w w x w

q

κ

κ κ κ
ω ω ω κ

φ ε ε ε

+

+ +

Ω +

+ 
≤ = ≤  

− 
∫  d , 2

1r κ
κ
+

= ;           (3.9) 

由(3.4)~(3.9)可知，存在 w，以及序列{ }wω 中的一个子序列{ }wχ ，使得当 χ →∞时有 
1) w wχ → 在 ( )0, ;L∞ ∞  内弱*收敛且几乎处处在 [ )0,Q = Ω× ∞ ； 
2) w wχ → 在 ( )1mL + Ω 强收敛； 
3) 

i ix xw wχ → 在 ( )10, ;L Lκ∞ +∞ 内弱*收敛且几乎处处在 [ )0,Q = Ω× ∞ ； 
4) w wχ → 在 ( )1Lκ + Ω 强收敛； 
5) t tw wχ → 在 ( )( )20, ;L L∞ ∞ Ω 内弱*收敛； 
6) 

1 1m mw w w wχ χ

− −→ 在 ( )( )10, ; rL L∞ ∞ Ω 内弱*收敛； 
7) ( ) ( )i ii x i xw wχφ φ→ 在 ( )( )20, ; rL L∞ ∞ Ω 内弱*收敛。 
(3.1) 对 t 积分并令ω χ= →∞，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2
0 0 0

1

1

0

1
1 00

, , d , d , d

, , d

, d , , .

i

nt t t
t j j j i x j

i i

t
j j

t m
j j j

w x w w w
x

w a x w w

w w w x w

γ
τ τ

ζ ζ τ ζ τ φ ζ τ

ζ ζ τ

ζ τ ζ ζ

=

−

−

 ∂
+ ∆ − ∆ +  ∂ 

+ ∇ ∇ +

= + + ∇ ∇

∑∫ ∫ ∫

∫

∫

 

以及 ( )0w x ∈ 。下证 ( ),w x t 满足 ( ) ( )0t ≤  。对 0t∀ > ， χ →∞有 
1 1

1

1 1 1

3 1

1 d d d
1

0.

m mm

m

m m

m

w x w x w w w w x
m

w w w w

w w

χ χ χ

χ χ

χ

λ

λ

+ +

Ω Ω Ω

+ +

+

− = + −
+

≤ + −

≤ − →

∫ ∫ ∫



 

( ) ( ) ( ) 2

2
2 11 1 1

4 11

d d

0.

i i i i i i

i i

n n n r

i x i x i x x x xri i i

n

x x
i

w x w x w w w w

w w

χ χ χ κ

χ κ

ψ ψ φ λ
Ω Ω +

= = =

+
=

− ≤ + −

≤ − →

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑
 

其中 ( )1 2, 0,1λ λ ∈ ， 3 ， 4 是两个独立的常数。因此有 
1 1 1

1lim d d
m m m

mw x w x wχχ

+ + +

+Ω Ω→∞
= =∫ ∫ , 

( ) ( )
1 1

lim d d
i i

n n

i x i x
i i

w x w xχχ
ψ ψ

Ω Ω→∞ = =

=∑ ∑∫ ∫ , 

综上可知， ( ) ( )0 0χ →  ， χ →∞。代入 ( )tχ 得 
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( )

( ) ( )

12 2

1
1

1
1

1

1 1 1lim inf (0) d
2 2 1

10 d ,
1

i

i

n m
t i x m

i

n m
i x m

i

w w w x w
m

w x w
m

χ χ χχ
ψ

ψ

+

Ω +→∞ =

+

+Ω
=

 + ≤ + + + 

= + +
+

∑∫

∑∫

 


 

即 ( ) ( )0t ≤  。因此 ( ),w x t 是问题(1.1)~(1.3)的整体弱解，且有 ( )w t ∈， 0 t< < ∞。 
定理 3.2 令条件(H)成立， 0w ∈， ( )2

1w L∈ Ω ，1 mγ κ< < < ，m l< 且有 ( )0 < d， 0w ∈，则问

题(1.1)~(1.3)的解在有限时间内爆破。 
证明 令 ( )u t 是问题(1.1)~(1.3)满足 ( )0 < d， ( )0 0w <I 的解，其中  是 ( )w t 的最大存在时间。下证

< ∞ 。假设 = +∞ ，则对 0t∀ > ，定义 

( ) 2Ж t w= , ( )
11

1 11
i

nm
xm

i
t w w

κ

κ
ε

++

+ +
=

= + ∑ ,                    (3.10) 

则有 

( ) ( )2 , tЖ t w w′ = . 

( ) ( )22 2 ,t ttЖ t w w w′′ = + . 

同时有 

( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 1 2 2
1

1

1

2 2 ,

2 2 2 2 2 d

2 , 2 ( ) , .

i i

t tt

nm
t i x xm

i

t t t

Ж t w w w

w w w w w w x

w w a x w w wγ

φ+

+ Ω
=

−

′′ = +

= + − ∆ − ∇ +

+ ∆ −

∑∫                (3.11) 

由定理 2.1，条件(H)可得 w∈， ( ) 0w <I 。估计(3.11) 

( ) ( )
12 1 1

1 1 11 1
d

i i i

n nm m
i x x xm m

i i
w w w x w w w t

κ

κ
φ ε

++ +

+ +Ω +
= =

< + < + =∑ ∑∫  .                (3.12) 

空间嵌入 ( )2L Ω ，所以有
2 2

5w w≤  ， 5 为一正常数。再由 Young 不等式，可以得到 

( )( )
1

1 10 0

1 10 6 0
11

, d d
1 1

,
1 1

t t t

m
t m

a x w w w w x w x

w w

γ
γ γ γγ

γ

γ

γ
γ γ

γ
γ γ

+
− +

Ω Ω

+ +

++

 
   ≤ +    + +  

≤ +
+ +

∫ ∫
 

 
                (3.13) 

其中， 6 表示 ( )1mL + Ω 嵌入 ( )1Lγ + Ω 的一个正常数。结合(3.12) (3.13)并应用 Young 不等式得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 6 0

1 20
1

2 0 2 3 2 1
1 1

2 ,
1

t

t t

Ж t w w t
m

w wγ

γ

ϖϖ ϖ ϖ
γ

γ
γ

+

+

 ′′ ≥ − + + + − + − − + + 

− − ∇
+





 

          (3.14) 

其中，ϖ 表示一个常数，满足 

( )
( ) ( ) ( )

3 1
1

1 1 0
q

m
q q

ϖ
+

< < +
+ − − 

d
d

, 

结合(3.14)有 3ϖ > ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 6 1
3 2 0 3 2 0 2 0 0.

1 1 1
q q q

w
q q q

ϖ ϖ ϖ ϖ ϖ
+ + + 

− − > − − = − − > 
− − − 

   
d d d  (3.15) 

由(3.14) (3.15)， ( ) 0w <I 可得 

( ) ( ) ( )1 2 20
0 0 01

4 1
2 2 2

1 1t t

q
Ж t w w t w

q
γ

γ

γ
γ

+

+

+
′′ + + ∇ ≥ ≥ ≥

+ −


  
d

,            (3.16) 

其中， 6 0
01

1 1m
ϖ

γ
 
− − = + + 


 。将(3.16)积分可得 

( ) ( ) ( )2 1
010

4 1
d 0

1
t q

Ж t w w t Ж
q

γ
τ τ γ

σ τ+

+

+ ′ ′+ ∇ + ≥ +  −∫ 
d

, 

其中 0max 2 ,1
1

γ
σ

γ
 

=  
+ 


。由上式注意到 

( ) ( ) ( )12

0
d d 0

t
w a x w x t A

γ
τ τ τ

+

Ω
 ∇ + = − <  ∫ ∫   , 

( ) ( ) ( )0

4 1
0

1
q

Ж t t Ж A
q

σ
+

′ ′≥ + −
−


d

. 

对上式中 t 积分可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
0

2 1
0 0

1
q

Ж t t Ж A t Ж
q

σ
+

′≥ + − +
−


d

,                    (3.17) 

对于 t →∞， ( )Ж t 是一个二次增长函数。 
另一方面，我们对于

2w 做如下估计： 

( )
( )

222
0 0 0 0

22 2 2
0 00 0

d 2 d d d d

2 2 d d 2 2 d .

t t

t t

w x w w w x w x

w w x w t w

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

Ω Ω Ω

Ω

= + +

≤ + ≤ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
                (3.18) 

这里有 

( ) ( )
2 21 112 1 11 121 1

7 10 0 0
2 d 2 d 2 d

t t t
t w t w t t w

γ γ
γ γγ γγ γ

τ τ τ γ
τ τ τ

− −
++ ++ ++ +

+
≤ ≤∫ ∫ ∫ , 

其中， 7 表示 ( )1Lγ + Ω 嵌入 ( )2L Ω 的一个正常数。结合(3.18)有 

( )
1 212 21 1

0 72 2Ж t w t A
γ
γ γ
−

+
+ +≤ +  ,                            (3.19) 

其中，
11 2
1

γ
γ
−

+ <
+

。所以不等式(3.17)与(3.19)矛盾，解存在区间有限。 

4. 临界能级 ( )0 = d状态下整体解的存在性 

由定理 2.1 的讨论，问题(1.1)~(1.3)流之下稳定集合是不变的。下面给出在 ( )0 = d状态下解的整

体存在性。 
引理 4.1 [13] 令条件(H)成立， 0w ∈， ( ) ( )2 1

1w L Lγ +∈ Ω Ω 。若 ( ),w x t 是问题(1.1)~(1.3)的非稳态

解， 是最大存在时间。则存在一个时间 ( )c 0,t ∈ ，使得 
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( )c c 12

0 0
d d d 0

t t
w a x w x

γ
τ ττ τ

+

Ω
∇ + >∫ ∫ ∫ .                      (4.1) 

定理 4.2 令条件(H)成立， 0w ∈， ( ) ( )2 1
1w L Lγ +∈ Ω Ω 且有 ( )0 = d， 0w ∈，则问题(1.1)~(1.3)

存在整体解 

( ) ( )0, ;w t L∞∈ ∞  , ( ) ( )( ) ( )( )2 10, ; 0, ;tw t L L L Lγ∞ ∞ +∈ ∞ Ω ∞ Ω . 

证明 由定理 2.1 可知问题(1.1)~(1.3)存在局部解 

( ) ( )0, ;w t L∞∈   , ( ) ( )( ) ( )( )2 10, ; 0, ;tw t L L L Lγ∞ ∞ +∈ ∞ Ω ∞ Ω , 

其中 是最大存在时间。 
显然，若 ( ),w x t 是问题(1.1)~(1.3)的一个稳态解，则有 = +∞ 。 
若 ( ),w x t 是问题(1.1)~(1.3)的非稳态解，则由引理 4.1 可知 ( )c 0,t∃ ∈ ，使得 

( )c c 12

0 0
d d d 0

t t
w a x w x

γ
τ ττ τ

+

Ω
∇ + >∫ ∫ ∫ . 

结合 ( )0 = d有 

( ) ( ) ( )c c 12
c 0 0

d d d 0
t t

t w a x w x
γ

τ ττ τ
+

Ω
+ ∇ + = =∫ ∫ ∫  d . 

可以得到 

( )ct < d , 

由定理 2.1 可知 ( )cw t ∈ ，则有 ( )( )c 0w t >I 或者 ( )c 0w t =


。令 ( ) ( )cw t w t t= + ， 0t ≥ ，此时 ( )w t
是问题(1.1)~(1.3)的一个解。由定理 3.1 可知解 ( )w t 的最大存在时间是无穷的。由此定理得证。 

5. 结语 

变系数波动方程是波动方程的一种推广形式，通过引入变系数 ( )a x ，使得方程能够描述更广泛的物

理现象。首先，基于泛函估计方法构建了位势井框架，并得出了弱解存在性的定理。在此基础上，进一

步推导出在次临界能级下整体弱解的存在。随后，通过对解的泛函进行估计，得出在次临界能级下解的

爆破。最后，利用定理 2.1 证明了在临界能级下整体解的存在性。 
同时，本文并未涉及变系数波动方程在临界能级下解的爆破问题，也没有对超临界能级下波动方程

的整体存在性和解的爆破进行估计，这些内容需要进一步的验证和思考。本文仅研究了变系数波动方程

的两个能级，未考虑超临界能级的限制条件，未来可以在这两个能级的基础上对超临界能级进行更深入

的研究。 
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