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摘  要 

法向量作为点云不可或缺的属性之一，在诸多算法中具有重要作用，因此法向估计一直是处理点云的一

个重要任务。然而，对于尖锐特征点，其邻域是两个表面或者多个表面的交汇处，这会增加法向估计的

难度。在处理尖锐特征点时，现有的一些算法仅仅考虑了点和平面之间的距离属性，在法向估计时仍存

在一些缺陷。为了更好地改善上述问题，Wang等人通过加权平面拟合的方法，不仅考虑点和平面之间的

距离属性，而且加入了法向属性，该方法提高了法向估计的准确性。然而该方法并未考虑点和平面之间

的法向属性。因此，本文在该方法的框架之上，考虑了点和拟合平面的法向差。实验结果表明，本文算

法在法向估计的准确性上相比现有的算法有所提高。 
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Abstract 
As one of the indispensable attributes of point cloud, normal vector plays an important role in many 
algorithms, so normal estimation has always been an important task in processing point cloud. 
However, for sharp feature points, their neighborhood is the intersection of two or more surfaces, 
which increases the difficulty of normal estimation. When processing sharp feature points, some 
existing algorithms only consider the distance attribute between the point and the plane, and there 
are still some defects in normal estimation. In order to better improve the above problems, Wang 
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et al. not only consider the distance attribute between the point and the plane, but also add the nor-
mal attribute by the weighted plane fitting method, which improves the accuracy of normal estima-
tion. However, this method does not consider the normal attribute between the point and the plane. 
Therefore, this paper considers the normal difference between the point and the fitting plane on 
the framework of this method. Experimental results show that the accuracy of normal estimation of 
the proposed algorithm is improved compared with the existing algorithms. 
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1. 引言 

点云是三维空间中由大量的点组成的集合，在三维坐标系中每个点都具有多种属性，包括位置、颜

色、法向等。随着三维扫描仪的发展，使得点云成为许多实际应用的焦点。法向作为点云的一个重要属

性，是点云数据处理分析的基础，诸多点云处理算法都依赖于高质量的法向，例如点云去噪、曲面重建

等。然而，在三维空间中，受到噪声、非均匀采样、尖锐特征等因素的影响，现有的算法在进行法向估计

时仍存在一些缺陷。 
在处理具有尖锐特征的点云时，准确地进行法向估计一直是一项具有挑战性的工作。针对这一项任

务，现有的学者通过大量的实验和理论分析，总结出以下方法：基于 Voronoi/Delaunay 算法[1]-[4]、基于

法向修正的算法[5]-[11]和基于局部邻域拟合法[12]-[15]。 
基于 Voronoi/Delaunay 算法最初是由 Amenta [1]等人提出来的，该方法主要是利用三角剖分建立数

据间的拓扑关系重建法向。然而，该方法对噪声比较敏感，仅适用于无噪声点云。基于法向修正的算法

主要是一种基于平滑化的滤波方法。该方法的优点是在处理具有尖锐特征的点云时，能够得到较为理想

的结果。但是该方法对于输入的初始法向要求较高，当尖锐特征的初始法向存在严重的光滑和污染时，

该方法就无法准确恢复原始的尖锐特征，同时该方法需要使用者手动调节参数，实际中会更加困难耗时。 
基于局部邻域拟合法在处理尖锐特征点云使用得比较广泛，效果比较理想。基于局部邻域拟合法最

初由 Hoppe 等人[12]提出，该方法主要思想是利用采样点的 k-邻域计算其最小二乘意义上的局部拟合平

面，将拟合平面的法向作为点云的法向；为了进一步提高法向估计的准确度和精度，Pauly 等人[13]利用

高斯权对邻域点进行加权，对距离当前点更近的邻域点赋予较大的权值，使其在拟合平面时发挥更大的

作用；Mederos 等人[14]同样利用高斯权对邻域点进行加权，在距离权值的基础之上加入拟合残差，对与

拟合平面距离差距较近的邻域点赋予较大权值，使其在拟合平面时发挥较大的作用；Wang 等人[15]在以

前算法的基础之上，对点的法向进行加权，选择与当前点法向相差较小的邻域点赋予较大权值，选择出

与当前点属性最接近的邻域点，使在拟合平面时发挥较大作用。 

2. 算法 

2.1. 以前算法 

理想情况下，对于尖锐特征附近的点，在拟合平面时，应只选择与当前点位于同一表面的邻域点，
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与当前点位于不同表面的邻域点都应该被忽略。 
Hoppe 等人[12]最初提出基于平面拟合的方法，该方法主要是利用采样点的 k-邻域计算其最小二乘

意义上的局部拟合平面，将拟合平面的法向作为点云的法向。然而，对于尖锐特征点在拟合平面时容易

受到来自不同曲面邻域点的影响，导致估计的法向过于光滑，与真实法向偏差较大。 
Pauly 等人[13]利用高斯权重对点的距离进行加权，使得与当前点距离较近的邻域点在拟合平面时赋

予较大的权重。该方法最优化下面的目标函数为： 

( ) ( )* arg min
j

ii

j j
i i d i

p N

r pθ θ ω
∈

= ∑ , 

其中， ( )j
ir θ 表示邻域点到拟合平面的距离， dσ 表示的距离残差带宽， ( ) ( )2expj j

d i i i dp p pω σ= − − 表示

的是一高斯权函数，该函数对点的位置进行加权，即距离当前点 ip  更近的邻域点在拟合平面时会被赋予

更大的权重，距离当前点 ip 更远的邻域点在拟合平面时被赋予更小的权重，使得距离当前点更近的邻域

点在拟合平面时发挥更大的作用。然而，在靠近尖锐特征点时，该方法并不能有效地忽略来自其他平面

邻域点的影响，从而通过拟合计算的法向与真实值依然存在一定的偏差。 
Mederos 等人[14]在考虑了当前点和邻域点的距离基础之上，提出了残差权值来考虑点与拟合平面之

间的位置关系，使得与当前点具有相似属性的邻域点在拟合平面时被赋予更大的权重。该方法最小化后

的目标函数为： 

( ) ( ) ( )( )* arg min
j

ii

j j j
i i d i r i

p N

r p w rθ θ ω θ
∈

= ∑ , 

其中， ( )j
ir θ 表示邻域点到拟合平面的距离， ( ) ( )2expj j

d i i i dp p pω σ= − − 表示的是一高斯权函数，对点

的位置进行加权，即距离当前点 ip 更近的邻域点将被赋予更大的权重， ( )( ) ( )( )2expj
r i i rr rω θ σ= − 是一

Welsch 函数， dσ 和 rσ 分别表示距离带宽和拟合残差带宽。距离权值有效地定义了局部邻域，而残差权

值根据各点的拟合残差来控制各点对拟合平面的贡献。 
以上算法在进行法向估计时取得了明显的效果。然而以上的算法在处理尖锐特征点的能力有限，在

不过度惩罚邻域的情况下，并不能有效地减少来自其他曲面邻域点的影响。 
要精确拟合尖锐特征周围的局部平面，最好的策略是只选择与当前点位于同一平面的邻域点作为感

兴趣点，忽略其他平面的邻域点。Wang 等人[15]发现某一点的法向一般与位于同一表面的邻域点法向较

为接近，而在尖锐特征处与其他表面的邻域点法向有较大的差距。因此 Wang 等人[15]不仅考虑了点与点

之间的距离属性和点与平面之间的距离属性，而且考虑了点与平面之间的法向属性：在考虑了点与点之

间的距离和点与平面之间的距离基础之上，对点的法向进行加权，使得与当前点法向相似的邻域点在拟

合平面时被赋予更大的权重。该方法最小化下面的目标函数为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )*
,arg min

j
ii

j j j
i i d i r i n i j

p N

r p r
θ

θ θ ω ω θ ω
∈

= ∑ n  

其中， nσ 表示的是法向残差带宽， in 和 ,i jn 表示的是点 ip 和 j
ip 的法向， ( ) ( )2

, ,expn i j i j i nω σ= − −n n n ，

表示的是一高斯权重函数，它与点 ip 和 j
ip 的法向 in 和 ,i jn 之间的相似程度呈正相关，。该方法可以有效

地惩罚与当前点法向差距较大的邻域点，选择与当前点距离属性和法向属性最相似的邻域点，赋予其

较大的权重，使其在拟合平面时发挥出更大的作用，有效地减少了离群点在拟合平面时对法向估计的

影响。 
然而，该方法仍然存在缺陷，该方法在考虑点和平面之间的属性时，并未考虑点与平面法向之间的

关系(图 1)。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.141023


邢显哲，刘晓渝 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.141023 206 应用数学进展 
 

   
(a)                                            (b) 

   
(c)                                            (d) 

Figure 1. Weighted plane fitting of points around sharp features by combining distance, residual, normal difference, and normal 
residual 
图 1. 结合距离、残差、法向差、法向残差对尖锐特征周围点进行加权平面拟合 

2.2. 本文算法 

尖锐特征附近的点，通常与其处于同一平面的点法向较为接近，与其处于不同平面的点法向相差较大。

当然，与当前点处于同一平面的邻域点与拟合平面的法向同样较为接近，与当前点处于不同平面的邻域点

与拟合平面的法向同样相差较大。因此，以上算法在进行法向估计时仍存在一些缺陷：以上方法考虑了点

与点之间的距离属性、法向属性，以及点与点之间的法向属性，但是并未考虑到点与平面之间的法向属性

关系。为了更有效地提高法向估计的精度，本文在以上算法的基础之上，提出了拟合法向残差权值，更好

地考虑到点与拟合平面之间的关系：通过对邻域点与拟合平面之间的法向进行加权，选择出与当前点属性

(距离，法向)最接近的邻域点在拟合平面时赋予较大的权重。该方法最小化下面的目标函数为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
, ,arg min

j
ii

j j j
i i d i r i n i j n i j

p N

r p r n
θ

θ θ ω ω θ ω ϖ
∈

= ∑ n . 
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其中， ( ) ( )1

2
, ,expn i j i j nnϖ σ= − −n n ，表示的是是一高斯权重函数， ,i jn 表示的是点 j

ip 的法向，n表示的

是平面的法向，该函数与 ,i jn 和 n之间的相似程度呈正相关，
1nσ 表示的是拟合法向残差带宽。该方法综

合考虑了点与点之间的距离、法向属性，以及点与平面之间的距离法向属性，尽较大可能地选择出与当

前点属性(位置，法向)程度最接近的邻域点，赋予其较大的权值，使其在拟合平面时发挥出较大的作用。 

3. 实验 

首先在 3.1 和 3.2 节描述用于参数选择和评价指标，基于此在 3.3 和 3.4 节中展示了本文法向估计的

效果，然后与 CAD 论文的方法进行实验数据的比较，给出定性和定量的结果。在 3.5 节中对加入拟合平

面和邻域点之间的法向的有效性和准确性进行了探讨。 
为了评估算法性能，将本文的点云法向估计算法与一些具有代表性的法向估计算法进行了比较，其

中包括 PCA、RNE、CAD。其中，PCV 使用作者已经训练好的模型，该模型同时选择了 100 和 256 的邻

域尺度。根据以往实验来看，在无噪声和小噪声的模型上，CAD 算法在运算性能和计算效率上表现更优，

本文选择与 CAD 算法进行比较。 
本文测试了包含多种光滑光面和尖锐特征的合成模型，并对这些模型添加了均值为 0 的高斯噪声，

其标准差为点间平均距离的百分比，分别为 0.12%，0.6%和 1.2%。 

3.1. 参数选择 

本文主要是有四个参数，分别为： 
1) sigm_d：作为当前点和邻域点的距离参数； 
2) sigm_r：作为当前点和拟合平面的距离参数； 
3) sigm_n：作为当前点和拟合平面法向差参数； 
4) sigm_k：作为邻域点和拟合平面法向差参数。 
其中噪声的大小对于我们参数的选择有着不同的影响，对于本文，主要研究在中小噪声和无噪声情

况下提高尖锐特征处邻域点的法向估计的准确性。在实验中，当前点和邻域点的距离参数选择了和当前

点和拟合平面相同的距离参数，当前点和拟合平面的法向差参数也选择了与邻域点和拟合平面相同的法

向差参数。通过实验效果表明，法向差参数 sigm_n 和 sigm_k = 0.01 时效果最好，而距离参数 sigm_d = 
sigm_r = 0.005 时效果最好。对于邻域尺度，在实验中 k = 256，邻域点的个数选择输入 256，所有算法的

其余相关参数都采用默认值。 

3.2. 评级函数 

本文使用具有阈值的均方根误差(RMSE)对计算结果进行定量的评价，作为评价指标。 

其中， ( )21 1RMSE min ,
p p

pn Np P n Np

n n
P Nγ ∈∈ ∈

 
 =
 
 

∑ ∑ 。 

对于均方根误差 RMSE，其数值越小，反映通过该算法进行法向估计得到的法向越接近于真实法向，

通过该算法计算得到的法向越准确。 

3.3. 结果分析 

如图 2~6，实验部分列出了本文的方法、CAD 论文算法、PCA 算法、RNE 算法在不同噪声下的 RMS
数据以及本文和 CAD 论文法向差异的可视化对比。通过对比，我们可以发现，在不同噪声尺度下，在不

同模型中，本文算法的 RMS 值都是比较低的，整体来看，本文的 RMS 值依然是最低的。相比于 CAD 论
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文的算法，本文在几种模型几种噪声情况下对应的 RMS 值都更低一些；而本文算法与 CAD 算法法向差

异的可视化对比图中，也可以看出，无噪声和小噪声形况下，本文算法在尖锐特征处和平滑区域法向差

异要比 CAD 算法更小，而在大噪声情况下，本文算法在尖锐特征处和平滑区域法向差异和 CAD 近乎持

平。通过观察表格，我们发现我们论文增加的每一个步骤都是非常有必要的，在增加了拟合平面和邻域

点之间的法向差之后，可以更好地减少了空间离群值和正常离群值的影响。确切地说，在 CAD 原有的论

文架构上加入了对邻域点之间的特征要求，与原有的论文架构进行比较，对法向估计的准确度和精确度

都有了积极的影响。 
然而，通过实验数据不难发现，相比于 PCV 算法的准确性方面，本文略显不足，还有需要提高改进

的方面。 
 

 
Figure 2. RMS values of various methods under different models and different noises 
图 2. 各个方法在不同模型不同噪声下的 RMS 值 
 

 
Figure 3. Comparison of several methods under different noise conditions under the fandisk model 
图 3. Fandisk 模型下不同噪声下几种方法的对比 

 

 
Figure 4. Comparison of several methods under different noises under the bunny model 
图 4. Bunny 模型下不同噪声下几种方法的对比 
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Figure 5. Comparison of several methods under different noises under the boxuni model 
图 5. Boxuni 模型下不同噪声下几种方法的对比 

 

     
(a) 无噪声                (b) 小噪声                  (c) 大噪声 

Figure 6. Visual comparison of the normal difference between the proposed algorithm and the CAD algorithm under the bunny 
model 
图 6. Bunny 模型下本文算法与 CAD 算法法向差异的可视化对比 

4. 结语 

本文提出了一种基于权重引导的法向估计的深度学习方法。该方法通过加入了距离权重和法向权重

来约束网络的权重学习，大大提升了网络对图形的感知能力。在本文所提出的方法中，最重要的部分在

于通过加入了距离权重和法向权重，可以非常准确地体现出点云的整体特征和局部特征，其中拟合平面

和邻域点法向差权重的加入，更大大地显示出了局部特征的重要性，在对法向估计准确性方面有了显著

的提升。 
在点云的工作中，精准计算当前点的法向一直是人民关心和在意的最重要的问题之一。因此在未来

的工作中，权重引导将一直是我们研究的重点，如何可以更好地考虑点云的整体特征和局部特征，如何
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更加精准地计算点云法向，更加高效地减少法向误差将一直是我们的研究问题的重中之重。本文通过多

方面权重引导的使用，已经不难看出其对于法向估计的积极影响和积极意义，这也将为以后点云数据更

加精准的计算具有积极意义。 
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