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摘  要 

考虑血吸虫在中间宿主钉螺和终极宿主人体内的潜伏期，本文建立一类具有潜伏期时滞的血吸虫传播动

力学模型，证明模型全局正解的存在性与最终有界性，给出疾病的基本再生数，研究无病平衡点的存在

性与稳定性，讨论模型地方病平衡态的存在性与稳定性，探讨Hopf分支的存在性，以及模型关键参数对

基本再生数的影响，探究潜伏期时滞在血吸虫传播和防控中的作用和地位。 
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Abstract 
Considering the incubation period of Schistosoma in the intermediate host, the snail, and the ulti-
mate host, the human, this paper establishes a Schistosome model with multi-delays, proves the 
existence and ultimate boundedness of the global positive solutions of this model. And then, the 
basic reproduction number is given, which describes the existence and stability of the disease free 
equilibrium, the existence and stability of the endemic equilibrium. Further, the existence of the 
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Hopf bifurcation, the influence of the key parameters on the basic reproduction number and the 
role of delay in the transmission and control of this disease are discussed. 
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1. 引言 

血吸虫病是由裂体吸虫引起的慢性寄生虫病，它寄生于宿主静脉内[1]，集中分布在热带和亚热带地

区的 78 个国家或地区。依据 2022 年的数据，全球约有 2.4 亿人感染血吸虫病，同时有约 7.79 亿人面临

着感染风险[2]。感染并致病的血吸虫主要有六种，而在我国流行范围最广，危害最大的主要是曼氏血吸

虫、埃及血吸虫和日本血吸虫[3]。血吸虫病的公共卫生危害仅次于疟疾[4]。作为一种多宿主传染病，血

吸虫的生长和发育过程相对复杂：成虫在终极宿主人或其他哺乳动物体内产卵，卵移动到肛门或膀胱，

并随粪便或尿液排泄出来；在进入水中后，虫卵将在短时间内孵化并入侵中间宿主体内，逐步发育为母

胞蚴，子胞蚴，并最终演化为尾蚴。尾蚴游出螺体进入水体后，一旦被哺乳动物(包括人和哺乳动物猪，

牛等)接触，便会立即钻入其皮肤然后发育成童虫，童虫随后侵入静脉和淋巴管，最终迁移到肠系膜静脉，

在那里发育成成虫。 
在我国，日本血吸虫病是危害最为严重的寄生虫病之一，考古发现 2100 多年前就有血吸虫病的记载

[5]。新中国成立后，对血吸虫病进行了多次流行病学调查和研究，取得了重大进展，但血吸虫病在我国

部分地区仍是严重的公共卫生问题。在数学模型方面，1965 年，MacDonald [6]首次用微分方程建立了血

吸虫病传播模型，为后续的血吸虫传播动力学模型奠定了基础。Kadaleka [7]等提出了一种包含治疗和杀

螺剂处理受污染环境的人–牛血吸虫病数学模型，考虑治疗对人和牛以及杀螺剂处理受污染环境的影响，

并确定减轻疾病传播的最佳策略。Diaby [8]等建立了由 8 个微分方程组成的常微分方程模型，研究了人

类–中间宿主钉螺–常见哺乳动物宿主–一个竞争钉螺物种的血吸虫病感染模型的全局稳定性。杨[9]等
建立单终宿主血吸虫病动力学模型，建立确定性微分方程模型并确定它的基本再生数和不变区域，并通

过模型的稳定性分析判断疾病的存在情况。 
众所周知，几乎所有传染病都有潜伏期，即病原体侵入宿主到其出现临床症状或可以感染其他宿主

的这段时期，血吸虫病也不例外。特别是急性血吸虫病潜伏期长短不一，短者 11 天，长者 87 天，一般

为 40 天左右[10]。Ding [11]等考虑潜伏期时滞提出了一个六阶的血吸虫传播动力学模型，重点介绍了毛

蚴和尾蚴的时滞参数引起的影响，总结了一些有效的血吸虫病防控策略。Zhang [12]等研究了具有季节性

的血吸虫病传播动力学的时滞微分方程模型，根据基本再生数建立其全局动态的阈值型结果，并选择参

数来预测中国湖北省的血吸虫病流行情况。Ding [13]等建立了一个包含 5 个时滞的 6 维动态血吸虫病模

型，研究了时滞对血吸虫病传播动力学的影响，考虑高维时滞微分方程的复杂性，证明了在不同固有时

滞情况下地方病平衡点的局部非对称稳定性。而冯[14]基于一类血吸虫病传播模型运用频域上的分支理

论研究其 Hopf 分支动态，严格证明了 Hopf 分支的存在性。 
考虑到病原体潜伏期的普遍存在性和宿主的多样性对传染病的防控和传播过程有着极其重要的影

响，本文旨在构建一类具有多时滞的血吸虫传播模型，证明模型的合理性，计算基本再生数 0 ，并分析
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无病平衡点及地方病平衡点的存在性和稳定性，进一步研究时滞参数在不同情况下的地方病平衡点稳定

的充分条件。 

2. 模型建立 

基于血吸虫在钉螺与人群之间的传播规律，提出如下具有多潜伏期时滞的血吸虫模型 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

2

d
,

d 1

d
,

d 1

d
,

d
d

,
d 1

d
,

d 1

d
e .

d
s s

h ch h
h h h h h

h ch h
h h h h

h h h m

s ms s
s s s

s ms s
s s

s s s c

S t S t C t
S t I t

t C t

I t S t C t
I t I t

t C t

M t
I t M t

t
S t S t M t

S t
t M t

I t S t M t
I t

t M t

C t
I t C t

t
µ τ

β
µ γ

κ

β
γ µ

κ

α τ µ

β
µ

κ

β
µ

κ

α τ µ−


= Λ − − + +


 = − −

+

 = − −

 = Λ − − +



= − +

 = − −


                      (1) 

其中 ( )hS t ， ( )hI t 表示 t 刻易感人群和感染人群的数量，则总人数为 ( ) ( ) ( )h h hN t S t I t= + ， ( )sS t 和 ( )sI t
分别表示 t 时刻易感钉螺，染病钉螺的数量，则钉螺的总数为 ( ) ( ) ( )s s sN t S t I t= + ， ( )M t 和 ( )C t 分别表

示 t 时刻毛蚴和尾蚴的数量，这里 e s sµ τ− 表示毛蚴的存活率。其他参数的具体含义见表 1。 
 
Table 1. Meanings of parameters in model (1) 
表 1. 模型(1)参数的含义表 

参数 含义 参数 含义 

hΛ  人的补充率 sΛ  钉螺的补充率 

hµ  人的自然死亡率 sµ  钉螺的自然死亡率 

hγ  感染人群的康复率 msβ  毛蚴到易感钉螺的传播率 

hτ  尾蚴在人体内的潜体期 chβ  尾蚴到易感人群的传播率 

sτ  毛蚴在钉螺体内的潜伏期 hα  染病者产生毛蚴的速率 

1 2,κ κ  饱和系数 sα  染病钉螺产生尾蚴的速率 

 
基于模型(1)的生物学背景，其初始条件满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }0 , , 0 , , 0 , 0 0,  0, max , . h h s s h sS I S I M Cθ θ τ θ τ τ τ≥ − ≤ ≤ =  

由泛函微分方程基本理论[15]可知，模型(1)满足初值条件的解是全局存在且非负的。进一步，由模型

(1)可知 ( ) ( )d dh h h hN t t N tµΛ= − ， ( ) ( )d ds s h sN t t N tµΛ= − ，则， 

( ) ( )lim , lim .h s
h st t

h s

N t N t
µ µ→∞ →∞

Λ Λ
= =  
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从而 ( ){ }, , , , , : , , , , , 0, ,h h s s h h s s h h h h s Ss SS I M S I C S I M S I C S I S Iµ µΩ = ≥ + ≤ Λ + ≤ Λ 是模型(1)的最大正向

不变集。由动力系统的极限理论，模型(1)的动力学行为等价于 
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3. 平衡点的存在性与无病平衡点的稳定性 

显然，模型(2)始终存在一个无病平衡点 ( )0 0,0,0,0= 。定义模型的基本再生数为  

( )0 2
e .

s s
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如果模型(2)存在地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,h sI M I C= ，则有 
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关于模型(2)平衡点的存在性，下面结论成立。 
定理 1 当 0 1< 时，模型(2)仅有无病平衡点 0 ；而当 0 1> 时，除 0 外，模型(2)还存在唯一的地方

病平衡点 ( )* * * * *, , ,h sI M I C= 。 
模型(2)在任意平衡点 � ( ), , ,h sI M I C= �� � � 处的特征方程为 
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定理 2 当 0 1< 时，模型(2)的无病平衡点 0 是局部渐近稳定的，而当 0 1> 时， 0 是不稳定的。 
证 由(3)可知模型(2)在 0 处的特征方程为 

( )( )( )( ) ( ) ( )
0e 0.h s

h h m s c s h h m c
λ τ τλ γ µ λ µ λ µ λ µ µ γ µ µ µ − ++ + + + + − + =             (4) 

显然，当 0 1> 时，方程(4)至少存在一个正根，则 0 是不稳定的。 
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下证 0 1< 时， 0 是稳定的。若 0h sτ τ= = ，则(4)退化为 
4 3 2

1 2 3 4 0.a a a aλ λ λ λ+ + + + =                                (5) 

其中， 1 h h m s ca µ γ µ µ µ= + + + + ， ( )( ) ( )2 h h m s c m s c s ca µ γ µ µ µ µ µ µ µ µ= + + + + + + ， 

( ) ( ) ( )3 h h m s c s c h h ma µ γ µ µ µ µ µ µ γ µ= + + + + + ， ( ) ( )4 01h h m s ca µ γ µ µ µ= + − 。显然当 0 1< 时， 

( )0, 1,2,3,4ia i> = 。进一步， 
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根据 Hurwitz 准则，特征方程(5)的所有根都具有负实部。即当 0shτ τ= = 时，无病平衡点 0 是局部渐

近稳定的。 
接下来讨论 0, 0h sτ τ> > 时 0 的稳定性。记 h sτ τ τ= + ，则方程(5)化简为 

( )( )( )( ) ( ) 0e 0.h h m s c s h h m c
λτλ γ µ λ µ λ µ λ µ µ γ µ µ µ −+ + + + + − + =                 (6) 

由上述证明可知，当 0τ = 时，方程(6)所有的根均在复平面的左半平面，且注意到 0λ = 不是方程的

根，由方程根关于参数的连续依赖性可知，方程(6)若存在正实部的根，则其一定存在纯虚根。设

( )0iλ ω ω= > 是特征方程(6)的根，将其代入特征方程并分离实虚部，平方之后再相加得 
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注意到 
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因此，当 0 1< 时方程(7)没有正根，即，方程(6)没有纯虚根。因此，当 0 1< ， 0τ > ，模型(2)的无

病平衡点 是局部渐近稳定的。证毕。 
定理 3 如果 0 1< ，则模型(2)的无病平衡点 0 是全局渐近稳定的。 
证 构造 Lyapunov 泛函如下 
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并沿着模型(2)的解求导可得 
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因此，当 0 1< 时， ( )d d 0V t t ≤ ，当且仅当 ( ) 0sI t ≡ 时等号成立。容易验证，单点集{ }0 是模型(2)
在 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, , , : d d 0h sI t M t I t C t V t t∈Ω = 中的最大不变集。由 LaSalle 不变集原理可得{ }0 在Ω中

是全局渐近稳定的。证毕。 

4. 地方病平衡点的稳定性与 Hopf 分支 

模型(2)在地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,h sI M I C= 处的特征方程为 
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( ) ( ) ( )
4 e ,h s s s

h h m c s h sA a d bc λτ λτ µ τµ γ µ µ µ α α − − −= + + + −  

* *
* *

* * * *
1 1 2 2

, , , .
1 1 1 1

h s
ch h ms s

h sch ms

I I
C Ma b c d
C C M M

β β
µ µβ β

κ κ κ κ

   
− −   

   = = = =
+ + + +

Λ Λ

 

直接计算可得， ( )0 1, 2,3iA i> = 且 

( )( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 3

0.
h h h h m s c m s c

m m s c s c s c s c

A A A a a d d

d d d d

µ γ µ γ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

− = + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + >
 

定义 ( )( )* *
1 2: 1 1F C Mκ κ= + + ，下面分四种情形讨论模型(2)的地方病平衡点 * 的稳定性和 Hopf 分支

的存在性。 
情况 1 0h sτ τ= =  
定理 4 当 01 F< < 时，模型(2)的地方病平衡点 * 是局部渐近稳定的。 
证 当 0h sτ τ= = 时，特征方程(8)具有以下形式 

4 3 2
1 2 3 4 0A A A bλ λ λ λ+ + + + = ,                           (9) 
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其中， 

( ) ( ) ( )

( )
( )

0
4

* *
2

* *
2

1

.

m c s h h m c h h m c s

ch ms h s ms h s h s h s m h h h

h s ms h h s m h h

b d a d
F

I I

F I I

µ µ µ µ γ µ µ µ γ µ µ µ

β β α α β α µ µ µ κ α

µ µ β α µ µ κ α

Λ

 = + − + + + + 
 

 + + +
 + +

Λ



Λ





 

当 01 F< < 时， 4 0b > ，且 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( ) ( )( )
( )

2 2
1 2 3 3 1 4

3

2

2

2

2 2

h h m m s c s c

h h m s c m s m c s c

h h m h h s c s c m s c

h h m s c

h h m s c c s h h m

s c s

A A A A A b

a d d

a d d d

a a d d d

a d

a d d a

d d

µ γ µ µ µ µ µ µ

µ γ µ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ γ µ µ γ µ µ µ µ µ µ µ

µ γ µ µ µ

µ γ µ µ µ µ µ µ γ µ

µ µ µ

− −

= + + + + + + +

 + + + + + + + + + 
 + + + + + + + + + + + + 

+ + + + + +

 × + + + + + + + + + 

+ + +( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

23

33

2 .

c h h m m h h s

m c s c h h s h h s c s c

h h m s c h s

a a d

d a d a d d

a d a a bc

µ µ γ µ µ µ γ µ

µ µ µ µ µ γ µ µ γ µ µ µ µ

µ γ µ µ µ

+ + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + +

 

根据 Hurwitz 准则，则特征方程的所有根都具有负实部，故 * 是局部渐近稳定的。证毕。 
情况 2 0, 0s hτ τ= >  
定理 5 若 2 2

4 5 0c c− > ，且 01 F< < ，则存在 0hτ 使得当 [ )00,h hτ τ∈ 时，模型(2)的地方病平衡点 * 是

局部渐近稳定的。此外，当 0h hτ τ= ，模型(2)将经历一个 Hopf 分支，其中 

( )1
0 0 1 2 0arccos 2 ,h h hL L kτ ω ω−= + π  

0hω 是方程(12)的正根， 1L 和 2L 由(13)给出。 
证 当 0, 0s hτ τ= > 时，特征方程(8)具有以下形式 

4 3 2
1 2 3 4 5e 0hA A A c c λτλ λ λ λ −+ + + + − = ,                         (10) 

其中 ( ) ( )4 h h m c sc a dµ γ µ µ µ= + + + ， 5 h sc bcα α= 。设 ( )0h hiλ ω ω= > 为方程(10)的根，代入(10)式并分离实

虚部得 
4 2 3

2 4 5 1 3 5 cos , sin .h h h h h h h hA c c A A cω ω ω τ ω ω ω τ− + = − + = −                   (11) 

将(11)平方并相加得 8 6 4 2
1 2 3 4 0h h h hT T T Tω ω ω ω+ + + =+ ，其中 ( )1,2,3,4iT i = 由下式给出 

( ) ( )2 22 2 2
1 1 22 ,h h m s cT A A a dµ γ µ µ µ= − = + + + + + +  2 2

4 4 5 ,T c c= −  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2
2 3 2 42 ,h h m s c s c h hT A A c a d d aµ γ µ µ µ µ µ µ γ   = − = + + + + + + + +     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
3 2 4 1 3

2 2 2 2

2 2

4 .h h s c h h m h h m s c

T A c A A

a d a a dµ γ µ µ µ γ µ µ γ µ µ µ

= + −

= + + + + + + + + + + + +
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令则上式可转化为以下形式 2
h xω =  

( ) 4 3 2
1 2 3 4: 0h x x T x T x T x T= + + + + = .                         (12) 

直接计算得 ( ) 3 2
1 2 3d d 4 3 2h x x x T x T x T x= + + + 显然如果 2 2

4 4 5 0T c c= − < ，则方程(12)至少有一正根，用

0hω 表示。此时，特征方程(10)有一对纯虚根 0hiω± 。将其带入方程(11)可得 
( )1

0 1 2 0arccos 2hk h hL L kτ ω ω−= + π ，其中 
4 2 2

1 2 4 2 5, .h hL A c L cω ω= − + =                                (13) 

取 { }0 minh hkτ τ= ，则当 2 2
4 5 0c c− > 且 [ )00,h hτ τ∈ 时，此时特征方程(10)所有根具有负实部，所以模型

(2)的地方病平衡点 * 是局部渐近稳定的。 
接下来，验证横截条件 ( )( ){ }

0
Sign d d 0

h h
h hRe

τ τ
λ τ τ

=
> 成立，对特征方程(10)关于 hτ 求导可得 

( )
( )

1 3 2
1 2 3

4 3 2
1 2 3 4

d 4 3 2 .
d

h h

h

c c c
c c c c

λ τ λ λ λ τ
τ λλ λ λ λ λ

−
  + + +  = − − 

+ + + +  
 

根据(10)和(11)，我们可以得到 

( )( )( )

( )

( ) ( )
( )

3 2
1 2 3

4 3 2
1 2 3 4

6 4 2
1 2 3

2 24 2 3
2 4 3 1

6 4 2
1 2 3

d
Sign

d

4 3 2Sign

4 3 2Sign

Sign 4 3 2 0.

h

h

h

h
i

i

h h h

h h h h

h h h

Re

A A ARe
A A A c

T T T

A c A A

T T T

λ ω

λ ω

λ τ

τ

λ λ λ
λ λ λ λ λ

ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

=

=

  
 
  

  + + +  = −  
+ + + +    

 + + + =  
− + + −  

= + + + >

 

即当 0h hτ τ= 时， ( )( ){ }
0

Sign d d 0
h h

h hRe
τ τ

λ τ τ
=

> ，模型(2)会产生 Hopf 分支。证毕。 

情况 3 0, 0s hτ τ> =  
当 0, 0s hτ τ> = 时，特征方程(8)为 

( ) ( ), , e 0,s
s sP Q λτλ τ λ τ −+ =                                (14) 

其中， ( ) 4 3 2
1 2 3 4, sP d d d dλ τ λ λ λ λ= + + + + ， ( ) 5, e s

sQ d τλ τ −= − ，且 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 0 0

2 0 0 0 0

3 0 0 0

4 0 0 5 0 0

,

    

,

,

, e ,s s

h h m s c

h h m s c m s c c s

h h m c m c s m c s

h h m c s h s

d a d
d a d d d

d a d d

d a d d b c µ τ

µ γ µ µ µ

µ γ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ γ µ µ µ µ µ µ µ µ

µ γ µ µ µ α α −

+ + + + + +

+ + + + + + + + + +

 + + + + + + + 
= + + +

=

=

=

=
 

* *
* *

0 0 0 0* * * *
1 1 2 2

, , , .
1 1 1 1

h s
ch h ms s

h sch ms

I I
C Ma b c d
C C M M

β β
µ µβ β

κ κ κ κ

   Λ Λ
− −   

   = = = =
+ + + +
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下面，讨论方程(14)的纯虚根 ( )0s siλ ω ω= > 的存在性。容易验证以下条件成立： 
(i) ( ) ( )0, 0, 0s sP Qτ τ+ ≠ ； 
(ii) ( ) ( ), , 0s s s sP i Q iω τ ω τ+ ≠ ； 

(iii) 
( )
( )

,
limsup : , 0 1

,
s

s

Q
Re

P
λ τ

λ λ
λ τ

  →∞ ≥ < 
  

； 

(iv) ( ) ( ) ( )2 2
, , ,s s s s s sF P i Q iω τ ω τ ω τ= − 有有限个根； 

(v) ( ), 0sF ω τ = 的 ( )sω τ 在 sτ 存在的情况下是连续且可微的。 
为了方便我们引入如下记号 

( )} ( )}{{ ( )} ( ){ }{, , , , , , , .R s I s R s I sP Re P P Im P Q Re Q Q Im Qλ τ λ τ λ τ λ τ= = = =  

因此， ( ), R IP P iPλ τ = + ， ( ), s R IQ Q iQλ τ = + 。从而(14)可重写为如下形式 

( ) ( ) ( )( ( )), , , , e 0.s
R s I s R s I sP iP Q iQ λτλ τ λ τ λ τ λ τ −+ + + =                   (15) 

设 ( )0s siλ ω ω= > 是(14)的根，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, sin , cos , ,
, sin , cos , .

I s s s s R s s s s R s s

R s s s s I s s s s I s s

Q i Q i P i
Q i Q i P i

ω τ ω τ ω τ ω τ ω τ
ω τ ω τ ω τ ω τ ω τ

 + = −
− + = −

               (16) 

由(14)可得 

( ) ( )2 2sin , cos .R I I R R R I I
s s s s

P Q P Q P Q P Q
Q Q

ω τ ω τ− + +
= =                   (17) 

由(ii)可知，
2 0Q ≠ ，因此(17)式是有意义的。 

另一方面由于 siω 是(14)的根，则有 ( ) ( )2 2
, ,s s s sP i Q iω τ ω τ= 。即 ( )s sω τ 是函数 

( ) ( ) ( )2 2
, , ,s s s s s sF P i Q iω τ ω τ ω τ= −                           (18) 

的一个正的零点。将(17)两端平方并相加得 

( ) ( ) ( )8 2 6 2 4 2 2 2 2
1 2 2 4 1 3 3 2 4 4 52 2 2 2 0s s s sd d d d d d d d d d dω ω ω ω+ − + − + − + − =+ .          (19) 

显然，当 2 2
4 5 0d d− > 时，(19)无正根，故对任意的 0sτ ≥ ，地方病平衡点是局部渐近稳定的；当 

2 2
4 5 0d d− < (19)至少存在一个正根。定义集合 ( ) }{ | 0, , 0s s s sFτ τ ω τ= ≥ = 有正解 ，则对 sτ ∈ ≠ ∅ ，将 

( )s sω τ 代入(18)，并对 sτ 求导可得 

( ) ( ), , 0,
s ss s s s s sF Fω τω τ ω ω τ τ′ ′ ′+ = ∈ ，                         (20) 

其中， 

( ) ( )
( ) ( )

2 ,

2
s s s s s

s

R R I I R R I I

R R I I R R I I

F P P R P Q Q Q Q

F P P P P Q Q Q Q

ω ω ω ω ω

τ τ τ τ τ

 ′ ′ ′ ′= + − + 
′ ′ ′ ′ ′ = + − + 

 

设 ( ) [ ]0,2sθ τ ∈ π 是方程(17)的解，则有 
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( ) ( )2 2sin , cosR I I R R R I I
s s

P Q P Q P Q P Q
Q Q

θ τ θ τ− + +
= = .                    (21) 

显然，对任意 sτ ∈ ，方程(21)解 ( )sθ τ 与(17)的解 ( )s s sω τ τ 之间满足关系 

( ) ( ) 2 , 0,1,2,s s s n nω τ τ θ τ= + π = � . 

于是可以定义函数 nτ 如下 

( )
( )

2
: , , 0,1, 2,s

n s
s s

n
n

θ τ
τ τ

ω τ
+ π

= ∈ = � , 

其中 ( )s sω τ 是(18)的正零点。进一步，定义函数 ( ) ( ) , ,n s s h s sS nτ τ τ τ τ= − ∈ ∈� 。由文献[16]可知， ( )n sS τ
在 上连续可微。由 ( )n sS τ 的定义可知， ( ), 0s sF ω τ = 有正根的充分必要条件是 ( ) 0,n s sS τ τ= ∈ 。 

接下来检验横截性条件，运用文献[16]的方法可以得到 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }
*

* * *d
: Sign Sign Sign .

d s

s s

s
s s n s

s

Re
F Sω

τ τ

λ τ
δ τ τ τ

τ
=

   ′ ′= = 
  

 

由(20)可知， ( ){ }* 0Sign
s sFω τ′ > 。进一步，如果 ( )* 0sδ τ > ，则横截性条件成立。综合上述分析，我们

有如下定理。 
定理 6 如果 0 1> 且 2 2

4 5 0d d− > ，则对任意的 0sτ ≥ ，模型(2)的地方病平衡点 * 是局部渐近稳定的；

如果 2 2
4 5 0d d− < ， ( )* 0sδ τ > 且 01 F< < ，则存在 0 0sτ > ，使得当 )0

0,s sτ τ∈  时， * 是局部渐近稳定的，

当 0s sτ τ= 时模型(2)将经历一个 Hopf 分支。 
情况 4 [ )00, , 0s s hτ τ τ∈ > 。 
当 [ )00, 0,h s sτ τ τ> ∈ 时，选取 hτ 作为分支参数。设 ( )0hs hsiλ ω ω= > 是特征方程的根，代入特征方程(8)

并分离实虚部得 

4 2 3
2 4 5 6 1 3 5 6cos sin , sin cos .hs hs hs h hs h hs hs hs h hs hA e e e A A e eω ω ω τ ω τ ω ω ω τ ω τ− + = − − = +          (22) 

其中， 

( ) ( ) ( )4 5 6, e cos , e sin .s s s s
h h m c s h s hs s h s hs se a d e bc e bcµ τ µ τµ γ µ µ µ α α ω τ α α ω τ− −= + + + = =  

将(22)式平方并相加得 

8 6 4 2
1 2 3 4 0.hs hs hs hsP P P Pω ω ω ω+ + + + =                              (23) 

令 2
hsω χ= ，则(23)式可转化为以下形式 ( ) 4 3 2

1 2 3 4 0H P P P Pχ χ χ χ χ= + + + + = 。 
其中 2

1 1 22P A A= − ， 2
2 2 4 1 32 2P A e A A= + − ， 2

3 3 2 42P A A e= − ， 2 2 2
4 4 5 6P e e e= − − 。显然 0, 1,2,3iP i> = 。容易计

算 ( ) 3 2
1 2 3d d : 4 3 2 0H P P Pχ χ χ χ χ= + + + > 。 

若 2 2 2
4 4 5 6 0P e e e= − − < ，则方程(23)至少存在一个正根 0ω ，代入方程(22)可得 

( )1
0 1 2 0arccos 2h Q Q kτ ω ω−= + π ，取 { } ( )1

0 h 0 1 2min arccos Q Qτ τ ω−= = ，其中 

( ) ( )4 2 2 3 2 2
1 0 2 0 4 5 6 1 0 3 0 2 5 6, .Q A e e e A A Q e eω ω ω ω= − + + − = +                  (24) 
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下面验证横截条件 ( )( )( ){ }
0

Sign d d 0
h

h hRe
τ τ

λ τ τ
=

> 。对特征方程关于 hτ 求导可得 

( )
( )

1 3 2
1 2 3

4 3 2
1 2 3 4

d 4 3 2 .
d

h h

h

A A A
A A A e

λ τ λ λ λ τ
τ λλ λ λ λ λ

−
  + + +  = − − 

+ + + +  
 

再根据方程(22)可得 

( )( )( )
( )

( ) ( )
( )

0 0

3 2
1 2 3

4 3 2
1 2 3 4

6 4 2
0 1 0 2 0 3

2 24 2 3
0 2 0 4 3 0 1 0

6 4 2
0 1 0 2 0 3

d 4 3 2Sign Sign

4 3 2Sign

Sign 4 3 2 0.

h

h
i i

Re A A ARe
d A A A e

P P P

A e A A

P P P

λ ω λ ω

λ τ λ λ λ
τ λ λ λ λ λ

ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

= =

    + + +    = −    
+ + + +        

 + + + =  
− + + −  

= + + + >

 

即，当 0hτ τ= 时，横截条件满足，模型(2)会产生 Hopf 分支。 
综合上述分析，有如下结论。 
定理 7 若 2 2 2

4 5 6 0e e e− − < 且 01 F< < ， [ )00,s sτ τ∈ ，则存在 0τ 使得当 [ )00,hτ τ∈ 时，模型(2)的地方病

平衡点 * 是局部渐近稳定的；当 0hτ τ> 时，地方病平衡点 * 是不稳定的。此外，当 0hτ τ= 时，模型(2)将
经历一个 Hopf 分支，其中 0ω 是方程(23)的正根， ( )1

0 1 2 0arccos 2h Q Q kτ ω ω−= + π 。 

5. Hopf 分支方向及周期解的稳定性 

本节将讨论在临界值 0h hτ τ= ， 0sτ = 处产生的 Hopf 分支的方向及周期解的稳定性。令 0 ,h hτ ν τ= +

作代换 ( ) ( ) *
1 h h hx t I t Iτ= − ， ( ) ( ) *

2 hx t M t Mτ= − ， ( ) ( ) *
3 s h sx t I t Iτ= − ， ( ) ( ) *

4 hx t C t Cτ= − ，则模型(2)可以

写成如下形式 

( ) ( )d
, ,

d t t
x t

L x f x
t ν ν= +                               (25) 

其中 ( ) ( ) ( )( ) 4
1 4, ,x t x t x t += ∈� � ， 4:Lν →� � ， 4:f × →� � � ， [ ]( )41,0 , += −� � � 表示连续 Banach 空间。

对于 ( ) [ ]( )4
1 2 3 4, , , 1,0 ,φ φ φ φ φ += ∈ −� � 则有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0

0 1

0 1 ,

s
h

h

h

L A B C

A B C

ν
τφ τ ν φ φ φ
τ

τ ν φ φ

  
= + + − + −  

   
= + + + −  

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

h h

s h

s

c s

a b

A B C
c d

µ γ
µ α

µ
µ α

− − −     
     −     = = =
     − −
     

−     

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 4 2 4

0 2
3 2 3 4 2

0 0 0
0

, ,
0 0 0

0

h

p p

f
p p

φ φ φ

ν φ ν τ
φ φ φ

 +
 
 = +  +
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( )

( )

( )( ) ( )

( )

( )( )

1 2

1 2 3 42 2
1 21 2

, , , .
1 11 1

h s
ch h ms s

h sch ms

I t I t
p p p p

C t M tC t M t

κ β κ β
µ µβ β

κ κκ κ

   Λ Λ
− −   

   = − = − = − = −
+ ++ +

 

由 Riesz 表示引理可知，存在一个 4 4× 的有界变差矩阵函数 ( ),η θ ν ， [ ]1,0θ ∈ − ，使得对于φ ∈�有 

( ) ( ) ( )0

1
d ,Lν φ η θ ν φ θ

−
= ∫ 。实际上，可以令 

( )

( )( )

( )( )

( )

0

0
0

0
0

, 0,

, ,0 ,
,

, 1, ,

0,                              1.

h

s
h

h

s
h

h

A B C

B C

C

τ ν θ

ττ ν θ
τ

η θ ν
ττ ν θ
τ

θ

 + + + =


  + + ∈ −   = 
  + ∈ − − 
 

 = −

 

对于φ ∈�，定义 

( ) ( )
( ) [ )

( ) ( )
( ) ( ) [ )

( )0

1

d
, 1,0 , 0, 1,0 ,d

, , 0.
d , , 0,

f
t

φ θ
θ θθν φ θ ν φ θ

ν φ θ
η ν φ θ θ

−


∈ −  ∈ − = =  = =∫

   

则(25)可以转化为 ( ) ( ) ( )d d t tx t t x xν ν= +  ，其中 ( ) [ ], 1,0tx x t θ θ= + ∈ − 。 
对于任意 [ ]( )41,0 ,φ ∈ −� � 和 [ ] ( )( )*41,0 ,ϕ∈ −� � ，算子 ( )0 的伴随算子 * 为 

( )
( ) ( ]

( ) ( )

*

0 T
1

d
, 0,1 ,

d

d , , 0.

s
s

ss
s s s

ν

ϕ

ϕ
η ν ϕ

−


− ∈

= 
 =∫

  

定义一个双线性内积 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 0
, 0 0 d ds

θ

ξ
ϕ φ θ ϕ φ ϕ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫ ，其中 ( ) ( ),0η θ η θ= ，由

于 20 20iω τ± 是 ( )0 的特征值，因此，也是 * 的特征值。 

接下来计算 ( )0 关于特征值 0 0h hiω τ 的特征向量以及 * 关于特征值 0 0h hiω τ− 的特征向量。设 ( )0 关

于特征值 0 0h hiω τ 的特征向量为 ( ) ( ) 0 0T
1 2 31, , , e h hiq q q q ω τ θθ = ， * 关于特征值 0 0h hiω τ− 的特征向量为 

( ) ( ) 0 0
T* * * *

1 2 31, , , e h hi sq s D q q q ω τ= ，通过计算可得 

0

0

23 1 0 1121
1 2 3

0 22 0 33 14

* * * *0 11 0 22 41
1 2 1 3

23 0 4412

e , , ,

, , .
e

h

h

h

h h

h h

h

a q i abq q q
i a i a a

i a i a aq q q q
a i ab

λτ

λτ

ω
ω ω
ω ω

ω

−

−

−
= = =

− −

− − − −
= = =

− −

 

由 ( ) ( )( )* , 1q s q θ = 可得 ( ) 0 01 * * * * *
1 1 2 2 3 3 3 2 43 1 21 01 e h hi

s hD q q q q q q q q b q c ω ττ τ −− = + + + + + 。 
运用 Hassard 等人[17]给出的算法，计算得到如下用于确定 Hopf 分支方向和周期解稳定性的一系列

系数 
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{ }
( ) ( ){ }

{ }
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( )( )

2 * 2
20 0 1 3 2 3 2 3 1 2 4 1
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1 4 4 4
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h

h
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g D p q p q q p q q p q

g D P q q P q q q p q q q q p q q

g D p q p q q p q q p q
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q p W q q W p

τ

τ

τ
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 = + + + 

= + + + + +  

 = + + + 

 = + + +

+




+



+



( ) ( )( ) }2 2
4 1 20 1 112 4 .q W q W 

 +

 

其中 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0220 02
20 1

0 0 0 0

0 e 0 e e ,
3

h h h h h hi i i

h h h h

ig igW q q Eω τ θ ω τ θ ω τ θθ
ω τ ω τ

−= + +  

( ) ( ) ( )0 0 0 00211
11 2

0 0 0 0

0 e 0 e .h h h hi i

h h h h

igigW q q Eω τ θ ω τ θθ
ω τ ω τ

−= − + +  

这里， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 3 4 2 1 2 3 4, , , , , , ,E E E E E E E E E E= = 是常向量，并由下式给出。 

0 0

0 0

1 2
0 11 1 3 2 3
2

21 0 22
1 2

0 33 3 1 2 4 1
2
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2 0 0 0
e 2 0 0 02 ,
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−

−

−
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( )
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1
11 1 3 3 2 3 3

21 22
2

33 3 1 2 1 2 4 1 1
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2 ,
0 0 0 2
0 0 0

a p q q p q q
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E
a p q q q q p q q
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于是可以得出下列值 

( )
2

2 02 21
1 11 20 11

0 0

0 2 ,
2 3 2h h

g giC g g g
τ ω

 
 = − − +
 
 

( )( )
( )( )
1

2
0

0
,

h

Re C
Re

µ
λ τ

= −
′

 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 0
2 1 2

0 0

0
2 0 , h

h h

Im C Im
Re C T

µ λ τ
β

ω τ

′+
= = −  

综合上述讨论，关于周期结的稳定性和周期有如下结论。 
定理 8 如果 ( )2 0 0µ > < ，则 Hopf 分支为超临界(亚临界)。进一步，如果 ( )2 0 0β < > 时，周期解是稳

定(不稳定)的，且当 ( )2 0 0T > < 时，周期解的周期增大(减小)。 

6. 数值模拟 

本节，我们通过数值模拟来解释主要的理论结果，讨论潜伏期时滞对血吸虫病传播的影响。为此，

固定参数 15000000hN = ， 0.2mµ = ， 450000sN = ， 0.3sµ = ， 0.1cµ = ， 0.00038hµ = ， 2000sΛ = ， 
8000hΛ = 。 
首先，选取， 74.0121 10chβ −= × ， 65.07132 10msβ −= × ， 0.95hγ = ， 0.5hα = ， 0.5sα = ， 1 0.01κ = ， 

2 0.01κ = ， 1hτ = ， 10sτ = 。直接计算可得 0 0.6233 1= < 。根据定理 3 知无病平衡点是全局渐近稳定的，

如图 1 所示。这意味着从不同初始值出发的解轨线最终趋于零。即无论疾病爆发的初始状态如何，疾病

最终都会灭绝。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.141028


李佩霜 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.141028 276 应用数学进展 
 

 
Figure 1. Global stability of the disease-free equilibrium point 0  of model (2), when 0 0.6233=  
图 1. 模型(2)无病平衡点 0 的全局稳定性，此时 0 0.6233=  

 
其次，选取 79.0347 10chβ −= × ， 67.0253 10msβ −= × ， 1 0.0001κ = ， 2 0.005κ = ， 0.1hα = ， 0.1sα = ，

0.5hγ = ， 0h sτ τ= = 。容易计算出 0 4.3963 1= > 。从图 2 可以看出，从不同感染水平出发的解，感染人

数 hI ，毛蚴 ( )M t 和尾蚴 ( )C t 的数量都会趋于一个稳定的正平衡点，这与定理 4 所得的理论结果一致。 
 

   

   

Figure 2. Stability of endemic equilibrium point *  of model (2), when 0 4.3963=  

图 2. 模型(2)地方病平衡点 * 的稳定性，此时 0 4.3963=  
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进一步，为讨论时滞对血吸虫病传播的影响，选取参数如下 79.6 10chβ −= × ， 63.5 10msβ −= × ， 0.95hγ = ，

0.5hα = ， 0.5sα = ， 1 0.01κ = ， 2 0.01κ = ， 10sτ = ， ( )0,40hτ ∈ 。如图 3 所示，随着时滞的增加，毛蚴的

数量达到峰值的时间会推迟，而感染者和尾蚴的数量变化不大。这些结果表明，尾蚴在人体内的潜伏期

hτ 主要影响的是感染者向外界排放毛蚴的概率，在一定时间内，潜伏期越长，所排放的毛蚴越多。如果

选取 79.6 10chβ −= × ， 63.5 10msβ −= × ， 0.95hγ = ， 0.5hα = ， 0.5sα = ， 1 0.01κ = ， 2 0.01κ = ， ( )0,30sτ ∈ ，

30hτ = 。此外，从图 4 可以观察到，基本再生数随着毛蚴在钉螺体内的潜伏期时滞 sτ 的增加而减少，当 sτ
增加到一定的值时，基本再生数的值小于 1，这意味着疾病将会灭绝。这些结果表明，在控制血吸虫病传播

时，我们可以通过药物干预等方法适当延迟疾病的潜伏期来控制疾病的暴发与传播。 

7. 结论与展望 

考虑到血吸虫成虫和幼虫在终级宿主人和中间宿主钉螺体内的潜伏期，本文提出了一类具有饱和发生

率的多时滞的血吸虫病传播动力学模型。首先，给出了基本再生数 0 的精确表达式。其次，运用阈值 0

刻画了模型的动力学行为。即当 0 1< 时，无病平衡点是全局渐近稳定的，疾病随着时间会灭绝；当 0 1>

时，分别在具有时滞依赖系数的特征方程和无时滞依赖系数的特征方程情况下，得到了 Hopf 分支存在的充

分条件。进一步，运用分支理论分析了 Hopf 分支的方向及周期解的稳定性。最后，运用数值模拟解释了主

要的理论结果以及探讨潜伏期时滞对血吸虫病传播的影响。研究结果表明，潜伏期时滞 hτ 和 sτ 都会影响地

方病平衡点的稳定性，并导致 Hopf 分支现象，数值结果表明延长疾病的潜伏期会降低疾病暴发的规模。 
 

   

 
Figure 3. Incubation period of caecilians in the human body τ h  effects on schistosomiasis 
图 3. 尾蚴在人体内的潜伏期τ h 对血吸虫病的影响 
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Figure 4. Influence of incubation period sτ  of cercaria in Oncomelania snails on the basic regeneration number 
图 4. 毛蚴在钉螺体内的潜伏期 sτ 对基本再生数的影响 

 
遗憾的是，在建模过程中，我们为了进行必要的理论分析，忽略了血吸虫病感染率在不同年龄和性

别群体中的差异，资源的有限性，以人类免疫能力等因素的影响。因此，未来我们将把多因素影响综合

纳入我们的血吸虫病模型。 
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