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摘  要 

分类问题是数据挖掘、机器学习等领域的基础性问题之一，然而多数分类方法仅关注向量值样本的分类

问题，而对于实际中广泛存在的集值型数据样本的分类关注较少。本文提出了一种基于Wasserstein距
离的无监督聚类算法(Wk-means)，利用熵正则最优传输模型度量集值型数据点之间的距离，并结合聚

类的思想设计了一个可用于集值型数据的Wk-means聚类方法。为验证方法的有效性，本文首先在几个

公开数据集上进行了实验，结果证实了Wk-means在多样本、多类别、多特征的集值型数据中表现优异，

并且通过统计检验表明本文算法与其他算法存在显著差异。随后将本文方法实际应用于滏阳河水质数据

集，结果同样表明相比传统的数据聚类算法，Wk-means能够更准确地划分水质类别，且运行效率更高。

本文提出的Wk-means算法在集值型水质数据的分类任务中表现出色，能够为环境监测和管理提供有价

值的决策支持。 
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Abstract 
Classification is one of the basic problems in data mining, machine learning and other fields. How-
ever, most classification methods only focus on the vector-valued samples, while paying less attention 
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to the classification of set-valued data samples that are widely existed in practice. This paper pro-
poses an unsupervised clustering algorithm (Wk-means) based on Wasserstein distance. Combined 
with the idea of clustering, Wk-means can be used for set-valued samples, in which the entropy-
regularized optimal transport model is used to measure the distance between set-valued samples. 
In order to verify the effectiveness of Wk-means, experiments are conducted firstly on several 
public data sets. The results confirm the excellent performance of Wk-means in set-valued data 
with multi-sample, multi-category, and multi-feature. Moreover, the statistical test show that Wk-
means is significantly different from other algorithms. Wk-means is then applied to the Fuyang 
River water quality data set. The results also show that Wk-means can classify water quality cat-
egories more accurately and effectively than the traditional data clustering algorithm. The Wk-
means algorithm proposed in this paper performs well in the classification task of set-valued wa-
ter quality data and can provide valuable decision support for environmental monitoring and man-
agement. 
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1. 引言 

在数据挖掘、机器学习和模式识别等领域，分类技术扮演着核心角色。分类技术的核心目标在于构

建一个能够根据数据集的特征将未知样本准确划分到预定义类别中的分类函数或模型，通常这个模型也

被称作分类器。分类方法主要包括有监督分类、无监督分类、半监督分类。有监督分类是最常见的分类

方法之一，它依赖于带有标签的训练数据来构建模型。在这种方法中，算法通过学习输入特征和输出标

签之间的关系，以便能够对新的数据进行准确的预测。无监督分类是一种在没有预先标签或分类信息的

情况下，将数据集中的样本划分为若干个组或类别的分类方法。半监督分类介于有监督和无监督分类之

间，它使用一部分标注数据和大量未标注数据来训练模型，这种方法适用于标注数据难以获得或成本高

昂的情况。 
常见的分类算法有 K-近邻、决策树、支持向量机(SVM)等。K-近邻算法是一种基于实例的学习算法，

其核心思想是对于一个新的输入实例，算法会在训练数据集中寻找与其最近的 K 个实例，然后根据这些

最近邻的类别或输出值来预测新实例的类别或输出值。K-近邻算法简单直观，易于理解和实现，但其性

能很大程度上依赖于 K 值的选择、距离度量和分类决策规则[1] [2]。决策树是一种监督学习算法，通过

在特征空间中构建树状结构来进行决策。它通过递归地选择最优特征进行分割，构建出能够映射数据特

征到决策结果的树模型。决策树简单直观，易于理解和解释，适用于分类和回归任务[3] [4]。然而，决策

树容易过拟合，尤其是在面对复杂数据时，可能需要剪枝等技术来控制模型复杂度。支持向量机是一种

强大的分类算法，可用于线性和非线性数据的分类。SVM 的核心思想是在特征空间中寻找一个最优的超

平面，这个超平面能够最大化地分开不同类别的数据点，即最大化两类数据点之间的间隔。SVM 通过引

入核技巧，能够处理非线性可分的数据。它在高维空间中表现良好，适用于复杂的分类问题[5] [6]。 
在实际应用中，为了降低不确定性并提高测量结果的可靠性，常常会采用多次测量或重复实验的方
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法[7]。例如在水质评价领域，由于季节性波动和区域差异，如降雨量变化导致污染物浓度波动或突发性

污染事件，水质数据往往带有一定的不确定性[8]。为了减少这种不确定性，通常会进行多次重复测量[9]，
从而获得多个特征向量来描述单个样本，进而产生了基于集合的分类学习任务。目前，处理这类基于集

合的分类问题主要有两种方法：一种是通过计算原始数据的统计量[10] [11]，如均值、中位数等，将集合

转换为向量形式以进行分析，这种方法在多种算法中得到了应用[12]-[14]。但集合被转换为向量时会丢失

大量的原始信息，进而产生误差，影响分类结果。另一种方法是直接开发基于集合的分类器。例如，

Arandjelovic 等[15]将每个集合建模为参数分布，并引入 K-L 散度来计算分布间的相似性。这种方法要求

对参数分布进行估计，但在实际应用中，由于样本量通常不足以获得准确的估计，在很多场景并不适用。 
为了克服现有算法处理集值型数据时存在的不足，本文将 Wasserstein 距离引入 K-means 聚类算法，

以实现对集值型数据的分类。Wasserstein 距离源自最优传输问题[16]，作为一种衡量概率分布之间差异的

方法，能够准确地捕捉集值型数据之间的关系，实现分类。同时，Wasserstein 距离对极端指标不敏感，

不会因为个别极端值而影响分类结果，具有较好的鲁棒性。此外，Wasserstein 距离的计算本质上是一个

优化问题，这使得它可以通过优化算法进行高效求解。 
本文的创新点如下： 
(1) 不同于传统的分类方法只适宜处理向量值数据，本文提出的基于 Wasserstein 距离的 K-means 聚

类算法能够直接对集值型数据进行聚类处理，不需要计算原始数据的统计量，避免了原始信息的遗漏。 
(2) 得益于熵正则项的特殊结构，利用 Sinkhorn-Knopp 算法有效提升了算法的效率。 
(3) 在 UCI 数据集及邯郸市滏阳河水质数据中验证了算法处理集值型数据的有效性。 
本文结构如下：第二章为预备知识，介绍了聚类分析、最优传输理论和 Sinkhorn-Knopp 算法的相关

理论。第三章设计了 Wk-means 算法，并给出了算法的实现过程和流程图。第四章为实验部分，分别在

UCI 数据集和滏阳河水质数据集上进行了实验和对比。第五章为结论与展望，总结了全文并对未来进行

展望。 

2. 预备知识 

2.1. 聚类分析 

聚类分析(Cluster Analysis)是一种重要的无监督学习方法，其核心目标是将数据集中的样本划分为若

干组(簇)，使得同一簇内的样本具有较高的相似度，而不同簇间的样本相似度较低。在数据挖掘、模式识

别等领域得到广泛应用。 
K-means 算法是最经典的聚类算法之一，该算法于 1967 年提出，以简单直观、易于实现的特点在实

际应用中占据重要地位[17]。K-means 算法的核心思想是最小化每个点到其聚类中心的距离之和。基本步

骤包括： 
(1) 初始化：随机选择 K 个样本点作为初始聚类中心。 
(2) 分配：将每个样本分配到距离最近的聚类中心所对应的簇。 
(3) 更新：重新计算每个簇的中心点(各维特征的均值)。 
(4) 迭代：重复步骤(2)和(3)，直至达到终止条件。 
K-means 算法原理简单，时间复杂度较低，适合处理大规模数据，且算法可解释性强，但仍存在如对

异常点敏感，可能陷入局部最优等不足。 

2.2. 最优传输理论 

最优传输(Optimal Transport，简称 OT)理论最初由法国数学家 Gaspard Monge 于 1781 年正式提出[18]。
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Monge 问题的核心在于，在给定代价函数的情况下，寻找两个概率分布之间的最优传输映射，如图 1 所示。

这一问题可以直观地理解为：如何以最经济的方式将一堆沙子从一个分布形态转移到另一个分布形态，即

填补一个坑洞。Monge 问题的数学表述是寻找一个映射 T，使得传输成本最小化，同时满足质量守恒的条

件，具体定义如下所示： 

( )( ) #min , :i iT i
c x T x T α β = 

 
∑                               (1) 

其中 c为代价函数，α 和 β 为两个概率测度， # 为 push forward 算子。 
 

 
Figure 1. The optimal mapping between the two distributions 
图 1. 两个分布之间的最优映射 

 
苏联数学家 Leonid Kantorovich 在 1942 年提出了 Monge 问题的松弛形式[19]，即 Kantorovich 问题，

并将其应用于经济问题的研究。Kantorovich 对 Monge 问题的主要改进在于，他将寻找最优传输映射的问

题转变为寻找最优传输计划的问题。 
不同于 Monge 问题中质量只能被移动不能被分割，Kantorovich 问题允许质量的分割和重组，即允许

从一点到多点的质量传输。离散形式的 Kantorovich 问题可以描述为如下形式的线性优化问题： 

( )
( ) ( ) , ,, , ,

, min , minC i j i jP U a b P U a b i j
L a b C P C P

∈ ∈
= = ∑                          (2) 

其中 ( ) { }T, : 1 , 1n m
m nU a b P R P a P b×

+= ∈ = = ，a 和 b 为两个离散概率分布，C 为代价矩阵，常表示为 
2

,i j i jC x y= − 。 
Kantorovich 问题的数学表述是：给定两个概率测度 a 和 b，以及一个代价函数 C，寻找一个联合概

率测度 P，使得该联合分布的边际分布分别为 a 和 b，并且传输成本最小化。 
Kantorovich 问题的提出，不仅在理论上推进了最优传输理论的发展，而且在实际应用中也展现出了

广泛的适用性[20]-[22]。重要的是，它使得最优传输问题的求解变得更加可行，尤其是在处理离散概率测

度时，Kantorovich 问题可以转化为线性规划问题，从而可利用现有的算法进行有效求解。 
Wasserstein 距离是最优传输理论中的一个重要概念，它定义了概率测度空间上的一个度量，并在数

学、统计学、物理学和机器学习等多个领域中得到了应用[23]-[25]。对于两个概率分布 a 和 b，Wasserstein
距离 ( ),W a b 是将一个分布转换为另一个分布所需的最小成本。数学上，两个离散概率测度 a 和 b 的 p 阶

Wasserstein 距离由下式给出： 

( ) ( )
( )

1
1

, ,, ,
, , min

p
pp i j i jP U a b i j

W a b L a b C P
∈

 
= =  

 
∑                          (3) 

这里 ,
p

i j i jC x y= − 为代价矩阵，P 为指派矩阵。 

2.3. Sinkhorn-Knopp 算法 

Sinkhorn-Knopp 算法是一种用于求解最优传输问题的迭代算法，它通过在目标函数中加入熵正则化
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项，将复杂的线性规划问题转化为在平滑可行域上的求解过程[26]-[28]。该算法的核心思想是在代价函数

上加入熵正则化项，从而将问题转化为一个更易于求解的形式，即求解如下熵正则最优传输问题： 

( )
( )

( )
,

, min ,Entropy P U a b
W a b C P H Pε

∈
= +                           (4) 

其中 ( ) logi i
i

H P P P=∑ 。 
Sinkhorn-Knopp 算法的数学表述是：给定两个概率向量 a 和 b，目标是找到一个矩阵 P，使得 P 的行

和等于向量 a，P 的列和等于向量 b。算法的迭代步骤包括： 
行归一化：对矩阵 P 的每一行进行缩放，使得行和接近目标向量 a； 
列归一化：对矩阵 P 的每一列进行缩放，使得列和接近目标向量 b。 
这个过程不断重复，逐步调整矩阵 P 的元素，使其行和和列和分别逼近 a 和 b。Sinkhorn-Knopp 算

法的收敛性基于迭代过程的单调性、均匀缩放的性质和正则化项的引入，确保了算法在合理的迭代次数

内收敛到一个满足约束条件的非负矩阵。 

3. 基于 Wasserstein 距离的无监督聚类方法 Wk-Means 

本文提出了一种基于 Wasserstein 距离的 K-means 聚类算法(Wk-means)，该算法在传统 K-means 的框

架下引入 Wasserstein 度量，有效提升了算法处理概率分布数据的能力。算法 1 展示了主要计算过程，给定

集值型数据集 N M dX × ×∈� ，参数ε 和最大迭代次数 Maxiter，其中 N 表示样本个数，每个样本都是一个M d×

维的矩阵。算法的核心目标是将这 N 个样本划分为 K 个类别，使得类内的 Wasserstein 距离之和最小。 
 
算法 1：Wk-means 算法 

1) 输入：集值型数据集 N M dX × ×∈� ，熵正则项参数 ε ，最大迭代次数 Maxiter，类别个数 K 
2) 输出：聚类结果 
3) 初始化类中心 ( )1,2, ,= �c

kX k K ； 

4) while 迭代次数 <  Maxiter : 
5)   for 1=i  to N   
6)     计算每一个样本点 iX 与每个类中心 c

kX 的 Wasserstein 距离： ( ), c
k Entropy i kd W X X= ； 

7)     将样本 iX 分配到最近的类： ( )argmin k
k

Idx d= ； 

8)   end 
9)   计算新的聚类中心，返回第 5 步； 
10) end 

 
接下来，为说明 Wk-means 算法的有效性，本文给出如下收敛性命题。 
命题 1 Wk-means 算法收敛。 
证明：给定如下损失函数 

( )2

1 1
,

K N
c

i k
k i

J W X X
= =

= ∑∑                                    (5) 

为证明 Wk-means 算法收敛，首先证明随算法迭代损失函数 J 的函数值呈下降趋势。 
Wk-means 算法主要分为两步：第一步，对每一个样本 iX ，根据其与类中心 c

iX 的 Wasserstein 距离

( ), c
i kW X X 来分配 iX 的类别，第二步重新计算类中心 c

iX 并再次分配 iX 的类别。 
第一步，计算每个样本与其类中心的 Wasserstein 距离，可得当前的损失函数值 J。 
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第二步，对每个样本而言，若 iX 的类别不变，显然其与类中心 c
iX 的 Wasserstein 距离 ( ), c

i kW X X 不

变；若 iX 类别改变，记新类别为 *c
kX ，由于类中心应为距离所有同类样本点最近的样本，此时显然有 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 *
1 1

2 2 *
2 2

2 2 *

, ,

, ,

, ,

c c
k k

c c
k k

c c
N k N k

W X X W X X

W X X W X X

W X X W X X

≥

≥

≥

�
                             (6) 

此时新的损失函数 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

* 2 *

1

2 * 2 * 2 *
1 2

2 2 2
1 2

2

1

,

, , ,

, , ,

,

i

i

K
c

i k
k X R

c c c
k k N k

c c c
k k N k

K
c

i k
k X R

J W X X

W X X W X X W X X

W X X W X X W X X

W X X

J

= ∈

= ∈

=

= + + +

≤ + + +

=

=

∑ ∑

∑ ∑

�

�                    (7) 

故损失函数 J 单调不增。此外，将 N 个样本分配到 K 个类别的划分方式有限( NK )，即 J 一定存在最

小值。综上可知损失函数 J 单调不增且有下界，由单调有界定理可知损失函数 J 一定收敛，故 Wk-means
算法一定收敛，命题得证。 

图 2 给出了 Wk-means 算法的具体流程，可以看出，Wk-means 算法的核心思想在于利用计算的

Wasserstein 距离矩阵进行聚类，从而实现对集值型数据的分类。 
结合流程图，Wk-means 聚类算法主要包含以下 4 个步骤： 
1) 在初始化阶段，首先输入集值型数据集 X 以及 Sinkhorn-Knopp 算法中的熵正则项参数ε ，最大迭

代次数 Maxiter，类别个数 K，并确定算法的初始化中心点选取策略：随机选取(random)、均匀选取(uniform)
和均值选取(mean)。 

2) 在迭代优化阶段，算法交替执行样本分配和中心点更新两个步骤：首先计算每个样本到各类中心

的 Wasserstein 距离，将样本分配给距离最近的类；然后重新计算每个类的中心点，通过不断迭代，实现

聚类。 
3) 算法的收敛基于目标函数值的变化，具体终止于以下情况：目标函数值不再显著下降；达到预设

最大迭代次数。 
4) 空聚类处理策略。针对实际应用中可能出现的空聚类问题，提供两种处理方案：直接删除(drop)或

创建单点聚类(singleton)。前者简单地忽略空聚类，这可能导致最终得到的类别少于预期类别个数。而后

者则从现有聚类中选择最远的点作为新的聚类中心。在后续实验中，本文采取了单点聚类策略，以保证

聚类完整性。 
为提高算法的计算效率，本方法采用 Sinkhorn-Knopp 算法，通过引入熵正则项，将原本的最优传输

问题转化为一个可以快速求解的近似问题，显著提高算法计算效率。与传统的基于欧氏距离的 K-means
相比，Wk-means 通过考虑数据的概率分布特性，能够更好地捕获数据间的本质差别，对具有分布特征的

数据具有更强的分类适应性，更重要的是，Wk-means 能够直接对集值型数据进行聚类处理，而不必从原

始数据中提取统计量再进行聚类分析。 
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Figure 2. Flowchart of the Wk-means algorithm 
图 2. Wk-means 算法流程图 

4. 实验 

本节将在 UCI 数据集和河北省邯郸市滏阳河水质数据中验证算法的有效性，实验是在一台拥有英特

尔酷睿 i5-13500HX 处理器，16GB 内存的计算机上运行的，在 MATLAB R2023b 中进行仿真。算法中熵

正则项参数 ε 见表 1，最大迭代次数 Maxiter 为 10,000，聚类个数 K 选取与数据集有关，在 UCI 数据集

中，K 的个数与实际相同，在滏阳河数据中 K 的个数为水质等级个数。 

4.1. UCI 数据集 

为了对 Wk-means 算法进行检验，本文首先利用 UCI 数据集来生成新的集值型数据进行模型测试。

具体生成方式为：向原始数据中的样本添加高斯噪声，使得每个样本生成 10 个包含高斯噪声的样本，从

https://doi.org/10.12677/aam.2025.141032


王旭，马丽涛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.141032 325 应用数学进展 
 

而形成一个集值样本。所有的样本汇总就得到了新的集值型数据集。以 Yeast 数据集为例，该数据集包含

1484 个样本，即可生成 1484 个数据 1,2,,  ,1484iA i = � ，每个数据 iA 为一个集值样本，汇总起来就能得到

一个包含 1484 个数据 { }, 1,2, ,10 ,  1,2, ,1484i ikA x k i= = =� � 的集值型数据集。数据集特征如表 1 所示，

本文选取的数据集覆盖不同样本个数、特征个数及类别个数。 
 
Table 1. UCI datasets and characteristics 
表 1. UCI 数据集及特征 

数据集 样本个数 特征个数 类别个数 ε  

Glass 214 10 6 0.01 

Iris 150 4 3 1 

Seeds 210 7 3 0.01 

Yeast 1484 8 10 0.01 

Wine 178 13 3 1 

 
我们对比了 Wk-means 方法与其他方法的表现，包括用于处理不确定数据的二阶锥规划(SOCP)方法

[29]、基于正则化外壳的图像集协同表示和分类(RHISCRC) [30]和用于集合分类的稀疏近似最近点(SANP) 
[31]，以及基于核特征选择的广义预测集方法(GPS) [32]，结果如表 2~4 所示。从表 2 中可以看出，Wk-
means 在多数的数据集上表现良好，尤其是在大样本数据集，如 Yeast 和 Glass 数据集上，Wk-means 预

测精度要显著优于其他四个方法。而在运行效率方面，Wk-means 虽略低于 SOCP 方法，但与 RHISCRC
时间相近，且远优于 SANP 和 GPS 方法。表 4 则展示了 5 种方法预测的标准差，Wk-means 在多数数据

集上标准差更小，即预测更稳定，波动更小。 
为了能够更直观地展示不同方法之间的差异，我们进行了十折交叉验证，将数据分为 10 份分别计算

准确率，然后将得到的结果进行 t 检验： 

( ) ( )1 2 1 2

2 2
1 2

1 2

x x
t

s s
n n

µ µ− − −
=

+

                           (8) 

其中 1x ， 1s 分别为使用 Wk-means 方法计算的准确率的均值和标准差， 2x ， 2s 为其他方法计算的准确率

的均值和标准差， 1 2 10n n= = 。 
 
Table 2. Comparison of the accuracy of different methods on UCI datasets 
表 2. 不同方法在 UCI 数据集上的准确率对比 

数据集 Wk-means SOCP RHISCRC SANP GPS 

Glass 74.75 68.3 69.5 56.1 63.2 

Iris 93.3 96.6 82 68.7 71.4 

Seeds 96.44 93.2 92.3 51.7 79.3 

Yeast 73.45 59.2 52.9 67.9 55.8 

Wine 95.46 98.8 98.2 59.4 76.8 
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Table 3. Comparison of running time of different methods on UCI datasets 
表 3. 不同方法在 UCI 数据集上的运行时间对比 

数据集 Wk-means SOCP RHISCRC SANP GPS 

Glass 6.03 10.58 11.63 84.52 66.76 

Iris 1.47 1.85 1.46 32.32 16.58 

Seeds 6.82 2.72 8.2 46.47 33.61 

Yeast 221.5 110.2 363.3 1831.66 986.52 

Wine 5.85 2.76 13.76 31.19 14.19 

 
Table 4. Comparison of standard deviations of different methods on UCI datasets 
表 4. 不同方法在 UCI 数据集上的标准差对比 

数据集 Wk-means SOCP RHISCRC SANP GPS 

Glass 0.0158 0.0741 0.1012 0.0988 0.1435 

Iris 0.0569 0.0331 0.0889 0.1525 0.1192 

Seeds 0.0412 0.0383 0.0385 0.2089 0.0958 

Yeast 0.0153 0.0177 0.0244 0.0416 0.0763 

Wine 0.0175 0.0210 0.0290 0.1193 0.0847 

 
Table 5. Comparison of different methods at 0.05 significance level 
表 5. 0.05 显著性水平下的不同方法对比 

数据集 Wk-means SOCP RHISCRC SANP GPS 

Glass 

基准组 

1 0 1 1 

Iris 0 1 1 1 

Seeds 0 0 1 1 

Yeast 1 1 1 1 

Wine 0 0 1 1 

 
表 5 展示了在显著性水平为 0.05 的情况下，不同方法间的对比结果。其中 1 表示有显著差异，0 表

示没有显著差异。可以看出，在数据集 Glass、Iris 和 Yeast 上，Wk-means 不仅准确率远优于其他数据集，

且与大多数方法均有显著性差异。而在部分小样本数据集如 Wine 上，Wk-means 虽然准确性没有达到最

好，但与其差距很小，仍具有一定竞争性。 

4.2. 滏阳河水质数据 

滏阳河，如图 3 所示，源出河北省邯郸市峰峰矿区滏山南麓，流经邯郸、邢台、衡水，最终在沧州

地区的献县与滹沱河汇合，形成子牙河，汇入渤海。全长 415 公里，流域面积达 2.8 万平方公里。滏阳河

不仅是邯郸市的主要水源，也是该地区农业灌溉的重要依托，对于维持当地生态平衡和促进农业发展具

有重要意义。 
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滏阳河的水质状况直接关系到邯郸市及其下游地区的水资源安全。近年来，随着工业化和城市化的

快速发展，对滏阳河水质进行分类研究，不仅有助于监测和评估水质状况，还能为水资源管理和污染控

制提供科学依据。 
 

 
Figure 3. Fuyang river basin map 
图 3. 滏阳河流域图 

 
为对滏阳河水质进行分类，共设置 84 个采样点，且为了降低水质数据的不确定性，每个采样点测量

10 次，即得到 84 个数据 1,2, , ,84 iA i = � ，分别属于 5 个不同等级(I, II, III, IV, V)。每个数据 iA 由 10 个

向量 1 2 10, , ,i i ix x x� 组成，即 { }1 2 10, , , , 1,2, ,84i i i iA x x x i= =� � 。每个向量 ,  1,2, ,10ikx k = � ，包含 11 个特征：

pH，DO，CODcr，NH-N，TN，N03，N02，PO4，D0，TP，CODmn。其中 DO、NH-N、TN、N03、N02、
PO4、TP 和 CODmn 的测量单位均为“mg/L”，如表 6 所示，表中的数据已经过归一化处理。 
 
Table 6. Some water quality data and characteristics 
表 6. 部分水质数据及特征 

样本  pH DO CODcr NH-N TN N03 N02 PO4 D0 TP CODmn 等级 

A1 

x11 0.61 0.64 0.29 0.04 0.16 0.31 0.03 0.04 0.50 0.17 0.28 

I 

x12 0.65 0.61 0.27 0.03 0.17 0.29 0.03 0.04 0.49 0.17 0.29 

x13 0.63 0.62 0.28 0.02 0.18 0.29 0.06 0.03 0.49 0.19 0.29 

x14 0.62 0.64 0.27 0.04 0.18 0.30 0.04 0.05 0.48 0.18 0.29 

x15 0.63 0.61 0.28 0.00 0.16 0.29 0.04 0.04 0.50 0.18 0.28 

x16 0.64 0.64 0.29 0.03 0.16 0.32 0.03 0.03 0.49 0.18 0.26 

x17 0.64 0.63 0.31 0.03 0.17 0.29 0.06 0.06 0.48 0.17 0.29 

x18 0.61 0.63 0.29 0.03 0.14 0.30 0.04 0.01 0.48 0.19 0.27 

x19 0.62 0.63 0.28 0.04 0.18 0.30 0.04 0.05 0.49 0.18 0.29 

x110 0.64 0.61 0.28 0.02 0.15 0.29 0.04 0.04 0.50 0.18 0.27 
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续表 

A2 

x21 0.68 0.07 0.25 0.29 0.57 0.55 0.06 0.12 0.03 0.19 0.24 

II 

x22 0.67 0.06 0.24 0.28 0.57 0.56 0.06 0.11 0.03 0.20 0.25 

x23 0.68 0.06 0.25 0.26 0.58 0.57 0.05 0.12 0.03 0.20 0.24 

x24 0.67 0.07 0.27 0.29 0.58 0.58 0.06 0.13 0.06 0.18 0.25 

x25 0.67 0.06 0.22 0.28 0.57 0.56 0.05 0.13 0.04 0.17 0.25 

x26 0.67 0.06 0.25 0.29 0.59 0.58 0.04 0.14 0.02 0.20 0.26 

x27 0.67 0.04 0.25 0.30 0.56 0.56 0.04 0.10 0.03 0.18 0.23 

x28 0.68 0.06 0.26 0.28 0.56 0.57 0.06 0.14 0.02 0.16 0.24 

x29 0.66 0.06 0.25 0.28 0.56 0.56 0.06 0.13 0.03 0.20 0.27 

x210 0.69 0.05 0.23 0.29 0.57 0.55 0.04 0.12 0.05 0.19 0.25 

… … … … … … … … … … … … …  

 
Table 7. Comparison of results of different methods on water quality data 
表 7. 不同方法在水质数据上的结果对比 

 Wk-means SOCP RHISCRC SANP GPS 

准确率 69 66 41 7 46 

时间 1.94 7.74 3.46 4.4 8.73 

 
与上一个实验相同，我们将所提的 Wk-means 方法与其他分类方法进行比较，表 7 展示了预测准确率

和运行所需时间。从表 7 中可以看出，Wk-means 方法在预测精度和运行效率均达到了最优，具体表现在以

下两个个方面：分类准确率有明显的提升，Wk-means 方法达到 69%的准确率，比次优的 SOCP 方法高出 3
个百分点，相比 RHISCRC、SANP 和 GPS 方法，准确率提升更为显著，分别高出 28、62、23 个百分点；

计算效率显著提升，Wk-means 方法耗时 1.94 秒，相比 SOCP 方法(7.74 秒)和 GPS 方法(8.73)分别节省了约

75%和 78%的计算时间，较 RHISCRC、SANP 和 GPS 方法分别节省了 44%和 56%的运行时间。 

5. 结论与展望 

本文提出了一种基于 Wasserstein 距离的无监督聚类方法，用于集值型数据的分类问题，克服了传统欧氏

距离无法处理集值型数据的局限性。在公开数据集的交叉验证实验中，尤其在大样本数据集(如 Yeast 和 Glass)
上，Wk-means 分类准确率显著优于 SOCP、RHISCRC 和 SANP 等传统的集值数据处理方法，与新型集值数

据处理方法 GPS 相比也有明显的提升，统计显著性检验进一步验证了算法性能的可靠性和稳定性。在滏阳河

水质数据集上的实验表明，Wk-means 方法相比传统方法精度更高，运行时间更短。Wk-means 算法展现出优

异的分类准确率，同时兼顾了计算效率，为处理大样本、复杂的集值型数据提供了一种新的技术解决方案。 
在未来研究中，我们考虑在算法优化方面进行进一步深入研究，并将该方法推广到其他类型的集值数

据中，如空气质量分类、土壤污染评估等。 
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