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摘  要 

本文研究了捕食者具有Michaelis-Menten型离散捕食者–猎物模型的动力学问题。为了探索模型的丰富

动力学性质，采用欧拉近似得到离散时间的Leslie-Gower模型。给出了内部不动点的存在性及其局部渐

近稳定性。在此基础上，利用分岔理论和中心流形定理，研究了倍周期分岔和Neimark-Sacker分岔。并

取临界参数进行数值模拟，验证了倍周期分岔和Neimark-Sacker分岔的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the dynamics of predator with Michaelis-Menten discrete predator-
prey model. In order to explore the rich dynamic properties of the model, the discrete-time Leslie-
Gower model is obtained by using Euler approximation. The existence of internal fixed points 
and their local asymptotic stability are given. On this basis, using bifurcation theory and central 
manifold theorem, the period-doubling bifurcation and Neimark-Sacker bifurcation are studied. 
The existence of period-doubling bifurcation and Neimark-Sacker bifurcation is verified by numer-
ical simulation with critical parameters. 
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1. 引言 

捕食者–猎物模型是生态学中的经典模型之一，用于描述捕食者和猎物之间的相互作用关系。在生

物数学领域，离散时间模型常常被用于研究非重叠世代的种群，如一年生植物或昆虫种群，每年只有一

代。种群的大小可以受到物种之间各种相互作用的影响，包括掠食性、合作性和共栖性等相互作用。两

个具有相互作用的物种的复杂问题可通过建立离散系统来研究[1]。 
研究发现，具有非重叠代特征的种群类型，离散时间模型比连续模型更具描述性和适用性[2]。

Elabbasy [3]表明，与连续时间系统相比，离散时间系统表现出更丰富、更复杂的动力学。Ajaz 和 Saeed 
[4]研究了一种改进的 Leslie-Gower 捕食者–捕食者模型的动态行为。为了探索模型的丰富动力学性质，

采用欧拉近似得到离散时间修正的 Leslie-Gower 模型。研究了正稳态下倍周期分岔和 Neimark-Sacker 分
岔的存在性和稳定性。此外，Tassaddiq 和 Shabbir [5]采用分段常数参数法研究了具有 Holling-III 型功能

响应的离散时间 Leslie-Gower 捕食者–猎物模型，进行了稳定性、分岔和混沌分析，确保了离散时间模

型的丰富动力学。 

1979 年，Clark [6]首先提出捕获项的 Michaelis-Menten 型函数 ( ), qExH x E
cE lx

=
+

，其中 q 表示捕获能 

力系数，E 表示捕获单个捕食者需要付出的努力，其中 c 和 l 是合适的常数。一种描述捕获速率的非线性

函数，考虑了捕食者的饱和效应，即当猎物数量增加到一定程度时，捕食者的捕获速率将不再增加。将

Michaelis-Menten 型捕获函数引入捕食者–猎物模型，可以更准确地描述捕食者和猎物之间的相互作用关

系，探究更丰富的动力学行为。 
Hu 和 Cao [7]研究了捕食者具有 Michaelis-Menten 型捕获的 Leslie-Gower 捕食者–猎物系统的动力

学问题。通过变换，将 Michaelis-Menten 型捕获项变成只有两个参数的非线性捕获项，并讨论了该模型

的不同分支。所考虑的捕食者具有 Michaelis-Menten 型函数形式的捕获率的连续系统如下所示 

1

2

d 1 ,
d
d 1 .
d

x xr x axy
t K
y y qEyr y
t bx cE ly

  = − −   


  = − −  + 

                          (1) 

其中， ( )x t 和 ( )y t 分别表示时刻 t 的猎物密度和捕食者密度； 1r 和 K 分别表示无捕食者时猎物的内在生

长率和环境承载能力；a 表示单位时间内捕食者捕获猎物的效率系数； 2r 为捕食者的内在生长率； bx 表
示捕食者依赖猎物的承载能力，b 表示捕食者的承载能力系数；其中 q 表示可捕获能力系数，E 表示捕获

单个捕食者需要付出的努力，其中 c 和 l 是常数。 
为了简化系统(1)，作以下变换 

1
1

, , .x ayt r t x y
K r

= = =  
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将 ( ), ,x y t 仍记为 ( ), ,x y t ,则方程组(1)可改写为 

( )d 1 ,
d
d .
d

x x x xy
t
y y yy
t x y

β αδ
γ

 = − −
   = − −  + 

                                  (2) 

其中， 2

1

r
r

δ = ， 2r
abK

β = ， 2
1

aqE
lr

α = ，
1

acE
lr

γ = 。 

Hu 和 Cao [7]研究了系统(2)的连续时间模型，讨论了几种不同局部分岔，即 Hopf 分岔、鞍节点分

岔、跨临界分岔和 Bogdanov-Takens 分岔，研究表明，具有非线性 Michaelis-Menten 型捕食者捕获的系

统，将有助于理解捕食者种群存在非线性 Michaelis-Menten 型收获效应时生态系统或物理系统的动态复

杂性。这种非线性收获比恒产量收获和恒努力收获模型更现实、更合理。 
本文考虑了该系统的离散时间模型，采用欧拉方法研究系统(2)的离散时间模型 

( )( )1

1

1 ,

.

n n n n n n

n n
n n n

n n

x x h x x x y

y yy y h y
x y
β αδ

γ

+

+

 = + − −


   
= + − −    +   

                          (3) 

初始条件 ( ) 00x x= ， ( ) 00y y= ，h 为积分步长。 
将离散时间的捕食者–猎物模型通过映射来定义 

( )( )1
.

x h x x xy
x

y yy y h y
x y
β αδ

γ

 + − −
  

→      + − −      +   

                           (4) 

2. 平衡点的存在性 

为了探究模型(4)不动点的存在性，设为(4)的任意不动点，则 ( ),x y 必须满足如下方程组： 

( )1 0,

0.

x x xy

y yy
x y
β αδ

γ

 − − =

  − − =  + 

 

显然， ( )1,0 为系统(4)的边界不动点，考虑满足方程组的正不动点，可得 

( ) ( ) ( )2 2 1 0,
1 .

x x
y x
β δ α βγ β γδ δ β γ + + − − − − + + =


= −

                   (5) 

为了分析(5)中正根的情况，令 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 ,f x x r r x rβ δ α β β δ δ β= + + − − − − + +  

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 2 0.f x x r r f xβ δ α β β δ δ β δ′ ′′= + + − − − − = + >  

( ) ( ) ( )22 4 1 .r r rα β β δ δ β δ β∆ = − − − − − + +  

情况 1： 2 0r rα β β δ δ− − − − ≥  
则有 ( )xf ′ 对于 0x > 都是递增的。 ( )0 2 0f r rα β β δ δ′ = − − − − ≥ ，对于 0x > ， ( )f x 严格递增，所
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以 ( ) ( ) ( )0 1f x f rβ> = + 。此时，系统(4)没有正不动点。 
情况 2： 2 0r rα β β δ δ− − − − <  
因此， ( ) 00f ′ < ，如果存在一个正根 1x ，使得 ( )1 0f x′ = ，那么 ( )1f x′ 为最小值， ( )f x 在 ( )10, x 上

严格递减，在 ( )1,x +∞ 上严格递增。 
如果， ( )1 0f x > ，则 ( ) ( )1 0f x f x≥ > ，系统(4)没有正不动点。 
如果， ( )1 0f x = ，则 ( ) 0f x = 只有一个正根，系统(4)有唯一一个正不动点。其中 

( )1
2
2

r rx β β δ δ α
β δ

+ + + −
=

+
， 1 11y x= − 。 

如果， ( )1 0f x < ，则 ( ) 0f x = 有两个正根，系统(4)有两个不相同的正不动点。分别为 

( )2,3
2

2
r rx β β δ δ α

β δ
+ + + − ± ∆

=
+

， 2,3 2,31y x= − 。 

3. 平衡点的稳定性 

系统(4)在任意不动点 ( ),x y 处的雅可比矩阵为 

( )
( )2 2

1 2
2, .1

h hx hy hx
h y h y hrJ x y h

xx y
β β αδ

γ

+ − − − 
 =  + − −
 + 

 

对应的特征方程为 ( ) 2 0f Tr Detλ λ λ= − + = ，其中 

( )2
22 2 ,h y hrTr h hx hy h

x r h
β αδ= + − − + − −

+
 

( )
( )

2

2
21 2 1 .h y hr h yDet h hx hy h

x xh
β α βδ

γ

 
 = + − − + − − +
 + 

 

为了研究不动点的动力学行为，根据[8]运用引理 1 进行分类。 
引理 1 令多项式 ( ) 2f T Dλ λ λ= − + ，且 ( )1 0f > ，假设 1λ 和 2λ 是特征值。则有 
(1) 1 1λ < 和 2 1λ < ⇔ ( )1 0f − > 和 1D < ； 
(2) 1 1λ < 和 2 1λ > 或( 1 1λ > 和 2 1λ < )⇔ ( )1 0f − < ； 
(3) 1 1λ > 和 2 1λ > ⇔ ( )1 0f − > 和 1D > ； 
(4) 1 1λ = − 和 2 1λ ≠ ⇔ ( )1 0f − = 和 1D < ； 
(5) 1λ 和 2λ 是复共轭且 1 2 1λ λ= = ⇔ 2 4 0T D− < 和 1D = 。 
由于 1λ 和 2λ 是特征方程的特征值，可得到拓扑结果：当 1 1λ < ， 2 1λ < 时，不动点 ( ),x y 称为局部渐

近稳定的汇；当 1 1λ > ， 2 1λ > 时，不动点 ( ),x y 称为源，因此，源是不稳定的。此外，当 1 1λ < 且 2 1λ >

或( 1 1λ > 且 2 1λ < )时，不动点 ( ),x y 称为鞍点。在非双曲不动点 ( ),x y 的情况下， 1 1λ = 或 2 1λ = 。 
首先，我们探讨了边界不动点 ( )1,0 的稳定性，其雅可比矩阵为 

( )
1

1,0 ,
0 1

h h
J hh αδ

γ

− − 
 =  + −
  

 

可得，特征值 1 1 1hλ = − < ， 2 1 h αλ δ
γ

 
= + − 

 
。因为 0 1h< < ，当

αδ
γ

> 时， 2 1λ > ，所以 ( )1,0 为鞍
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点；当
αδ
γ

< 时， 2 1λ < ，所以 ( )1,0 为汇；当
αδ
γ

= 时， 2 1λ = ，所以 ( )1,0 为非双曲点。 

接下来，研究正不动点的稳定性，对于正不动点 ( )* *,1x x− 的雅可比矩阵为 

( ) * *
* *

21 22

1
,1 ,

hx hx
J x x

a a
− − 

− =  
 

 

其中， 21 2
**

h ha
xx

β β
= − ，

( )22 2
* *

21 2
1

h ha h h
x x
β α γδ β

γ
= + + − −

+ −
。 

可得特征方程为： 

( ) 2 ,f T Dλ λ λ= − +                                   (6) 

其中 * 221T hx a= − + ， ( )* 22 * 211D hx a hx a= − + 。 
根据引理 1 特征根与系数之间的关系，可得正不动点 ( ),x y 的稳定性如下所示： 
(1) 正不动点 ( ),x y 是稳定的汇，当 

( )( )* 22 * 212 1hx a hx a− + < 和 ( )* 22 * 211 1hx a hx a− + < ； 

(2) 不动点 ( ),x y 是鞍点时，当且仅当 

( )( )* 21 * 222 1hx a hx a< − + ； 

(3) 正不动点 ( ),x y 是源时，当 

( )( )* 22 * 212 1hx a hx a− + < 和 ( )* 22 * 211 1hx a hx a− + > ； 

(4) 正不动点 ( ),x y 是非双曲点时，当 

( ) ( )2
* 22 * 22 * 211 4 1hx a hx a hx a− + < − +  和 ( )* 22 * 211 1hx a hx a− + = 。 

4. 分岔分析 

在本节中，利用分岔定理[9]讨论了系统(4)正不动点 ( )* *,x y 的分岔。令 

( ) 22

* * 22 * 21

2 5, , , , : , 1, , , , , 0 ,
4 4PDB

al h h D h
x x a x a

α β δ λ α β δ λ
 +

= = ≠ > + − 
 

( ) ( )
22

2 2 2 * 22 2
* 21 22

1, , , , : , 1 2, , , , , 0 .NS
al h h h x a h

x a a
α β δ λ α β δ λ

 − = = − + < > −  
 

下面研究参数在 PDBl ， NSl 小邻域内变化时，系统发生的倍周期分岔和 Neimark-Sacker 分岔。 

4.1. 倍周期分岔 

首先，本文研究了系统(4)在正不动点 ( )* *,x y 处的倍周期分岔。为了研究倍周期分岔，根据引理 1 考

虑特征方程(6)在正不动点 ( )* *,x y 处具有特征值 1 1λ = − 和 2 1λ ≠ 。由系统(4)在 ( ),x y 处的特征方程可假设
2 4T D> ，则有 

( ) ( )( )2
* 22 * 22 * 211 4 1 .hx a hx a hx a− + > − +  

且 1 0T D+ + = ，可得 

22

* * 22 * 21

2 5 ,
4 4

ah
x x a x a

+
=

+ −
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则 ( ) 0f λ = 的解是 1 1λ = − 和 2 Dλ = − 。由条件 2 1λ ≠ ，所以 ( )* 22 * 211 1hx a hx a− + ≠ ± 。 
定理 1 在系统(4)正不动点 ( )* *,x y 处，当改变 PDBl 邻域内分岔参数 h 的数值时，系统(4)将发生倍周期

分岔。 

证明 令 22
1

* * 22 * 21

2 5
4 4

ah h
x x a x a

+
= =

+ −
，系统(4)可变成如下映射 

( )( )1

1

1
,

x h x x xy
x

y yy y h y
x y
β αδ

γ

 + − −
  

→      + − −      +   

 

取 *h 为较小的扰动，则映射可变为 

( ) ( )( )

( )

1 *

1 *

1
,

x h h x x xy
x

y yy y h h y
x y
β αδ

γ

 + + − −
  

→      + + − −      +   

 

其中 * 1h  ，令 *u x x= − ， *v y y= − ，映射可变为 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 * * * * *

* *
1 * *

* *

1

,

u h h u x u x u x v y
u

v y v yv v h h v y
u x v y

β α
δ

γ

 + + + − − − + +    
→   + +  

+ + + − −      + + +    

 

对上式进行泰勒展开，则有 

( )
( )

*11 12

21 22 *

, ,
,

, ,

f u v hb bu u
b bv v g u v h

     
→ +              

                           (7) 

其中 

( ) 2 2
* 13 14 15 * 16 * 1 * 2 *, , ,f u v h b u b uv b uh b vh c u h c uvh= + + + + +  

( )

( )( )
2

* 23 24 25 * 26 27 * 1 2
2 2 3 2 2

* 4

43 2
5

3

* 6 7 * *

, ,

,

u u u v c ug u v h b b uv b uh b v b vh c c h c uv

c uvh c v c v h O u v h

= + + + + + + +

+ + + + + +

+
 

( )11 1 * * 12 1 *1 1 2 , ,b h x y b h x= + − − = −  

( )

2
1 * *

21 22 12 2
** *

2, 1 ,h y ya a h
xx y

β β αγδ
γ

 
 = = + − −
 + 

 

13 1 14 1 15 * * 16 * 1 2; ; 1 2 ; ; 1; 1,b h b h b x y b x c c= − = − = − − = − = − = −  

( ) ( )

( ) ( )

23 24 25 26 273 2 2
* * *

1 2 4 5 64 3 3 2 2
* * *

2 2
1 * 1 * * *

1 3 2
* ** *

2 2
1 * 1 * * 1 * 1

3
*

74 3
* ** *

2 22 2 ; ;; ; ;

; ; ; ; ;2 2 ; .

b b b b b
xx x x

c c c c c
x x x

h y h y y yh
x y y

h y h y y h y hc c
xy yx x

β β β ββ αγ αγδ
γ γ

β β β β β αγ αγ β
γ γ

= − = = = = −

=

 − + −
 + + 

= − = −= = −
+

−
+

= =

 

为了得到方程组(7)的正则形式，令 

12 12

11 2 11

,
1
b b

T
b aλ

 
=  − − − 
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且当 det 0T ≠ 时，取如下变换 

,
u X

T
v Y
   

=   
   

 

系统(7)的范式可表示为 

( )
( )

1 *

2 1 *

, ,1 0
,

0 , ,

f X Y hX X
Y Y g X Y hλ

 −    
→ +              

                       (8) 

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

13 2 11 2 223 32 11 24 2 11
1 * 14 1 *

12 2 2 12 2 2 12 2 2

5 252 11 2 11 2 11
2 * 15 * 16

12 2 2 12 2 2 12 2

, ,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

b b b cb b bf X Y h u b uv c u h
b b b

c bb b bc uvh b uh b
b b b

λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ
λ λ λ λ λ

    −  − −
= − + − + −        + + + + + +    

   − − −
+ − + − +      + + + + +   

27
*

2

,
1

b vh
λ

 
−  + 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

13 11 223 2511 24 11
1 * 14 15 *

12 2 2 12 2 2 12 2 2

3 2 227 311 1 2 11
16 * 1 *

12 2 2 2 2 12 2 2

1 1 1, ,
1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

b b b bb b bg X Y h u b uv b uh
b b b

b cb c c bb vh u u v c u h
b b

c

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

    +  + +
= + + + + +        + + + + + +    

   + +
+ + + + + +      + + + + + +   

+
( ) ( )( )42 3 25 6 74 11

2 * * *
2 12 2 2 2 2

1 ,
1 1 1 1 1

c c cbuv c uvh v v h O X Y h
bλ λ λ λ λ

 +
+ + + + + + +  + + + + + 

 

这里 ( )12u b X Y= + ， ( ) ( )11 12 21 1v b X b Yλ= − + + + 。 
接下来，使用依赖于参数 *h 的中心流形定理来近似系统(8)原点处的中心流形。在 * 0h = 邻域内，在

原点处的中心流行 ( )0,0,0cW 可以近似的表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3
* *0,0,0 , , | , , 0,0 0, 0,0 0 ,cW X Y h R Y h X h h Dh= ∈ = = =  

假设 

( ) ( )( )32 2
* 1 2 * 3 * *, ,h X h a X a Xh a h O X h= + + + +                     (9) 

则根据(8)中心流形满足 

( )( )( ) ( ) ( )( )1 * * * 2 * 1 * *, , , , , , , , 0.h X f X h X h h h h X h g X h X h hλ− + − − =               (10) 

将式(8)、式(9)代入式(10)，比较系数可得 

( ) ( ) ( ) ( )2
1122311 11 24

1 13 12 14 12 11 26
2 12 2 2 12 2 2 2

11 11 1 ,
1 1 1 1 1 1

bbb b ba b b b b b b
b bλ λ λ λ λ λ

     − −+ +
 = + + + − − +       − + + + + + +    

 

( ) ( ) ( )25 2711 11
2 15 12 16 11

2 12 2 2 12 2 2

1 11 1 ,
1 1 1 1 1

b bb ba b b b b
b bλ λ λ λ λ

    + +−
= + + + − −        + + + + +    

 

3 0.a =  

因此，中心流形 ( )0,0,0cW 的映射表示为： 

( )( )42 2 2 3
1 2 * 3 * 4 * 5 *: ,F X K X K Xh K X h K Xh K X O X h− + + + + + + +          (11) 
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如果映射(11)发生倍周期分岔，则必须满足判断倍周期分岔发生和判断周期轨道稳定性的横截条件

和非退化条件[10] [11]，如下所示 

( )

2 2

1 22
* * 0,0

1 0,
2

F F Fl K
X h h X

 ∂ ∂ ∂
= + = ≠ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

( )

23 2
2

2 1 53 2

0,0

1 1 0.
6 2

F Fl K K
X X

  ∂ ∂ = + = + ≠  ∂ ∂  
 

因此，当 1 0l ≠ ， 2 0l ≠ ，且参数 1h 在 ( )* *,x y 的小邻域内变化时，模型(4)在 ( )* *,x y 处发生倍周期分岔。

此外，如果 2 0l > ，则周期轨道是稳定的，如果 2 0l < ，则周期轨道不稳定。 

4.2. Neimark-Sacker 分岔 

根据特征方程(6)，考虑当 ( ) 0f λ = 的解为模为 1 的共轭复数时，即满足 2 4 0T D− < ， 1D = ， 2T <

时， * 221 2hx a− + < ，
( )

22
2

* 21 22

1 ah
x a a

−
=

−
，系统(4)的分岔情况。 

定理 2 当分岔参数 2h h= 在 NSl 的小邻域内变化时，系统(4)在正不动点 ( )* *,x y 处发生 Neimark-Sacker
分岔。 

证明 从 NSl 中选取参数 ( )2, , , , hα β δ γ ，系统(4)可以用下面映射表示 

( )( )2

2

1
,

x h x x xy
x

y yy y h y
x y
β αδ

γ

 + − −
  

→      + − −      +   

 

以 h 为扰动参数，考虑系统如下 

( ) ( )( )

( )
2

2

1
,

x h h x x xy
x

y yy y h h y
x y
β αδ

γ

 + + − −
  

→      + + − −      +   

                        (12) 

其中 1h  为小的扰动参数，接下来考虑变换 *u x x= − ， *v y y= − ，将不动点平移到原点，映射(12)变换

为如下形式： 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 * * * *

* *
2 *

* *

1

,

u h h u x u x u x v y
u

v y v yv v h h v y
u x v y

β α
δ

γ

 + + + − − − + +    
→     + + 

 + + + − −     + + +    

               (13) 

将映射(13)右侧在原点处进行泰勒级数展开，则映射(13)可写成 

( )
( )

11 12

21 22

,
,

,

f u vb bu u
b bv v g u v

     
→ +              

                            (14) 

其中 

( ) 2
13 14, ,f u v b u b uv= +  

( ) ( )( )42 3
23 24 26 1 2 4 6

2 2 3 2, .u ug u v b b uv b v c c c uv c vu u vv O= + + + + + + + +  
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将 1 2h h h= + 代入式(7)中可得到系统(14)所有系数。设系统(14)在原点处的特征方程为 

( ) ( )2 0,T h D hλ λ− + =                                 (15) 

其中 

( ) ( )( ) ( )2 * 22 2 * 22 2 * 211 , 1 .T h h x a D h h x a h h x a= − + + = − + + +  

因为 1 2 1λ λ= = ，使得 1λ 和 2λ 为(15)的共轭复根，则有 

( ) ( ) ( )2

1 2

4
, ,

2 2

i D h T hT h
λ λ

−
= ±  

因此， 

( )1 2 ,D hλ λ= =  

( )

0

d
1 0.

d
h

D h

h
=

 
  = ≠  
 

 

为了保证 0h = 时，特征方程的根不在坐标轴单位圆的交点上，我们需要当 0h = 时， 1 2, 1m mλ λ ≠ ，

1,2,3,4m = ，其等价于 ( )0 2,1,0, 2T ≠ − ，令 

( )
2

T h
θ = , 

( ) ( )24
.

2

D h T h
ω

−
=  

作变换 

,
u X

T
v Y
   

=   
   

 

其中
12

11

0b
T

bθ ω
 

=  − − 
，且 det 0T ≠ 则映射(14)可以写成 

( )
( )

2

2

,
,

,

f X YX X
Y Y g X Y

θ ω
ω θ

 −    
→ +              

                            (16) 

其中 

( ) 213 14
2

12 12

, ,
b bf X Y u uv
b b

= +  

( ) ( ) ( )

( )( )

11 13 11 1323 2624 1
2

12 12

2 2 3

2 42 362 4

,

,

b b b bb bb cg X Y uv v
b b

cc c uv v O X

u u

u v Y

θ θ
ω ω ω ω ω ω

ω ω ω

− −   
= − + − − −   
   

− − − + +

 

这里， 12u b X= ， ( )11v b X Yθ ω= − − 。 
为了确定(16)发生 Neimark-Sacker 分岔时闭合轨道的局部稳定性，需要计算判别量 L，且不能为零

[10] [12]，其中 

( ) ( )
2

221 2
20 11 11 02 2 21

1 0

1 2 1Re Re ,
1 2

h

L
λ λ

λ
λ

=

  −
= Φ Φ − Φ − Φ + Φ    −  

           (17) 
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( )11
1 ,
4 uu vv uu vvf f i g g Φ = + + +   

( )02
1 2 ,
8 uu vv uv uu uv uvf f g i g g f Φ = − − + − +   

( )20
1 2 2 ,
8 uu vv uv uu vv uvf f g i g g f Φ = − − + − −   

( )21
1

16 uuu uvv uuv vvv uuu uvv uuv vvvf f g g i g g f f Φ = + + + + + − −   

基于上述计算，如果条件(17)成立且 0L ≠ ，则当参数
( )

22
2

* 21 22

1 ah
x a a

−
=

−
在其小邻域内变化时，系统(4) 

在 ( )* *,x y 处发生 Neimark-Sacker 分岔。如果 0L > ，则在正不动点处分岔出一条排斥不变闭曲线，称为亚

临界 Neimark-Sacker 分岔；当 0L < 时，从正不动点 ( )* *,x y 处分岔出一条吸引不变闭曲线，称为超临界

Neimark-Sacker 分岔。 

5. 数值模拟 

为了验证理论结果，利用 Matlab 给出了具体参数值的相图。以 h 作为分岔参数，证明系统(4)在其参

数 ( ), , ,α β δ γ 的特定值下正不动点 ( )* *,x y 存在倍周期分岔和 Neimark-Sacker 分岔。 
首 先 ， 在 保 持 参 数 为 ( ) ( )1.5,0.5,0.4,0.0, , 1,α β δ γ = 固 定 的 情 况 下 ， 给 定 初 始 值 为

( ) ( )0.9311,0.0, 0689x y = ，分岔参数 h 在 ( )0.0519,0.074 的小邻域内发生变化时，研究系统(4)在正不动点

( )* *,x y 处的倍周期分岔。 
通过计算确定其分岔值为 0.05195h = 。当 0 0.05195h< < ，系统在正不动点处具有局部渐近稳定性；

当 0.05195 0.074h< < 时，稳定性消失，最终进入混沌状态。从图 2(b)的相位图中也可看出，不动点在

0.05195h < 时是稳定的，而倍周期分岔发生在 0.05195h = 左右。图 1 绘制了系统(4)的分岔图，证实了系

统(4)中存在倍周期分岔，并最终进入混沌区域。同时图 1(a)和图 1(b)相关的相图绘制在图 2 中。 
 

   
(a) nx 的分岔图                                    (b) ny 的分岔图 

Figure 1. The bifurcation diagram of model (4) over the interval where 0.05 0.074h≤ ≤ , given the parameters  
( ) ( )1.5,0.5,0.4,0.0, , 1,α β δ γ =  and the initial condition ( ) ( )0.7311,0., 2689x y =  

图 1. 当参数 ( ) ( )1.5,0.5,0.4,0.0, , 1,α β δ γ = ，初始条件 ( ) ( )0.7311,0., 2689x y = 时，模型(4)在 0.05 0.074h≤ ≤ 区间的分

岔图 
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(a) 0.051947h =                                     (b) 0.05195h =  

   
(c) 0.06483h =                                     (d) 0.074h =  

Figure 2. The phase diagrams of model (4) for different values of h, given the parameters ( ) ( )1.5,0.5,0.4,0.0, , 1,α β δ γ =  

and the initial condition ( ) ( )0.7311,0., 2689x y =   

图 2. 当参数 ( ) ( )1.5,0.5,0.4,0.0, , 1,α β δ γ = ，初始条件 ( ) ( )0.7311,0., 2689x y = 时，模型(4)在不同 h 值时的相图 

 
其次，在保持参数为 ( ) ( )0.5,0.1,, , 0 ,, .3 0.7α β δ γ = 固定的情况下，给定初始值为 

( ) ( )0.3736,0., 6364x y = ，分岔参数 h 在 ( )1.5,2.5 的小邻域内发生变化时，研究系统(4)在正不动点 ( )* *,x y
处的 Neimark-Sacker 分岔。 

通过计算，当 1.66034h = 时，系统(4)发生 Neimark-Sacker 分岔。随着 h 逐渐增大，不动点从局部稳

定变成内部渐进稳定的闭轨，即出现吸引不变闭合曲线，最后闭轨消失。图 3 绘制了系统(4)发生 Neimark-
Sacker 分岔时的分岔图。同时图 3(a)和图 3(b)相关的相图绘制在图 4 中。 

6. 总结 

本文研究了捕食者具有 Michaelis-Menten 型函数的离散捕食者–猎物模型的动力学问题。为了探索

模型的动力学性质，采用向前欧拉近似得到离散 Leslie-Gower 模型。利用分岔理论和中心流形定理等方

法对系统不动点的存在性和稳定性进行了理论分析，从理论上揭示了系统可能存在的分支现象，并验证

了正不动点的倍周期分岔和 Neimark-Sacker 分岔，给出了数值模拟的结果。 
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(a) nx 的分岔图                                    (b) ny 的分岔图 

Figure 3. The bifurcation diagram of model (4) over the interval where 1.5 2.5h≤ ≤ , given the parameters  
( ) ( )0.5,0.1,, , 0 ,, .3 0.7α β δ γ =  and the initial condition ( ) ( )0.3736,0., 6364x y =  

图 3. 当参数 ( ) ( )0.5,0.1,, , 0 ,, .3 0.7α β δ γ = ，初始条件 ( ) ( )0.3736,0., 6364x y = 时，模型(4)在1.5 2.5h≤ ≤ 区间的分岔图 

 

   
(a) 1.539978h =                                     (b) 1.66034h =  

   
(c) 1.66559h =                                     (d) 1.6779h =  
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(e) 1.7004015h =                                     (f) 1.750218h =  

   
(g) 2.3986457h =                                     (h) 2.4967836h =  

Figure 4. The phase diagrams of model (4) for different values of h, given the parameters ( ) ( )0.5,0.1,, , 0 ,, .3 0.7α β δ γ =  and 

the initial condition ( ) ( )0.3736,0., 6364x y =   

图 4. 当参数 ( ) ( )0.5,0.1,, , 0 ,, .3 0.7α β δ γ = ，初始条件 ( ) ( )0.3736,0., 6364x y = 时，模型(4)在不同 h 值时的相图 

 
结果表明，当选择积分步长 h 作为分岔参数时，具有 Michaelis-Menten 型捕食者捕获的离散时间

Leslie-Gower 系统表现出更丰富的动力学行为，有助于进一步认识捕食者种群存在非线性 Michaelis-Men-
ten 型收获效应时生态系统或物理系统的动态复杂性，维护生态系统的长期可持续发展。 
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