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摘  要 

考虑一类耦合边界条件和转移条件均含谱参数的二阶复系数微分算子的J-自伴性和格林函数。在适当的

Hilbert空间上定义一个与问题相关的线性算子，将所研究的问题转化为对此空间中算子的研究，并证明

该算子是J-自伴的。另外，通过构造微分方程的基本解得到问题的格林函数。 
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Abstract 
In this paper, we consider the J-self-adjointness and Green’s function of a class of discontinuous sec-
ond-order complex coefficient differential operator with eigenparameters in boundary and trans-
mission conditions. By introducing a linear operator related to the problem in a suitable Hilbert 
space, the considered problem can be interpreted as the study of the operator in this space, and this 
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operator is proved to be J-self-adjoint. In addition, the Green’s function of the problem is obtained 
by constructing the fundamental solutions of the differential equation. 
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1. 引言 

内部具有不连续性(即具有内部点条件或转移条件)的微分算子是解决热传导问题、弦的振动问题等

物理问题的有力工具。例如在研究复合材料叠层板块的热量传导问题时，由于不同板块的热传导系数不

同，板块与板块的结合部分热传导系数改变，则相应问题变为具有不连续性的问题[1]；在研究中间有结

点的弦振动问题时，需要考虑在一点处附加的质量，结点两侧会产生一定的关联关系，这种关系赋予了

适当的“转移条件”[2]。经典的微分算子问题，谱参数只出现在微分方程中，但随着力学、数学物理等

领域的发展，谱参数不仅出现在微分方程中，还可能出现在边界条件和转移条件中。 
关于边界条件含谱参数的对称微分算子的研究，Mukhtaro 和 Hao 等人考虑了边界条件一端含特征参

数的二阶微分算子，得到了算子的谱性质以及格林函数和预解算子等[3] [4]。李昆和郑召文[5]进一步考虑

了两端边界条件均含谱参数的不连续二阶微分算子的谱性质。随后，此类问题被推广到具有两个不连续

点以及更高阶的情形[6] [7]。 
关于转移条件含谱参数的对称微分算子(边界条件可能含谱参数，也可能不含谱参数)的研究，2005

年，Akdoğan [8]考虑了边界条件和转移条件均含谱参数的二阶边值问题的特征值及其对应特征函数的渐

近性。2015 年，上述问题被推广到具有两个转移点的情形[9]。同年，郭永霞[10]研究了多个转移条件含

谱参数的二阶 Sturm-Liouville 算子的谱及逆谱问题。之后，关于内部点条件含有谱参数的对称微分算子

问题又涌现出了一些较新的研究成果[11] [12]。 
另外，以上研究中微分算式系的数函数均为实值函数，当系数函数为复值函数时，由此生成的算子

为非对称微分算子，其中，J-对称微分算子就是一类特殊的非对称微分算子。 
关于 J-对称微分算子的 J-自伴扩张问题，Knowles I，Race D，Shang Z J 等对 J-对称微分算子 J-自伴

扩张域进行了解析刻画[13]-[15]。之后，J-对称微分算子的 J-自伴扩张问题还被推广到具有转移条件的情

形[16]。另外，关于 J-对称微分算子其他方面的研究，包括格林函数及预解算子，谱的离散性等也有一些

基础性的工作[17]。以上关于 J-对称微分算子的研究中，谱参数只出现在微分方程中，于是受到边界条件

和转移条件含有谱参数的对称微分算子研究成果的启发，我们要问，当边界条件和转移条件均含有谱参

数时，一般的二阶复系数微分方程形式下所生成的微分算子是否具有 J-自伴性？格林函数的表达式是什

么？这就是本文将要考虑的问题。 

2. 预备知识 

本节给出 C-自伴算子及 J-自伴算子的相关定义和结论。 
设 H 是可分的 Hilbert 空间， ( ),⋅ ⋅ 表示 H 上的内积。 
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定义 1 若 H 上的算子 C 满足： 2C I= ，则 C 是幂等的；若 

( ) ,  , , ,C x y x y x y Hα β α β α β+ = + ∀ ∈ ∈ , 

则 C 是反线性的；若 

( ) ( ), , ,  ,x y Cy Cx x y H= ∀ ∈ , 

则 C 是等距的。H 上幂等的等距反线性算子称为 C-算子。 
定义 2 设 A： ( )D A H→ 是闭稠密线性算子，C 是 H 上的 C-算子，若 ( ),f g D A∀ ∈ ，有 

( ) ( ), ,CAf g CAg f=  

即 A C CA∗⊂ ，则 A 是 C-对称算子。若 A C CA∗= ，则 A 是 C-自伴算子。 
定义 3 设 C 是 H 上的 C-算子，H 上的双线性型 [ ],⋅ ⋅ 表示为 

[ ] ( ), , ,  , ,x y x Cy x y H= ∀ ∈  

如果 [ ] ( ), , 0x y x Cy= = ，则称 x 与 y 在 [ ],⋅ ⋅ 下是正交的或 C-正交的。 
定义 4 设 A 是 H 上的稠定线性算子，若 

( ) ( ) ( ), , ,   , ,Ax Jy x JAy x y D A= ∀ ∈  

则 A 是 J-对称算子。其中 J 是 H 上取复共轭的算子，即 ,  x H Jx x∀ ∈ = 。 
引理 1 [17] A 是 J-对称算子的充要条件是： JA JA∗⊂  ( A J JA∗⊂ ，或 JAJ A∗⊂ ) 
定义 5 如果 JA JA∗=  ( A J JA∗= ，或 JAJ A∗= )，则 A 是 J-自伴算子。 
注 1 [17] C-对称和 C-自伴有时也称为 J-对称和 J-自伴，但在 Krein 空间中 C-自伴与 J-自伴不同。 

3. 新空间与新算子 

考虑一般形式的二阶复系数阶微分方程 

( ) ( )( ) ( ) ( ): ,l y p x y q x y w x yλ′′= − + =                            (1) 

其中 [ ) ( ], ,x I a c c b∈ = ∪ ， ( )1p x− ， ( )q x 是 [ ) ( ], , ,a c c b 上的连续复值函数，且 ( ) ( )lim ( )
x c

q x q c
→ ±

= ± 存在有

限极限， ( )1 , , 0w L I w∈ > ， λ∈是谱参数。 

含有谱参数的耦合型边界条件为 

( ) ( ) 0,AY a BY b+ =                                     (2) 

含有谱参数的转移条件为 

( ) ( ) 0,CY c DY c− + + =                                    (3) 

其中 

3 31 1 1 12 2

2 2 3 2 21 31

0
,  ,  ,  

0
00

A B C D
α θα λγ α θ λδ θ

β λγ β σ λδ σβ σ
− −      

= = = =      − −      
, 

( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ]T 11, ,  ,  , , , ,  1, 2,3,  1, 2, ,i i i j jiY y y y py i jγθ δα β σ⋅ = ⋅ ⋅ = ∈ = =′  , 

且假定 

2 1 2 1 3 3 3 30,  0α β θ σ ρ α β θ σ η− = − = > = = > .                     (4) 

定义 6 令微分算式 ( ) ( )( ) ( ):l y p x y q x y′′= − + ，由微分算式 ( )l y 生成的最大算子 MT 的定义为 
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( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }12 2,  , | , , ,M M M w wT y y D D y L I y y ACl I L Iy l y= ∈ = ∈ ∈ ∈  

其中 MD 称为 ( )l y 的最大算子域。  
引理 2 [18] 对于任意的复数组 41 3 42 3 1 2,, , , , , ,ξ ξ ξ τ τ τ τξ ，一定存在一个函数 Mf D∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 1 1 1
1 2 3 4 1 2 3 4, , , ,   , , ,f a f b f c f c f a f b f c f cξ ξ ξ ξ τ τ τ τ= = + = − = = = + = − = . 

在空间 ( )2
wL I 中定义内积 

( )2, d d ,  ,
c b

ww a c
f g f gw x f gw x f g L Iρ η= + ∀ ∈∫ ∫ , 

易知 ( )( )2
1 , ,wH L I ⋅ ⋅ 是 Hilbert 空间。在直和空间 4

1H= ⊕ 中定义内积 

1 1 1 2 2 3 3 4 42 3 4, , wF G f g f g f g f gm m fm gm= + + + + , 

( ) ( )T T
1 2 3 4 1 2 3 4, , , , ,  , , , ,F f f f f f G g g g g g∀ = = ∈ , 

则为 Hilbert 空间。其中 

( ) ( ) 1, , , , 1, 2,3, 4,i if x g x H f g i∈ ∈ =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

21 1 2 3 1 4 2

21 1 2 3 1 24

, , , ,

, , , ,g

f f a f f b f f c f f c

g a g g b g g c g g c

γ γ δ δ

γ γ δ δ

= = = − = +

= = = − = +
 

2 1 3 2 2 1
1 4

3
3

2
2, , , ,m m m mρ η ρ η

α γ β γ θ δ σ δ
− −= = = =  

在 Hilbert 空间上定义算子如下 

( )

( ) [ ] ( )
( ) ( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( ) ( )
( ) ( ) [ ] ( )

1 1

2 3

2

1 2 3
1 2

1
31

1
41

3

2 3

1

( )

l f
fw
ff a f a f b

TF Fff a f b f b
f

f c f c f c f
f c f c f c

λ
λα α α

λλβ β β
λ

θ θ θ λ
σ σ σ

 
   
   
 + +  
   = = = + +  
   − + − + +   

   − + + + + 

, 

( )T
1 2 3 4, , , ,F f f f f f∀ = ∈ , 

其中，算子 T 的定义域为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

T [1]
1 2 3 4 1

1 1 2 23 12 4

, , , , | , , , 0,

0, , , , .

locD T f x f f f f f f AC I l f H AF a BF b

CF c DF c f f a f f b f f c f f cγ γ δ δ

= ∈ ∈ ∈ + =

− + + = = = = − = +


 

为简便，令 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

1 1
2 3

2 3

1 1 2 3 2 1

1 1
1 1 2 3 2 1

,  ,

,  ,

M f f a f a f b M f f a f b f b

N f f c f c f c N f f c f c f c

α α α β β β

θ θ θ σ σ σ

= + + = + +

= + + + = + + +− − +−
       (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22 1 1 2,  , ,    ,M f f a M f f b N f f c N f f cγ γ δ δ′ ′ ′ ′= = − = +=            (6) 

即 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 2, , , ,F f M f M f N f N f′ ′ ′ ′= , 
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于是，问题(1)-(3)可转化为算子问题TF Fλ= 。 

4. 算子的 J-自伴性 

引理 3 ( )D T 在中稠密。 
证明 设 ( )( )T

1 2 3 4,, ,, f fF f x f f= ∈，且 ( )F D T⊥ 。令

0C∞ 表示下列函数的集合 

( )
( ) [ )
( ) ( ]

1

2

, , ,

, , ,

x x a c
x

x x c b

φ
φ

φ

 ∈= 
∈

 

其中， ( ) [ ) ( ) ( ]1 0 2 0, , ,x C a c x C c bφ φ∞ ∞∈ ∈ 。于是， { } { } { } { } ( ) ( )0 0 0 0 0 , 0C D T∞ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊂ ∈ 。设 

( )( )  { } { } { } { }0,0,0,0,0 0 0 0 0U u x C∞= ∈ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 。则 F U⊥ 。由 1, , 0F U f u= = 知 ( )f x 在 1H 中正交于


0C∞ ，故 ( )f x 为零。设 ( ) ( )( )  { } { } { }1 0, ,0,0,0 0 0 0G x g Cx g ∞= ⊕∈ ⊕ ⊕ ，则 1 1 1 0, , wF G f g m f g= + = ，由

于 1g 是任意选取的，故 1 0f = 。设 ( ) ( )( )  { } { } { }2 0,0, ,0,0 0 0 0G x g Cx g ∞= ⊕∈ ⊕ ⊕ ，则 

2 22, 0, wF G f g m f g+ == ，由于 2g 是任意选取的，故 2 0f = 。同理可以证明 3 40,  0f f= = 。于是

( )T0,0,0,0,0F = 。所以与 ( )D T 正交的只有零元素，从而证得 ( )D T 在中稠密。 
定理 1 算子 T 是定义在中的 J-自伴算子。 
证明 对 ( ),F G D T∀ ∈ ，由分部积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2 3 1 1 4 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 3 1 1 1 1

4 2 2 2 2

, ,

, , ,

,

w
c b

a c

l f
TF JG Jg m M f JM g m M f JM g m N f JN g m N f JN g

w

F JTG f g f g m M f M g M f M g

m M f M g M f M g m N f N g N f N g

m N f N g N f N g

ρ η−

+

′ ′ ′ ′= + + +

′ ′= + + + −

′ ′ ′ ′+ − + −  
′

+

  
  

′+   −

 

其中 

[ ]( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )1 1, ,f g x f x g x f x g x= −                           (7) 

根据(4)，(5)，(6)式，经推导计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 , , ,m M f M g M f M g m M f M g M f M g f g a f g bρ η′ ′ ′ ′− + − = −      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )3 1 1 1 1 4 2 2 2 2 , , ,m N f N g N f N g m N f N g N f N g f g c f g cη ρ′ ′ ′ ′− + − =   −  + −  

因此 

, ,TF JG F JTG= , 

故算子 T 是 J-对称的。接下来利用 J-自伴算子的定义来证明算子 T 的 J-自伴性。 
下面只需证明：若对于任意的 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T

1 2 1 2, , , ,F f M f M f N f N f D T′ ′ ′ ′= ∈ ，有 , ,TF JG F Z= 成

立，则 ( )G D T∈ 且 JTG Z= ，其中 ( )T
1 2 3 4, , , ,G g g g g g= ， ( )T

1 2 3 4, , , ,Z z z z z z= ，即 

(i) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )1
1, ,loc

l g
g x g x AC I H

w
∈ ∈ ; 

(ii) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 21 422 1, , ,g g a g g b g g c g g cγ γ δ δ= = = =− + ; 

(iii) ( ) [ ] ( ) ( )1
1 1 2 3z J g a g a g bα α α = + +  , ( ) ( ) [ ] ( )2 3

1
2 1z J g a g b g bβ β β = + +  ,  

( ) [ ] ( ) ( )1
1 33 2z J g c g c g cθ θ θ = + − + + −  , ( ) ( ) [ ] ( )1

14 2 3z J g c g c g cσ σ σ = + + ++ −  ;  
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(iv) ( ) ( )z x pg qg′ ′= − + 。 
对 { } ( )4

0 0F C D T∞∀ ∈ ⊕ ⊂ ，由 , ,TF JG F Z= 可得 

( ) ( )d d d d
c b c b

a c a c
l f gw x l f gw x f zw x f zw xρ η ρ η+ = +∫ ∫ ∫ ∫ , 

即
( ) , , w

w

l f
Jg f z

w
= ，由标准 Sturm-Liouville 理论，(i)和(iv)成立。 

由 , ,TF JG F Z= 及(iv)可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2 3 1 3 4 2

1 1 1 2 2 2 3 1

4

3 4 2 4

,

, ,

w

w

l f
g m M f Jg m M f Jg m N f Jg m N f J

w

Jl g
f m M f z m M f z m N f z m N f z

w

g+ + + +

′ ′ ′ ′= + + + +

 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

3 1 3 1 3 4 2 4 2 4

, ,

.
w w

l f Jl g
Jg f m M f z M f g m M f z M f g

w w

m N f z N f g m N f z N f g

      

 

′ ′= + − + −

 ′+ − − ′+  

 

另一方面， 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ), , , , , , ,
w w

l f Jl g
Jg f f g c f g c f g b f g c

w w
ρ ρ η η= + − − − + − +  

因此，结合(7)式有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

3 1 3 1 3 4 2 4 2 4

T T T T

, , , ,

.

m M f z M f g m M f z M f g

m N f z N f g m N f z N f g

f g c f g a f g b f g c

c c a a b b c c

ρ ρ η η

ρ ρ η η

   ′ ′   
  

− + −

+ − + −

= − − + −

′ ′   
+

= − − − + − + +       

            (8) 

其中， [ ]( )T1,f f= , [ ]( )1,g g= , 
0 1
1 0

− 
=  
 

 。 

根据引理 2，结合 J-自伴算子的定义可知，存在函数 ( )D T∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1, 0,fc c b a f a γ
ρ

′=+ = − = = = −   0 , 

此时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1
1 2 1 2 2 1 2 0,M f M f N f N f M f N f N f M f α γ

ρ
′ ′ ′′= = = = = = = = − , 

于是结合(8)式可知 ( )1 1g g aγ= 。同理，根据引理 2，令 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )1 2, 0, ,f bc a fc b γ
η

= =+ = − = = −   0                    (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )1 1, 0, ,c a b f c f c δ
ρ

+ = = = − = − = −   0                   (10) 
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )1 1, 0, ,c a b f c f c δ
ρ

+ = = = − = − = −   0                    (11) 

将(9)~(11)式分别代入(8)式，即可求得 

( ) ( ) ( )2 3 12 24,  ,  ,g g b g g c g g cγ δ δ= = − = +  

所以(ii)成立。 
利用与(ii)的证明类似的方法，可以证明(iii)成立。事实上，根据引理 2，选取 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 11 1

2 3

, 0, 1, , ,f b f a fc c a f bα β
α β

= =+ − = = − = −=  0             (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 13 2

2 3

, 0, 1, , ,f a f b fc c a f bα β
α β

= =+ − = = − = −=  0             (13) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 11 1

2 3

, 0, 1, , ,f c f c fb f ca c θ σ
θ σ

+ = − = − = − + = −= =  0            (14) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 13 2

2 3

, 0, 1, , ,f c f c fb f ca c θ σ
θ σ

− = + = − = − + = −= =  0           (15) 

将(12)~(15)式分别代入(8)式，可以得到 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2
1 1

31 1 2 3 2 1,z g a g a g b z g a g b g bα α α β β β= + + = + + , 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )3 4 2 3
1 1

1 2 3 1,z g c g c g c z g c g c g cθ θ θ σ σ σ= + + = + +− − + − + + , 

所以(iii)成立。 
综上所述，算子 T 是 J-自伴算子。 
根据定义 3 及 Hilbert 空间中内积的定义可得： 
推论 1 若 1λ 和 2λ 是算子 T 两个不同的特征值，则相应的特征函数 ( )f x 与 ( )g x 在如下内积意义下是

C-正交的： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 1 1 4 2 2 0d d
c b

a c
fgw x fgw x m M f M g m M f M g m N f N g m N f N gρ η ′ ′ ′ ′ + ′ ′ ′ ′+ =+ + +∫ ∫ . 

5. 格林函数 

首先，定义微分方程(1)的基本解为 ( )
( ) [ )
( ) ( ]

1

2

, ,   ,
,

, ,   ,

x x a c
x

x x c b

ϕ λ
ϕ λ

ϕ λ

 ∈= 
∈

和 ( )
( ) [ )
( ) ( ]

1

2

, ,   ,
,

, ,   ,

x x a c
x

x x c b

χ λ
χ λ

χ λ

 ∈= 
∈

。 

设 ( ) ( )1 1, , ,x xϕ λ χ λ 是方程(1)在区间 [ ),a c 上满足如下初始条件的线性无关解 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 1
1 1 1 1, 1, , 0, , 0, , 1,a a a aϕ λ ϕ λ χ λ χ λ= = = =  

其中 [ ]1 pϕ ϕ′= ，它们的 Wronski 行列式独立于变量 x，记为 ( )1ω λ ，且 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )
( ) [ ] ( )

1
1 1

1 1 1
1 1

, ,
1

, ,x a

a a

a a

ϕ λ ϕ λ
ω λ ω λ

χ λ χ λ=
= = = . 

设 ( ) ( )2 2, , ,x xϕ λ χ λ 是方程(1)在区间 ( ],c b 上满足如下初始条件的解 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )1
2 1 1 1 2 1

3

,1, , ,c c cϕ θ λδ ϕ θ ϕλ λ
θ

λ= − − − − + +                      (16) 
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[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ] ( ){ }2 2
1 1

2 1 1 3 1 1 2 12 2
1, , , ,c c cϕ λ σ λδ θ λδ θ σ ϕ λ σ λδ θ ϕ λ
η

+ = − − − − + − −        (17) 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )1
2 1 1 1 2 1

3

1, , , ,c c cχχ λ θ λδ χ λ θ λ
θ

 = − −+− − +                 (18) 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ] ( ){ }1 1
2 1 1 32 2 1 1 2 12 2

1, , , .c c cχ λ σ λδ θ λδ θ σ χ λ σ λδ θ χ λ
η

= − − − − + − −  +    (19) 

函数 ( ) ( )2 2, , ,x xϕ λ χ λ 的 Wronski 行列式独立于变量 x，记为 ( )2ω λ 。 
引理 4 对任意的 λ∈，有 ( ) ( )2 1ηω λ ρω λ= 成立。 
证明 因为 Wronski 行列式独立于变量 x，所以有 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )
( ) [ ] ( )

1
2 2

2 2 1
2 2

, ,
,

, ,x c

c c

c c

ϕ λ ϕ λ
ω λ ω λ

χ λ χ λ=

+ +
= =

+ +
 

将(16)~(19)代入上式，经计算化简得 

( )
[ ] ( )

( ) [ ] ( ) ( )
[ ] ( )

( ) ( ) [ ] ( )

( )

1
2 1

2 1
3 2 1 3 1 1

1
2 1

1
3 1 1 2

2

2 1

2

2

1

,1
, ,

,

, ,

0

.

0

c

c c

c

c c

θ ϕ λ
ω λ

θ η σ λδ θ λ θ σ χ λ

θ χ λ

θ σ λ σ λδ θ χ λ

ρ ω λ
η

ϕ

ϕ

 −= − 
− − − −

− + 
− − − − 

=

 

引理 5 设 

( )
( ) [ )
( ) ( ]

1

2

, ,   , ,
,

, ,   , ,

y x x a c
y x

y x x c b

λ
λ

λ

 ∈= 
∈

 

是微分方程(1)的任意一个解，则此解可以表示为 

( )
( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ]

1 1 12

3 42 2

, , ,    , ,
,

, , ,   , ,

x d x x a c
y x

x

d

d d x x c b

ϕ λ χ λ
λ

ϕ λ χ λ

 + ∈= 
+ ∈

 

若 ( ),y x λ 满足转移条件(3)，则 1 3 2 4,d d d d= = 。 
证明 将 ( ),y x λ 的表达式代入转移条件(3)，有 

( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( )

( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( )

1 2 1 3 2 231 4

2

1 1 2
1 1 1 1

1 1 2 1 32 31 2 24

, , , ,0
, , ,0 ,

0,
c d c d c d c

c d c d c dd c

d ϕ χ ϕ χθθ λδ θ
σ λ

λ λ λ λ

λ δ σσ ϕ λ λχ ϕ χ λ

 − + −   + + + −   
+ =        −− + − + + +      

  (20) 

将(16)~(19)代入(20)式，得到关于 1 3 2 4,d d d d− − 的方程组 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 1
1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 2 1 2 4

1 1 1 3 1 1 2 4

, , , ,

, ,

0,

0.

c c d d c c d d

c d d c d d

λ λ λ λ

λ λ

θ λδ ϕ θ ϕ θ λδ χ θ χ

σ ϕ σ χ

   − − + − − + − − + − − =   
− − + − − =





  (21) 

方程组(21)的系数行列式为 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
( ) ( )

( )
1 1

1 1 1 2 1 1 1 1 2 1
1

1 1 1 1

, ,
,

,

, ,
0

,c c c c

c c

θ λδ ϕ θ ϕ θ λδ χ θ χ
ω λ

σ ϕ σ

λ λ λ λ
ρ

λχλ

− − + − − − + −
= ≠

− −
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从而可得 1 3 2 4,d dd d== 。 

设 ( )
( ) ( )

[ ] ( ) [ ] ( )
1 1

1 1 1
1 1

, ,
Φ ,

, ,

x x
x

x x

ϕ λ χ λ
λ

ϕ λ χ λ

 
=   
 

， ( )
( ) ( )

[ ] ( ) [ ] ( )
2 2

2 1 1
2 2

, ,
Φ ,

, ,

x x
x

x x

ϕ λ χ λ
λ

ϕ λ χ λ

 
=   
 

，则有 

定理 2 复数 λ 是问题(1)~(3)的特征值，当且仅当 λ 满足 ( ) ( )( )Δ det Φ , 0A B bλ λ= + = 。 
证明 设 0λ 是问题(1)~(3)的特征值， ( )0,y x λ 为相应的特征函数。由引理 5 知，存在不全为零的常数

1 2,c c ，使得 

( )
( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ]

1 1 0 2 1 0
0

1 2 0 2 2 0

, , , , ,
,

, , , , .

c x c x x a c
y x

c x c x x c b

λ χ λ
λ

λ

ϕ

ϕ χ λ

 + ∈= 
+ ∈

 

将 ( )0,y x λ 代入边界条件(2)可得 

( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( )

( ) ( )
[ ] ( ) [ ] ( )1 1 1 1

1

1 1 0 2 1 0 1 2 0 2 2 0

1 0 2 0 1 01 2 22 0

, , , ,
0,

, , , ,

c a c a c b c b
A B

c a c a c b c b

λ χ λ λ χ λ

λ χ λ λ χ

ϕ ϕ

ϕ λϕ

   + +
+ =      + +   

 

即 

( )( )( )T
0 1 2Φ , , 0,A B b c cλ+ =                              (22) 

反之，若 ( )( )0det Φ , 0A B b λ+ = ，则关于 1 2,c c 的齐次线性方程组(22)有非零解 ( )2
T

1,c c′ ′ 。令 

( )
( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ]

1 1 0 2 1 0
0

1 2 0 2 2 0

, , , , ,
,

, , , , ,

c x c x x a c
y x

c x c x x c b

λ χ λ
λ

λ χ λ

ϕ

ϕ

′ ′ + ∈= 
′ ′+ ∈

 

则 ( )0,y x λ 是方程(1)满足条件(2)和(3)的非零解。因此 0λ 是问题(1)~(3)的特征值。 
令 ( ){ }Ω | Δ 0λ λ= ∈ ≠ 。考虑非齐次微分方程 

( ) ( ) , ,l y wy f x w x Iλ− = ∈                            (23) 

具有边界条件和转移条件(2)~(3)，其中 Ω,  f Hλ∈ ∈ ， 
设齐次微分方程 ( ) 0,l y wy x Iλ− = ∈ 的通解为 

( )
( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) ( ]

1 1 1 2 1

2 3 2 4 2

, , , ,  , ,
,

, , , ,  , ,

y x C x C x x a c
y x

y x C x C x x c b

λ ϕ λ χ λ
λ

λ ϕ λ χ λ

 = + ∈= 
= + ∈

 

则非齐次微分方程(23)的通解为 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]

1 1 1 2 1

2 3 2 4 2

, , , , , ,  , ,
,

, , , , , , , .

y x C x x C x x x a c
y x

y x C x x C x x x c b

λ λ ϕ λ λ χ λ
λ

λ λ ϕ λ λ χ λ

 = + ∈= 
= + ∈

 

当 [ ),x a c∈ 时， ( ) ( )21 , , ,C x C xλ λ 满足线性方程组 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )

1 1 2 1

1 1
1 1 2 1

, , , , 0,

, , , , ,

C x x C x x

C x x C x x f x w x

λ ϕ λ λ χ λ

λ ϕ λ λ χ λ

′ ′+ =


′ ′+ = −
                 (24) 

当 ( ],x c b∈ 时， ( ) ( )3 4, , ,C x C xλ λ 满足线性方程组 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )

3 2 4 2

1 1
3 2 4 2

, , , , 0,

, , , , ,

C x x C x x

C x x C x x f x w x

λ ϕ λ λ χ λ

λ ϕ λ λ χ λ

′ ′+ =


′ ′+ = −
                (25) 

当 [ ),x a c∈ 时，方程组(24)的解可以表示为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2, , d , , , d ,
x x

a a
C x t f t w t t k C x t f t w t t kλ χ λ λ ϕ λ= + = − +∫ ∫  

当 ( ],x c b∈ 时，方程组(25)的解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 4 2 4, , d , , , d ,
x x

c c
C x t f t w t t k C x t f t w t t kη ηλ χ λ λ ϕ λ

ρ ρ
= + = − +∫ ∫  

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 2 1, , , , , d , , ,
x

a
y x x t x t f t w t t k x k xλ ϕ λ χ λ χ λ λ ϕ λ λϕ χ= − + +  ∫      (26) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 3 2 4 2, , , , , d , , ,
x

c
y x x t x t f t w t t k x k xηλ ϕ λ χ λ χ λ λ ϕ χ λ

ρ
ϕ λ= − + +  ∫    (27) 

其中 1 2 3 4, , ,k k k k 为任意常数。 
下面求常数 1 2 3 4, , ,k k k k 。将(26)，(27)代入转移条件(3)，根据 ( ) ( )2 2, , ,x xϕ λ χ λ 满足的初始条件

(16)~(19)可得如下方程组 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1

1 1 1

3 1 2 4 2 2

1 1 1 13 4 2

, , d , , d , , 0,

, , d , , d , , 0,

c c

a a
c c

a a

c t f t w t t c t f t w t t k k c k k c

c t f t w t t c t f t w t t k k c k k c

χ λ ϕ λ ϕ λ χ λ ϕ λ χ λ

χ λ ϕ λ ϕ λ χ λ ϕ λ χ λ

 + − + + − + + − + =

 − − − + − − + − − =

∫ ∫

∫ ∫
 

由此方程组求出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 121 4, d ,  , d ,
c c

a a
k k t f t w t t k k t f t w t tχ λ ϕ λ−= =+ ∫ ∫                  (28) 

将(28)代入(27)中，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

1 1

1

, , , , , d

, , , , d

, , .

c

a

x

c

y x x t x t f t w t t

x t x t f t w t t

k x k x

λ ϕ λ χ λ χ λ λ

η ϕ λ χ λ χ λ λ
ρ
ϕ λ

ϕ

χ λ

ϕ= −  

+ −  

+ +

∫

∫  

从而 ( ),y x λ 可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , d , , ,
b

a
y x K x t f t w t t k x k xλ λ ϕ λ χ λ= + +∫                    (29) 

其中 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1

, , , , , ,
,

, ,
, , , ,, , , , ,

,, , , , ,

.

0,
0,

0,

x t x t a t x c
a x t c
a x c c t b

K x t a t c c x bx t x t
c t x bx t x t

c x t b

ϕ λ χ λ χ λ λ

λ
ϕ λ χ λ χ

ϕ

ϕ

ϕ

λ λ

η ρ ϕ λ χ λ χ λ λ

− ≤ ≤ <
≤ ≤ <
≤ < < ≤
≤ < < ≤−
< ≤ ≤− 




= 






< ≤ ≤

 

将边界条件(2)表示为如下形式 

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

2

2 2

1
1 1 1 3

1
1 2 3

0,

0,

U y y a y a y b

U y y a y b y b

α λγ α α

β β λγ β

= − + + =

= + − + =
                    (30) 

将(29)代入(30)可得 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 2 1 1

1 2 2 2

, , d ,

, , d ,

b

a
b

a

k U x k U x U K f t w t t

k U x k U x U K f t w t t

ϕ λ χ λ

ϕ λ χ λ

+ = −

+ = −





∫

∫
 

关于 1 2,k k 的方程组系数行列式为 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1

2 2

, ,
det Φ , Δ 0

, ,

U x U x
A B b

U x U x

ϕ λ χ λ
λ λ

ϕ λ χ λ
+ == ≠ . 

根据克莱姆法则可得 

( )
( )

( )
( )

1 2
1 2

Δ Δ
,   ,

Δ Δ
k k

λ λ
λ λ

= =  

其中 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 2

2 22 2

d , , d
Δ ,  Δ ,

d , , d

b b

a a
b b

a a

U K f t w t t U x U x U K f t w t t

U K f t w t t U x U x U K f t w t t

χ λ ϕ λ
λ λ

χ λ ϕ λ

− −
= =
− −

∫ ∫

∫ ∫
 

将 1 2,k k 代入(29)中可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1, , , d Δ , Δ ,

Δ

1, , , , d .
Δ

b

a

b

a

y x K x t f t w t t x x

K x t B x t f t w t t

λ λ λ ϕ λ λ χ λ
λ

λ λ
λ

= + +

 
= +  

 

∫

∫
 

进一步， ( ),y x λ 亦可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ), , , d
b

a
y x G x t f t w t tλ λ= ∫ ,                           (31) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , ,
Δ

G x t K x t B x tλ λ λ
λ

= + , ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1

2

1 1

22

, ,

, , , ,

, , 0

U x U x U K

B x t U x U x U K

x x

ϕ λ χ λ

λ ϕ λ χ λ

ϕ λ χ λ

= . 

定义 7 由式(31)表出的积分核 ( ), ,G x t λ 称为算子 T 的格林函数。 
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