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摘  要 

非局部Allen-Cahn的数值模拟在实际应用中得到了广泛应用。然而，开发一种既高效又符合物理定律的

数值方法仍是一个重大挑战。近年来，利用神经网络求解偏微分方程显示出了巨大的潜力。受这些研究

的启发，我们提出在Evolutionary Deep Neural Network (EDNN)中引入一个辅助变量，以保持偏微分

方程的基本物理特性。该方法确保离散数值格式具有无条件能量耗散特性，从而将问题框定为一个最小

化任务。我们对非局部Allen-Cahn方程进行了数值模拟，验证了我们修正过的EDNN的准确性和效率。 
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Abstract 
The numerical simulation of nonlocal Allen-Cahn equations has been widely applied in practical 
applications. However, developing an efficient numerical method that adheres to physical laws re-
mains a significant challenge. Recently, the use of neural networks to solve partial differential equa-
tions has demonstrated great potential. Inspired by these studies, we propose incorporating an aux-
iliary variable into the Evolutionary Deep Neural Network (EDNN) framework to preserve the 
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fundamental physical properties of partial differential equations. This approach ensures that the 
discrete numerical scheme possesses an unconditionally energy dissipation property, thereby 
framing the problem as a minimization task. To validate the accuracy and efficiency of our modified 
EDNN, we conducted numerical simulations of the nonlocal Allen-Cahn equation. 
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1. 引言 

过去，研究人员通常采用常规方法对相场模型进行数值模拟。然而，解决这类方程的传统方法需要

网格划分、求解非线性方程组、产生大量的计算费用，并面临巨大的技术障碍。目前，随着人工智能的

广泛应用，利用神经网络求解偏微分方程得到了研究人员的广泛关注。与传统方法相比，基于神经网络

的方法不仅可以实现快速的正演和逆建模[1] [2]，而且可以有效地处理非线性问题[3]。它们可以解决更复

杂和高维的偏微分方程，可能会彻底改变传统的数值技术，并促进数值模拟的实质性转变。 
近年来，许多学者提出用神经网络求解相场模型。Goswami 等人[4]通过最小化系统的变分能量来求

解相场方程。Qiu 等人[5]通过将相场模型的物理信息编码到神经网络的残差中，开发了基于物理的神经

网络相场方法(PF-PINNs)。Kiyani 等人[6]提出了基于多层感知器和卷积神经网络(CNN)的数据驱动架构，

用于求解相场模型。这些方法大多施加强物理约束，在神经网络训练过程中加入物理约束，以保证相场

模型的数值模拟结果满足相应的物理性质。然而，由于相场模型满足某些独特的物理性质，如质量守恒

和能量衰减，因此构建无条件满足方程固定物理性质的数值算法是极具挑战性的。 
因此，我们的目标是设计一种神经网络方法来求解保证无条件能量耗散的相场模型。在最近的一项

研究中，Du 等人[7]提出了 Evolutionary Deep Neural Network (EDNN)。这种神经网络方法的显著特点在

于它的解只表示一个即时解，而神经网络的输出是一个独立时间步长的解。将神经网络参数视为时间 t 的
函数。在初始时间获取参数后，可以使用常规数值方法更新后续的神经网络参数。在 EDNN 的基础上，

我们引入辅助变量来构建一个无条件满足能量耗散特性的神经网络方法。 

2. 预备知识 

2.1. 非局部 Allen-Cahn 方程的性质 

从数学的角度来看，相场模型总是由自由能的泛函变化推导出来的。经典的 Allen-Cahn 方程是 Allen
和 Cahn (1979) [8]提出的，用于模拟结晶固体中反相边界的运动。经典的 Allen-Cahn 方程 

( )2u u f u
t

ε∂
= ∆ +

∂
                                    (1) 

在 L2 梯度流的自由能泛函可表达为 

( ) ( ) ( )( )
2

d
2

E u u F uε
Ω

 
= ∇ + 

 
∫ x x x . 
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简单来说把非局部算子 −替换掉(1)中的拉普拉斯算子 ∆可以得到非局部 Allen-Cahn 方程 

( )2u u f u
t

ε∂
= − +

∂
  ,                                   (2) 

其中 ( ) ( )F u f u′ = − ，非局部算子 −的定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) du u uK
Ω

= − −  ∫ x x y x y y , 

核函数 K 通常满足对称性、正定性、归一性等性质。 
非局部自由能泛函表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
d d

4
E u J u u F uε

Ω Ω

 
= − − +   

 
∫ ∫ x y x y y x x .               (3) 

根据非局部算子 L 的定义及核函数 K 所满足的条件，我们可以推导出 

( ) ( ) ( ) 21( , ) d d 0
2

u u K u u
Ω Ω

= − − ≥  ∫ ∫ x y x y y x  

因此，非局部自由能泛函(3)可以等效表示为 

( ) ( ) ( )( )
2

, d
2

E u u u F uε
Ω

= + ∫ x x .                           (4) 

由[9]可知，非局部 Allen-Cahn 方程满足能量耗散规律，即非局部 Allen-Cahn 方程精确解会对应的自

由能泛函会随着时间减小。 

2.2. Evolutionary Deep Neural Network 

初始时，训练 EDNN 的参数用于表示系统的初始状态，随后无需进一步训练即可动态更新，以准

确预测偏微分方程系统的演化过程。边界条件作为硬约束嵌入到神经网络中，确保整个求解轨迹完全

符合物理规律。EDNN 以 x 作为输入，网络参数向量 ( )W t 包含了所有神经网络的参数。EDNN 的输出

表示为 

( )( ) ( )( )( )2 1 1 1 2, n nu x t W x b b bσ σ σ= + + +  , 

其中 iW 表示第 i 层的权重矩阵， ib 表示第 i 层的偏置向量， iσ 表示第 i 层的激活函数，n 表示网络的总层

数。EDNN 的核心目标是在初始时刻利用给定的初始值对神经网络参数进行训练。基于链式法则，可以

推导出以下关系 
u u
t t

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂



. 

我们的目标就是要推导出
t

∂
∂


，在 EDNN 中，我们可以通过以下公式得到 

( ) ( ) ( )( )
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γ γ γ ε
Ω

∂ ∂
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.          (5) 

完成神经网络训练并获得初始网络参数 ( )0W 后，可以采用常规数值方法(例如欧拉法)来更新后续参

数，具体表达如下： 

( )
1

argmin
n n

γ
τ

+ −
=

 
 . 

( )n
nt=  ，其中{ }nt 表示[0, T]的分区，τ 表示时间步长。 
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EDNN 在求解热方程、Burgers 方程[7]等方面展现了较强的通用性和准确性。然而，在求解非局部

Allen-Cahn 方程时，它未能保持能量耗散特性。为了解决这一问题，我们在 EDNN 中引入了辅助变量，

从而构建了一种能够保持能量耗散、精确易于实现的数值格式。 

3. 能量耗散型 EDNN 

最近，[10]基于 stabilized exponential scalar auxiliary variable (sESAV)构造了非局部 Allen-Cahn 方程的

一阶无条件能量稳定格式。更准确地说，它进入了辅助变量 ( ) ( )( )1s t E u t= ，将(2)改写为 

{ }
( ){ } ( )

{ }
( ){ } ( )
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ss uf u
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,                              (6) 

其中 ( ) ( )f u F u′= − ， ( ) ( )( )1 dE u F u
Ω

= ∫ x x 。同时构造了一个修正后的非局部自由能泛函 

( ) ( )
2

, ,
2

E u s u u sε
= + ,                                  (7) 

使其在连续意义上等价于初始能量泛函(4)且在[10]中证明了格式(6)满足能量耗散规律。 

为确保修正后的能量耗散规律在 EDNN 中得以保持，我们只需用
{ }
( ){ } ( )

1
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s
f u

E u
替换(5)中的 ( )f u

此时，神经网络的更新规则为 
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从最优性准则推导出的线性系统为 
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最优解 optγ 的近似值 optγ̂ 是通过求解 T Tˆoptγ =J J J N 得到的。J 是神经网络的梯度，N 表示在特定空间

点处计算的偏微分方程算子。它们定义为 

( ) ( ) { }
( ){ } ( )2
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exp
,

exp

i
i i

ij i i
j

su u f u
W E u
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其中，索引 1,2,i = 对应于配点，而索引 1,2,j = 表示神经网络参数。方程 T Tˆoptγ =J J J N 的解可作为

时间导数的近似值。求解方程 T Tˆoptγ =J J J N 的两种方法包括直接求逆和优化。当 optγ̂ 被求得后，使用正向

欧拉法计算 1nW + 。 

4. 数值实验 

本节旨在通过数值实验，测试和比较所提出的能量耗散型 EDNN 和 EDNN，特别关注数值能量稳定

性。我们考虑在二维空间域 ( ) ( )1,1 1,1Ω = − × − 上，具有高斯核函数和周期边界条件非局部 Allen-Cahn 方

程。我们定义高斯核为 
2

2

22

4 e
x

d
d

K δ
δ

δ

−

+

=
π

，其中 0.05, 2dδ = = 。 
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此时，非局部 Allen-Cahn 方程可以用下面的方程来描述 

( ) [ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 , , 1,1

, ,0 0.5cos cos

1, , 1, , , 1, ,1, 0

tu u f u x y

u x y x y

u y t u y t u x t u x t

ε= − + ∈ −

= π π

− = = − = =

 

. 

通常，ε 设为 0.01， ( ) ( ) 3f u F u u u′= − = − 。在整个训练阶段，选择 0.001τ = ，网格由 65 × 65 个空间

点组成。利用能量耗散型 EDNN 和 EDNN 方法计算不同时刻的数值解，如图 1 所示。为了确定数值误差， 
 

   
(a) T = 0.25                                        (b) T = 0.5 

   
(c) T = 0.75                                          (d) T = 1 

   
(e) T = 0.25                                         (f) T = 0.5 
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(g) T = 0.75                                          (h) T = 1 

   
(i) T = 0.25                                         (j) T = 0.5 

   
(k) T = 0.75                                          (l) T = 1 

Figure 1. (a)~(d) is the solution obtained by the EDNN; (e)~(h) is the solution obtained by the energy dissipation EDNN; 
(i)~(l) represents the benchmark solution 
图 1. (a)~(d) 是通过 EDNN 获得的解；(e)~(h) 是通过能量耗散型 EDNN 获得的解；(i)~(l)表示基准解 
 
采用传统的 sESAV 方法计算的解作为基准，两种方法得到的解的误差比较详见表 1 和图 2。表 1 汇总了两

种方法在均方误差(MSE)指标上的对比结果，可以看出，与基准解相比，能量耗散型 EDNN 在相同时间步长

和空间网格下的均方误差均显著低于 EDNN 方法的误差，展现了其更高的精确性。图 2 进一步展示了两种

方法的绝对误差，从图中可以清晰地观察到，能量耗散型 EDNN 的误差更小。结合表 1 和图 2 的结果可知， 
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Table 1. Error comparison for different methods 
表 1. 不同方法的误差比较 

误差 T = 0.25 T = 0.5 T = 0.75 T = 1 

EDNN 3.88e−02 1.75e−01 3.73e−01 7.06e−02 

能量耗散型 EDNN 5.04e−05 2.68e−04 7.72e−04 1.64e−03 

 

   
(a) T = 0.25                                          (b) T = 0.5 

   
(c) T = 0.75                                          (d) T = 1 

   
(e) T = 0.75                                         (f) T = 0.75 
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(g) T = 0.75                                        (h) T = 0.75 

Figure 2. (a)~(d) are the errors between the EDNN and the benchmark; (e)~(h) are the errors between the energy dissipation 
EDNN and the benchmark 
图 2. (a)~(d) 表示 EDNN 与基准之间的误差；(e)~(h) 表示能量耗散型 EDNN 与基准之间的误差 
 
能量耗散型 EDNN 在数值精度上优于传统 EDNN 方法，且在与 sESAV 基准解的对比中表现出明显的优势。

随后，对能量耗散型 EDNN 和 EDNN 进行能量计算，并与基准能量值进行比较，如图 3 所示。结果表明，

EDNN 计算的数值解不符合能量耗散规律，而能量耗散型 EDNN 计算的数值解能够准确满足能量耗散规律，

这一特点验证了能量耗散型 EDNN 方法在保持解的物理一致性方面的优越性。 
 

 

 
Figure 3. The energy of simulated solutions computed by the EDNN and energy dissipation EDNN methods 
图 3. 采用 EDNN 和能量耗散型 EDNN 方法计算模拟解的能量 
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5. 结论 

在本研究中，我们在 EDNN 框架中引入辅助变量来解决周期边界条件下的非局部 Allen-Cahn 方程的

能量耗散问题。通过引入合适的辅助变量，使得 EDNN 的输出满足能量耗散，进一步提高了解的精度。 
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