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摘  要 

文章主要研究在二维空间 2 中非局部Cahn-Hilliard-Navier-Stokes系统弱解的适定性和长时间渐近行

为。我们用标准的Galerkin方法并结合解的估计方法证明了弱解的整体存在性和唯一性，通过系统的能

量方程得到了解的耗散估计，从而在空间m中建立了全局吸引子的存在性。 
 

关键词 

非局部Cahn-Hilliard-Navier-Stokes系统，弱解，全局吸引子 
 

 

Well-Posedness and Asymptotic  
Behavior of Solutions for Nonlocal  
Cahn-Hilliard-Navier-Stokes System 

Zhiyao Fan, Zhilin Pu* 
School of Mathematical Sciences, Sichuan Normal University, Chengdu Sichuan 
 
Received: Jan. 18th, 2025; accepted: Feb. 11th, 2025; published: Feb. 19th, 2025 

 
 

 
Abstract 
This article mainly studies the well-posedness and long-term asymptotic behavior of the weak solu-
tion of nonlocal Cahn-Hilliard-Navier-Stokes system in two-dimensional space 2 . We prove the 
global existence and uniqueness of weak solutions using the standard Galerkin method combined 
with the estimation method of solutions. We obtain the dissipative estimate of the solution through 
the energy equation of the system, and the existence of global attractors is established in m. 
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1. 引言 

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统是一种扩散界面模型，该模型描述了两个等温、不可压缩、不可混溶

的流体在有界域中的演化[1]。Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统解的存在性和唯一性以及吸引子的存在性

已经被国内外学者进行了深入的研究[2]-[8]。作者 Gal 和 Grasselli 在[2]-[5]中研究了 Cahn-Hilliard-Navier-
Stokes 系统在不同情形下解的存在唯一性以及吸引子的存在性问题。尤波在[6]中研究了具有移动接触线

系统全局吸引子的存在性问题。Giorgini 和 Teman 在[7]中证明了在无滑移和齐次 Neumann 边界条件下，

系统在二维空间中弱解的唯一性以及全局强解的存在唯一性，在三维空间中局部强解的存在唯一性。黄

旭凤等在[8]中研究了具有动态边界条件的 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统二维弱解的渐近行为。 
本文中，我们考虑如下非局部 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统： 

 ( ) ( ), , 0, ,t m x t Tϕ ϕ µ+ ⋅∇ ∆     ∈Ω×u =  (1) 

 ( ) ( ) ( )* , , 0,a J f x t Tµ ϕ ϕ ϕ= − +     ∈ Ω× , (2) 

 ( ) ( ) ( ), , 0, ,t p x t Tν λϕ µ− ∆ + ⋅∇ + ∇ + ∇ =     ∈Ω×u u u u h  (3) 

 ( ) ( )0, , 0, ,x t T∇ ⋅ =     ∈Ω×u  (4) 

其中 ( )( ) ( ) ( )* dJ x J x y y yϕ ϕ
Ω

= −∫ ， ( ) ( ) ( )da x J x y d y y
Ω

= −∫ ，x ∈Ω 。 2Ω ⊂  是具有光滑边界 ∂Ω和单 

位外法线 n的有界区域。 0m > 表示流动性， 0ν > 表示粘度， 0λ > 表示表面张力参数，ϕ 表示两种流体

的浓度，u表示流体速度，µ 表示化学势， p 表示流体压力，h表示外力项， ( ) ( )f s F s′= ， ( )F s 是双阱

势函数，用于描述相分离。系统(1)~(4)具有以下边界条件和初始条件 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0, ,x t x t T=    ∈∂Ω×u  (5) 

 ( ) ( )0, , 0, ,
n n

x t Tϕ µ∂ ∂
= =    ∈ ∂Ω×

∂ ∂
 (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 , ,0 , ,u ux x x x xϕ ϕ=    =    ∈ Ω  (7) 

相较于局部 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统，非局部系统可以更准确地描述流体之间的演化，Navier-
Stokes 方程和非局部对流 Cahn-Hilliard 方程的耦合系统是近年来研究的一个活跃课题，其难点在于对非

局部 Cahn-Hilliard 方程的研究。Bates 等人在[9]中讨论了非局部 Cahn-Hilliard 方程在 Neumann 边界条件

下系统解的存在唯一性。在数学理论方面，Frigeri、Colli、Grasselli 等人在不同条件下讨论了该系统解的

适定性和渐近行为。当 F 是具有任意多项式增长的正则势时，Colli 等在[10]中证明非局部系统存在二维

和三维整体弱解，并且在二维情况下弱解满足能量方程和耗散估计；此外 Frigeri 等在[11]中利用能量方

程建立了二维全局吸引子的存在性，以及三维轨迹吸引子的存在性；文献[10]和[11]的结果进一步被推广

到了奇异势的情形(参见文献[12])；文献[13]证明了在二维空间中存在唯一强解，并且任何满足能量方程

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2025.142057
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


范芝瑶，蒲志林 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.142057 111 应用数学进展 
 

的弱解在有限时间内正则化，推导出全局吸引子是所有完全有界轨迹强解的并集。2016 年弱解的唯一性

首次得到证明，当粘度 为常数时，Frigeri 等在[14]中证明了在正则势和奇异势情况下二维弱解的唯一性。

对于具有奇异势和退化迁移率的系统，文献[15]解决了二维空间整体弱解和全局吸引子的存在性问题，并

得到正则性结果；另外在[17]证明了系统二维强解的存在唯一性。对于不同密度的流体模型，文献[16]在
非退化迁移率和奇异势的假设下，得到系统整体耗散弱解的存在性，并将非退化迁移率的结果进一步在

[18]中推广到了退化迁移率。目前数值方法的研究主要集中在非局部 Cahn-Hilliard 方程本身，例如凸分裂

方法[19]、线性稳定化方法[20]、不变能量平方化(IEQ)方法[21]、标量辅助变量方法[22]等。研究非局部

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统数值解能有效模拟复杂的相分离和流体力学的耦合行为。例如文献[23]根
据一种完全离散的傅里叶谱数值方法来求解系统，实现了完全解耦，同时保持了线性性和能量稳定性。

此外，在应用方面，非局部系统在不同条件下的最优控制问题在文献[24] [25]中得到了讨论。 
文献[11] [12] [14]对非线性项 f 和双阱势函数 F 进行了如下假设： 
(A1) ( )2,1

locF C∈  并且存在 0 0c > ，使得 ( ) ( ) 0F s a x c′′ + ≥ ，对 ,s x∀ ∈ ∈Ω 。 

(A2) 存在 1 21 ( )

1
2 Lc J>



， 2c ∈，使得 ( ) 2
1 2F s c s c≥ − ，对 s∀ ∈。 

(A3) 存在 3 0c > ， 4 0c ≥ ， ](1,2p ∈ ，使得 ( ) ( )3 4
p

F s c F s c′ ≤ + ，对 s∀ ∈。 

本文对核 J、非线性项 f、双阱势函数 F 和外力项 h 进行如下假设： 
(H1) ( )1,1 2J W∈  ， ( ) ( )J x J x= − ， ( ) ( )d 0a x J x y y

Ω
= − ≥∫ ， x ∈Ω 。 

(H2) ( )sup d
x

a J x y y
Ω∈Ω

= − < ∞ ∫ ， ( )inf d
x

a J x y y
Ω∈Ω

= −∫ ， { }1 2( )max 2 ,La J λ≥


。 

(H3) 函数 ( )2f C∈  ，存在 0λ ≥ ，使得 ( )f s λ′ ≥ − ，对 s∀ ∈。 
(H4) f 是连续函数，存在 1 0c > ，使得 ( ) ( )1 2 1 1 2f s f s c s s− ≤ − ，对 s∀ ∈。 

(H5) 存在 2 0c > ， 3 0c ≥ ， p +∀ ∈ ，使得 ( ) 4
2 3

p pf s c s c≤ + ，对 s∀ ∈。 
(H6) ( )2,1

locF C∈  ，存在 4 0c > ， 5c ∈， 2r > ， r 为偶数，使得 ( ) 4 5
rF s c s c≥ − ，对 s∀ ∈。 

(H7) ( )2 0, ;L T ′∈h V ，对 0T∀ > 。 

注 1.1 根据(H3)，可令 ( ) ( ) 21
2

F s G s sλ +
= − ，其中 ( )2,1G C∈  是严格凸的，因为 1G′′ ≥ 。 

本文中，我们假设 1m µ λ= = = ，并沿用文献[11] [12] [14]的方法，分析具有边界条件(5)~(6)和初始

值(7)的非局部 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统解的适定性和长时间行为，改进了非线性项 f 和双阱势函

数 F 的假设条件。本文的假设条件更具一般性，推广了文献[11] [12] [14]相应的结果。 

2. 预备知识 

设 ( )2H L= Ω ， ( )1V H= Ω ，本文中符号 ⋅ 和 ( ),⋅ ⋅ 表示在 H 上的范数和内积， ,⋅ ⋅ 表示V ′ 和V 的对

偶积，定义ϕ 为ϕ 在Ω 上的平均，即 
1 ,1ϕ ϕ−= Ω ， .Vϕ ′∀ ∈  

我们令 ( )2s
sV D B= ，对 s∀ ∈， B I= −∆ + 是 Neumann 算子。因此我们定义 

( ) ( )2
2 : 0 .vV D B v H ∂ = = ∈ Ω ∂Ω = ∂ 

在 上
n

 

另外，假设为无散度测试函数空间[26] 

( ){ }2
0 , : 0 .C u∞= ∈ Ω ∇ ⋅ =u R  

ν
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本文中将用到 Navier-Stokes 问题中经典的 Hilbert 空间[26] 

( ){ }
( )

{ }
22

2 2 2
0 : 0 : 0 .

LH
C u V u

Ω
∞= ∈ Ω ∇ ⋅ = ∈ ∇ ⋅ =，H = u V = u  

接下来介绍 Stokes 算子 ( ):A D A →H H ， ( ) ( )22A P D A H= − ∆ = Ω ， ，V 其中 ( )22:P L Ω → H 是

Leray 投影。我们有 

( ) ( ) ( ) ( ), , , .A D A= = ∇ ∇ ∀ ∈ ∈， ，Vu v u v u v u v V  

下面定义映射 : H ′× →H V ，对∀ ∈u V ， Hϕ ∈ ，我们令 

( ) ( ), , , .ϕ = ∇ ∇ ∀ ∈，u v u v v V  

因此有 ( ), Aϕ =u u ， ( )D A∀ ∈u 。最后，对 , ,∀ ∈u v w V ，我们定义三线性算子 

( ) ( ), , ,b
Ω

= ⋅∇ ⋅∫u v w u v w  

以及双线性算子： : ′× →V V V 定义为 

( ) ( ), , , , ,  , , .b= ∀ ∈ u v w u v w u v w V  

我们有 

( )
( ) ( )

, , 0,                   , ,
, , , , ,  , , .

b
b b

 = ∀ ∈
 = − ∀ ∈

u v v u v V
u v w u w v u v w V

 

并且由 Hölder 和 Ladyzhenskaya’s 不等式，可得 

( )
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2, , .b c≤ ∇ ∇ ∇u v w u u v w w  

引理 2.1 (见[26] [27])设 Ω 是 2
 的有界域，设序列 { } ( )nf L∞⊂ Ω ，满足 nf c

∞
≤ 并且在 ( )2L Ω 中

nf f→ 。设序列{ } ( )2
ng L⊂ Ω ，使得在 ( )2L Ω 中 ng g ，则在 ( )2L Ω 中 n nf g fg 。 

本文中 c 和 c′ 都表示非负常数，N、M 和 L 表示依赖于初始数据 0u 、 0ϕ 和 h的非负常数。 

3. 适定性 

3.1. 存在性 

定义 3.1 假设 0 ∈u H ， 0 Hϕ ∈ ， ( ) ( )1
0F Lϕ ∈ Ω ，0 T< < +∞ ，函数 ( ),ϕu 是系统(1)~(7)在 [ ]0,T 上的

弱解，如果 

( ) ( )20, ; 0, ; ,L T L T∞∈ u H V  

( ) ( )2 0, ; 0,1 ,t L Tγ γ− ′∈ ∀ ∈，u V  

( ) ( )20, ; 0, ; ,L T H L T Vϕ ∞∈   

( ) ( )2 0, ; 0,1 ,t L T Vδϕ δ− ′∈ ∀ ∈，  

( ) ( )2 0, ; ,a J F L T Vµ ϕ ϕ ϕ′= − ∗ + ∈  

令 ( ) ( ) ( ),x a x Fρ ϕ ϕ ϕ′= + ，且满足对 Vψ∀ ∈ ， ∈v V ， ( )0,t T∈ 时有 

 ( ) ( ) ( ), , ,t Jϕ ψ ρ ψ ψ ϕ ϕ ψ
Ω Ω

+ ∇ ∇ = ⋅∇ + ∇ ∗ ⋅∇∫ ∫u  (8) 
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 ( ) ( ) ( ), , , , , ,t b µ ϕ
Ω

+ ∇ ∇ + = − ⋅∇ +∫u v u v u u v v h v  (9) 

且初值条件成立 

( ) ( )0 00 ,  0 .ϕ ϕ= =u u  

注 3.1 在式(8)中令 1ψ = ，我们有 , 0tϕ =1 ，其中 ( )( ) ( )0,1 ,1tϕ ϕ= ，对 0t∀ ≥ 。 
定理 3.1 假设 0 ∈u H ， 0 Hϕ ∈ ， ( ) ( )1

0F Lϕ ∈ Ω ，并且假设条件(H1)~(H7)都成立。对 0T∀ > ，系统

(1)~(7)在 [ ]0,T 上存在弱解 ( ),ϕu ，且 tϕ 满足 

( )0, ;t sL T Vϕ ∞ ′∈ ，若1 2p< < ，
2ps

p
+

= ， 

( ) ( )20, ; 0, ;t sL T V L T Vγϕ ∞ ′ ′∈  ，若 2p = ，
2ps

p
+

> ， 2r ≥ 。 

进一步，令 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 21 1, , , d d
2 4

t t t J x y x t y t x y F tϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω Ω

= + − − +∫ ∫ ∫ u u  (10) 

证 用标准 Galerkin 方法证明弱解的存在性，考虑空间V 作为 Galerkin 基的 Stokes 算子 A 的本征函

数族{ } 1n n≥
ω ，以及空间V 作为 Galerkin 基的 Neumann 算子 B I= −∆ + 的本征函数族{ } 1n n

ψ
≥
。定义了 n 维

子空间 1 2, , ,n nW = ω ω ω 和 1 2, , ,n nψ ψ ψΨ =  ，并分别考虑 H 和 H 中子空间的正交投影，即
nn WP P= ，

nnP PΨ= ， nP 为 H 到 nW 的正交投影， nP 为 H 到 nΨ 的正交投影。我们令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

,  ,  
n n n

n n n
n k k n k k n k k

k k k
t a t t b t t c tϕ ψ µ ψ

= = =

= = =∑ ∑ ∑u ω , 

对于 1n∀ ≥ ，考虑以下近似问题 

 ( )( ) ( ) ( ), , ,n n n n nJϕ ψ ρ ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ
Ω Ω

′ + ∇ ⋅ ∇ = ⋅∇ + ∇ ∗ ⋅∇∫ ∫u , (11) 

 ( ) ( ) ( ), , , , ,n n n n n nb µ ϕ
Ω

′ + ∇ ∇ + = − ⋅∇ +∫u u u u hω ω ω ω ω , (12) 

( ) ( ) ( ), n n na Fρ ϕ ϕ ϕ′⋅ = ⋅ + , 

( )( ),n n n nP Jµ ρ ϕ ϕ= ⋅ − ∗ , 

( ) ( )0 00 0n n n nϕ ϕ= =，u u , 

首先估计序列{ } 1n n

∞

=
u ，{ } 1n n

ϕ ∞

=
，{ } 1n n

µ ∞

=
，在式(11)中令 nψ µ= 可得 

 ( )( ) ( ) ( ), , , .n n n n n n n n nJϕ µ ρ ϕ µ µ ϕ ϕ µ
Ω Ω

′ + ∇ ⋅ ∇ = ⋅∇ + ∇ ∗ ⋅∇∫ ∫u  (13) 

在式(12)中令 n= uω ，可得 

 ( )2 21 d , .
2 d n n n n n n nt

µ ϕ
Ω

+ ∇ = − ⋅∇ +∫u u u h u  (14) 

由于 ( ) ( )J x J x= − ，可得 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

d 1 1, ,
d 2 2
d 1 d d .
d 4

n n n n n n

n n n

a F J
t

J x y x y x y F
t

ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

Ω

Ω Ω Ω

 ′ ′= + − ∗ 
 
 = − − + 
 

∫

∫ ∫ ∫
 (15) 

将式(13)和式(14)相加，并结合式(15)，可得 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )( )
( )( )

22

2 2

1 d 1 2
2 d 2

,

, , .

n n n n

n n n n n

n n n n

J x y x y dxdy F
t

P J

J

ϕ ϕ ϕ

µ ϕ µ

ϕ µ

Ω Ω Ω

 + − − + 
 

+ ∇ + ∇ + ∇ ∗ ∇

= ∇ ∗ ∇ +

∫ ∫ ∫u

u

h u

 (16) 

由 Cauchy 不等式和 Young 不等式，可得 

( )( ) 1,1
2 2 21,

4n n n n WJ Jϕ µ µ ϕ∇ ∗ ∇ ≤ ∇ + , 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

1,1

1 2

2 2 2

, , , ,

1 .
4

n n n n n n n n n n

n n W

P J B P J J J

J

ϕ µ ϕ µ ϕ µ ϕ µ

µ ϕ

∇ ∗ ∇ ≤ ∗ ∇ ≤ ∇ ∗ ∇ + ∗ ∇

≤ ∇ +
 

由假设(H2)、(H6)和 pL 空间嵌入定理，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

2

2

2 4
4 5

2 4 2
4 5

1 d d 2
2

2 ,

2

2 2 .

n n n

n n n n

n nL

n n nL

J x y x y x y F

a F J

a J c c

a J c c c

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ α ϕ

Ω Ω Ω

Ω

Ω

− − +

= + − ∗

≥ − + −

≥ − + − Ω ≥ −

∫ ∫ ∫

∫
∫

 

其中 ( )1 0La Jα = − > 。由 Cauchy、Young、Poincaré 不等式以及假设(H7)，我们有 

2 21,
2n n n nc′≤ + ∇Vh u h u . 

对式(16)在 0 到 t 上进行积分，并结合上述估计，可以得到下面的积分不等式 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )1,1

2 2 2 2

0

22 2 22
0 0 0 00 0

2 2

0 0

d

14 d d d 2 d
2

d .

V

V

u u

u h

h

t
n n n n

t t
n n n n n nW

t t
n n

c

J J x y x y x y F c

M dt c

α ϕ µ τ

ϕ τ ϕ ϕ ϕ τ

ϕ τ

′Ω Ω Ω

′

+ + ∇ + ∇

≤ + + − − + + +

≤ + +

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

其中 c 仅依赖于 1,1WJ 和 Ω ， ( )( )2 2
0 0 01 nM c Fϕ ϕ

Ω
= + + + ∫u 。由 Gronwall 不等式，可得 

 ( ) ( )20, ; 0, ; ,H Vu


n L T L T N∞ ≤  (17) 

 ( )0, ; ,n L T H Nϕ ∞ ≤  (18) 

 ( )2 0, ; ,n L T H Nµ∇ ≤  (19) 

其中 ( )( )2
1 2

0, ;n L TN c M ′= + Vh 。根据假设(H2)、(H3)和 Young 不等式，可得 

( ) ( ) ( )( )

1 1
2 2 2 22

, , ,

22 ,
2

n n n n n n n n n n

n n n n n nL L

a a f J

aa J J
a

µ ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

λϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ
λ

′−∆ = ∇ ∇ = ∇ ∇ + ∇ + ∇ − ∇ ∗

−
≥ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ≥ ∇ − ∇

−

 

另一方面，由 Young 不等式，可得 

( ) 2 21, ,
4n n n n

a
a

λµ ϕ ϕ µ
λ

−
∇ ∇ ≤ ∇ + ∇

−
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结合两式有
( )

1

2
2 2 222

4n n nL

a
J

λ
µ ϕ ϕ

−
∇ ≥ ∇ − ∇ ，故可得 

 ( )2 0, ; .n L T V Nϕ ≤  (20) 

由于弱解总质量守恒，有 ( )( ) ( ) ( ),1 ,1 ,1 0n n n n n nP J a J aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ + = − ∗ + = −∆ = ，再根据(H5)和 Sobolev

嵌入定理，可以得到 

( )( ) ( ) 4
4 4 4

2 3 2 3 2,1 ,n n n n nL VF c c c c c Nµ ϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω

′= ≤ + ≤ + Ω ≤ + ≤∫ ∫  

由 Poincaré 不等式，有
1

n n ncµ µ µ−

Ω
− Ω ≤ ∇∫ ，故可得 

 ( )2 0, ; .n L T V Nµ ≤  (21) 

由假设(H5)，我们可以估计序列 ( ){ } 1
, n n

ρ ϕ
∞

=
⋅ ， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )4

1
4

2 3

1 1
4 4

2 3 2 3

,

,

p p

p

p p
n n n n nL L

p pp p
n n n nL V

ca f ca c c

ca c c ca c c N

ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

Ω
⋅ ≤ + ≤ + +

≤ + + Ω ≤ + + Ω ≤

∫
 

因此可以得到 

 ( ) ( )( )0, ;
, .pn L T L

Nρ ϕ ∞ Ω
⋅ ≤  (22) 

接下来估计序列{ } 1n n

∞

=
′u 和{ } 1n n

ϕ ∞

=
′ ，首先重写式(12)  

 ( ) ( ) ( ), , .n n n n n n n n n n n nP P P Pϕ ϕ µ′ + + = − ∇ +u u u u h   (23) 

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式，对 0 1γ∀ < < ，可得 

( )
2 22 2

2 22 22
1n n n n n n n n n nL V VP c c N

γγ γ γ
γ γγ γγ
γϕ µ ϕ µ ϕ ϕ µ ϕ µ

−−
− −− −−
−′

∇ ≤ ∇ ≤ ∇ ≤ ∇
V

. 

由式(19)和式(20)，我们得到 ( ) ( )2
2

0, ;n n n L T
P Nγϕ µ − ′

∇ ≤
V

，进一步，得到 

( ) ( ), , , ,n n n n n n n n nP P cϕ
′ ′
≤ ≤V VV V

u u u u u u    

由于 ( ),nP ′ ′∈ V V ，可得
( ) ( )( )22 0, ;0, ;

1n n n L TL T
P c ′′

≤ + VV
h h ，由式(23)再结合估计，可得 

 ( ) ( )2 0, ; ,  0,1 ,L T Lγ γ− ′
′ ≤ ∀ ∈Vu  (24) 

其中 2L N N= + 。 
最后估计序列{ } 1n n

ϕ ∞

=
′ ，在式(11)中令测试函数 sVψ ∈ ，当 2s ≥ 时，有 ( ) ( )2s pH Lψ ′−∆ ∈ Ω → Ω ( 'p 是

p 的共轭指数)。因为 ( ) ( )2s pH L ′− Ω ⊂ Ω ，令
2
4 2
dp

d s
′ =

+ −
，可以得到

( )4 2
2

d p d
s

p
− +

≥ 。 

下面定义 I IIψ ψ ψ= + ，其中 ( )
1

,
n

I n k k n
k

Pψ ψ ψ ψ ψ
=

= = ∈Ψ∑ ， ( ) ( )
1

,II n k k n
k n

I Pψ ψ ψ ψ ψ
∞

⊥

= +

= − = ∈Ψ∑ ( Iψ

和 IIψ 在所有 Hilbert 空间 rV 中正交， 0 r s≤ ≤ )。由 Sobolev 嵌入定理和式(22)，可得 

( )( ) ( )( ), , , , .p
s sn I n I I IL V VN N Nρ ϕ ψ ρ ϕ ψ ψ ψ ψ′∇ ⋅ ∇ = ⋅ ∆ ≤ ∆ ≤ ≤  
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进一步可以得到 

( ) 1 .*
s sn I nL V VJ c J Nϕ ψ ϕ ψ ψ

Ω
∇ ⋅∇ ≤ ∇ ≤∫  

令式 (11)右边第一项的 Iψ ψ= ，因为 ( )1s
I Hψ −∇ ∈ Ω ，当 1 2p< < 且

2ps
p
+

= ，或者 2p = 且

2 2ps
p
+

> = 时，由于 1sH L− ∞⊂ ，因此可以得到 

( ) 2

s sn I n n n V Vc Nψ ϕ ϕ ψ ψ
Ω

⋅∇ ≤ ≤∫ u u . 

当 2p = 并且
2 2ps

p
+

= = ，根据 1s qH L− ⊂  (1 q≤ < +∞ )和 pL 空间的插值不等式，当 2r ≥ 时，可得 

( ) 2
41

2 2 22 2
.r

rV V Vs s s

rr
r rr rn I n n n n n n nL VL

c c Nψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ ϕ−

−−

Ω
≤∇ ≤⋅ ≤∫ u u u  

结合上述估计，从式(11)我们可以得到 

 ( )0, ; sn L T V Lϕ ∞
′

′ ≤ ，当
21 2,  ,pp s

p
+

< < =  (25) 

 ( ) ( )20, ; 0, ;r
sn L T V L T V Lϕ ∞ ′ ′

′ ≤


，当 2, 2, 2,p s r= > ≥     (26) 

其中 2L N N= + 。 
根据紧嵌入定理，有 

( ) ( ) ( )2 1 20, ; 0, ; ,0, ; sL T V H T V L T H′ ⊂⊂  

( ) ( ) ( )2 1, 20, ; 0, ; 0, ; 1.qL T W T L T q′ ⊂⊂ ∀ > ，HV V  

可以推断出存在 

( ) ( )20, ; 0, ; ,u H VL T L T∞∈  

( ) ( )2 ,0, ; 0, ;L T H L T Vϕ ∞∈  

( )2 0, ; ,L T Vµ ∈  

( )( )0, ; ,pL T Lρ ∞∈ Ω  

( ) ( )2 0, ; 0,1 ,t L Tγ γ− ′∈ ∀ ∈，u V  

( )0, ;t sL T Vϕ ∞ ′∈ ，若  ,21 2, pp s
p
+

< < =  

( ) ( )20, ; 0, ;r
t sL T V L T Vϕ ∞ ′ ′∈  ，若 ,  2,  2 2p s r= > ≥ ， 

使得存在序列{ } 1n n

∞

=
u ，{ } 1n n

ϕ ∞

=
，{ } 1n n

µ ∞

=
的一个子序列{ } 1nj j

∞

=
u ，{ } 1nj j

ϕ
∞

=
，{ } 1nj j

µ
∞

=
， 

在 ( )0, ;L T∞ H 中 nj
∗

→弱u u ， 
在 ( )2 0, ;L T V 中 nj →弱u u ， 

在 ( )2 0, ;L T H 中 nj →强u u， 

在 ( )2 0, ;L Tγ− ′V 中 nj t′ →弱u u ， ( )0,1γ∀ ∈ ， 

在 ( )0, ;L T H∞ 中 njϕ ϕ
∗

→弱 ， 

在 ( )2 0, ;L T V 中 njϕ ϕ→弱 ， 
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在 ( )2 0, ;L T H 中 njϕ ϕ→强 ， 

在 ( )2 0, ;L T V 中 njµ µ→弱 ， 

在 ( )( )0, ; pL T L∞ Ω 中 ( ), njρ ϕ ρ
∗

⋅ →弱 ， 

在 ( )0, ; sL T V∞ ′ 中 nj tϕ ϕ
∗

→′ 弱 ， 

若1 2p< < ，
2ps

p
+

= ， 

在 ( )0, ; sL T V∞ ′ 中 nj tϕ ϕ
∗

→′ 弱 ， 

在 ( )20, ;rL T V ′ 中 nj tϕ ϕ→′ 弱 ， 
若 2 2p s= >， 且 2r ≥ ， 

在 ( )
2

2 3 0, ;
p

p
sL T V− ′ 中 nj tϕ ϕ→′ 弱 。 

由于在 ( )2 0, ;L T H 中 njϕ ϕ→强 ，可以得到 ( ) ( ), nj a Fρ ϕ ϕ ϕ′⋅ → + 在 ( )0,TΩ× 上几乎处处成立，又因

为在 ( )( )0, ; pL T L∞ Ω 中 ( ), njρ ϕ ρ
∗

⋅ →弱 ，因此有 ( )a Fρ ϕ ϕ′= + 。进一步由于 ( )( ), *k k k kP Jµ ρ ϕ ϕ= ⋅ − ，

所以对 n∀ ∈Ψυ 以及 k n≥ ，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )00 0
( ), d , * , d 0,

T T
k k kt t t J t t C Tµ χ ρ ϕ ϕ χ χ ∞= ⋅ − ∀ ∈∫ ∫υ υ ， . 

当 k → ∞ 时 ， 通 过 上 述 的 收 敛 性 结 论 以 及 { } 1n n≥
Ψ 在 H 中 的 稠 密 性 ， 可 以 得 到

( )* *J a F Jµ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ′= − = + − ，进而得到 ( )2 0, ;L T Vρ ∈ 。 
由{ } 1n n≥

Ψ 和{ } 1n n
W

≥
在 sV 和V 中的稠密性以及上述的收敛性结论，对 sVψ∀ ∈ ，得到 u ，ϕ µ ρ， ， 满

足式(8)，并且对 ′∀ ∈υ V ，得到 ,  ,  ,  ϕ µ ρu ，满足式(9)。进一步可以把式(8)写成以下形式 

 ( ) ( ), , ,tϕ ψ µ ψ ϕ ψ= − ∇ ∇ + ∇u  (27) 

对 (0,1)δ∀ ∈ 有 ( )
2 2
2 2, VN

δ δ
δ δϕ ψ ϕ ψ

−
− −∇ ≤ ∇ ∇u u ，故可以推断出 

 ( ) ( )2 0, ; ,  0,1t L T Vδϕ δ− ′∈ ∀ ∈  (28) 

此外，对 Vψ∀ ∈ 都满足式(8)和式(27)。 
因此我们证明了非局部 Cahn-Hilliard-Navier-Stokes 系统二维弱解的存在性。 
接下来证明能量不等式(10)成立。对于子序列我们有 
在 H 中 ( ) ( )nj tt →强u u ，在 H 中 ( ) ( )nj ttϕ ϕ→强 ， 
并且由 Fatou’s 引理得 ( )( ) ( )( )lim inf nn

F t F tϕ ϕ
Ω Ω→∞

≤∫ ∫ 。由于在 ( )2 0, ;L T V 中 njJ Jϕ ϕ→∗ ∗弱 ，并且

( ),nP V V∈ ，因此可以得到在 ( )2 0, ;L T V 中 ( )n nj JP J ϕ ϕ∗ → ∗ 。 

接下来在 0 到 t 上对式(16)进行积分，再结合上述估计，利用 ( )2 0, ;L T H 中范数的下半连续性就得到

了能量不等式(10)。 

3.2. 唯一性 

定理 3.2 假设(H1)~(H7)成立，令 0 ∈u H ， 0 Hϕ ∈ ， ( ) ( )1
0F Lϕ ∈ Ω 以及 [ )( )2 0, ;locL ′∈ ∞h V ，定理 2.1

给出的初始数据 ( )0 0,ϕu 对应的弱解 ( ),ϕu 是唯一的。 
证  考虑系统(1)~(7)的两个初始数据 ( )0 0,i iϕu 对应着的两个弱解 ( )( )1,, 2i i iϕ =u ，其中 0i ∈u H ，

0i Hϕ ∈ ，令 2 1= −u u u 、 2 1ϕ ϕ ϕ= − 、 ( ) ( )2 1µ µ ϕ µ ϕ= − 、 2 1p p p= −   以及 2 1= −h h h ，则 ( ),ϕu 也是系统

https://doi.org/10.12677/aam.2025.142057


范芝瑶，蒲志林 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.142057 118 应用数学进展 
 

的弱解，满足 
 1 2tϕ µ ϕ ϕ= ∆ − ⋅∇ − ⋅∇ u u , (29) 

 ( ) ( )2 1*a J F Fµ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= − + − , (30) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 1 2 2 1* *
2t
ap J Jϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∇

− ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ + ∇ = − + − ∇ − ∇ +u u u u u u h . (31) 

让式(31)在 H 中与 u 作内积，我们令 

( )( )1 1 2
1 ,
2

I aϕ ϕ ϕ= − + ∇ u ， ( )( )2 2* ,I J ϕ ϕ= − ∇ u ， ( )( )3 1* ,I J ϕ ϕ= − ∇ u ， 

由 Holder 、Young、Gagliardo-Nirenberg 不等式，可得以下估计 

( )( ) 4 4 4

4

4

1 1
2 2

2 2

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1
2

2

2

2 4 4 2

,

10
1

10 6
,

u u u u

u u

u u

L L L L L

L L

L L

I a a c a

c c a

c c a

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∞ ∞

∞

∞

+ ∇ + ∇ + ∇ ∇

′
+ + ∇ ∇

′
+ ∇ + + ∇

≤ ≤ ≤

≤

≤

 

( )( ) 4 4 4 1

1 4

1 4

2 2 2 2

2 2
2

4
2

1 1
2 2

2

2 2 4 2

,

10
1 ,

10 6

L L L L

L L

L L

I J J c J

c c J

c c J

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∇ ∗ ≤ ∇ ∗ ≤ ∇ ∇

′
≤ + ∇ ∇

′
≤ +

≤

∇ + ∇

u u u u

u u

u u

 

( )( ) 4 4 4

1 4

1 4

1

1 1
2 21

2
1

3 1 1

2

2 2 2

2

4 4
1

,

10
1

10
.

6

L L L L

L L

L L

I J J J

c c J

c

c

c J

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

≤ ∇ ∗ ∇ ∗ ∇ ∇

′
+ ∇ ∇

′
≤ + ∇ ∇

≤

+

≤ ≤u u u u

u u

u u

 

结合估计，根据式(31)可以得到以下不等式 

 2 2 2 2 21 d 1 3
2 d 4 10

c
t

ϕ α ′
′+ ∇ + +≤ Vu u u h , (32) 

其中 ( )1 4 4
4 4 4 2

1 2 2L L Lc J cα ϕ ϕ= ∇ + + ∇u 。由于 ( ) ( ) ( )( )2 4 40, ; 0, ; 0, ;L T H L T V L T L∞ ⊂ Ω ，根据 Gagliardo-

Nirenberg 不等式，我们可以得到 ( )1 0,L Tα ∈ 。接下来让式(29)与 ( )1
NB ϕ ϕ− − 作内积(注意到 01 02ϕ ϕ ϕ= − )，

得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 2
2 1 4 5

1 d , * ,
2 d NB a f f J I I

t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕµ− − + + − − = + Ω + + , 

其中 ( )( )1
4 1, NI Bϕ ϕ ϕ−= − ⋅∇ −u ， ( )( )1

5 2 , NI Bϕ ϕ ϕ−= − ⋅∇ −u 。由假设(H2)、(H3)和第一中值定理，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 2 2
2 1 2 1, , ,a f f a f s a aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ′+ − = + − ≥ − ≥ − , 

由假设(H2)和(H4)，可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1 2 1 2 21
2 1 2 1 1, d d a ca f f a f f x a dx c xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −

Ω Ω Ω

+
+ − = + − ≤ Ω + Ω ≤

Ω∫ ∫ ∫ , 
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进一步可以得到 

( ) ( )( ) ( ) 2 2 21
2 1 , a ca f f a cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ+

+ − − ≥ − ≥
Ω

− . 

由此我们有， 

 ( ) ( )1 2 2 2
4 5

1 d * ,
2 d NB c J I I

t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕµ− ′− + + Ω + +≤  . (33) 

将上式右边第一项用 Young 不等式进行如下估计， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2 22 2 2

* , * , * * , * ,

0 4
,

1

N N

N

J J B J J B J

c cc B c

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

−

−

− + = − − +

′ ′
≤ + − + +

 

由于 ( )1 2 2 2,N NB B= = ∇u u u u ，对所有 ( )ND B∈u ，故 1 2
NB = ∇u u 。 

由 Hölder、Young、Gagliardo-Nirenberg 和 Poincaré 不等式，对 4I 和 5I 项进行如下估计 

( )( ) ( ) ( )
1

1 1 2
4 4 4

2
2 2

4 1 1 1
1,
8

u u uN N NL L LI B B c Bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
−− −⋅∇ − ≤ ∇ − ≤ ∇ + −≤ , 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
4 44 4

1 1
4 1

22 21
5 2 2 2

2 2
2

,
20

.
20

u u u

u

N N NL LL L

N NL H

cI B B c B

c c B B

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− −

− −

− ′
⋅∇ − ≤ ∇ − ≤ + ∇ −

′
≤ + ∇ − ∇ −

≤
 

由于φ 在 ( )ND B 中的 2H 范数等价于 NB φ φ+ ，其中 ( ) ( )1
N NB D Bφ ϕ ϕ−= − ∈ 的 2L 范数。因此我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2N N N NH H

B B c B I B cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −∇ − −≤ ≤≤ − + − 。 
故可以得到 

( )
1
2

4

2

5
42 2

210 NL

cI c Bϕ ϕ ϕ ϕ
−′

+≤ − + Ωu 。 

将式(32)与式(33)相加，再结合上述估计，可以得到不等式 

 ( )( ) ( )( )1 2 1 22 22 2 2 2 221 d 1
2 d 4 8N N

cB B c
t

ϕ ϕ ϕ β ϕ ϕ ϕ ϕµ− −

′

′
+ − + + ∇ ≤ + − + + Ω + Vu u u h  (34) 

其中 ( ) ( )4 4
2 4 1

1 21 0,L Lc L Tβ α ϕ= + + + ∈u 。 
我们考虑对应着相同初始数据和相同外力的两个弱解，那么有 0ϕ = 且 0=h ，对式(34)用 Gronwall 不

等式，可以得到在[0, T]上有 0=u ， 0ϕ = ，因此证明了弱解的唯一性。 

4. 全局吸引子的存在性 

定理 4.1 在二维空间中，系统初始数据 ( )0 0,ϕu 对应的弱解 ( ),ϕu 满足能量方程 

 ( ) 2 2d , ,
dt

ϕ µ+ ∇ + ∇ = u u h u  (35) 

另外，若 ( )2 0, ;tbL ′∈ ∞h V ，则有下面的耗散估计 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0, , 0ktt t e F m K tϕ ϕ −≤ + Ω + ∀ ≥， u u  (36) 

其中， ( ) ( )2

1
22

0, ;
0

sup d
tb

t

L
t t

τ τ
+

′∞ ′
≥

= < ∞∫V V
h h ， ( )0 0 ,1m ϕ= ，并且 k、K 是不依赖于初始数据的正常数，K 只依
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赖于Ω 、J、F 和 ( )2 0, ;tbL ′∞ Vh 。 

证 在式(8)中令 ( )ψ µ τ= ，在式(9)中令 ( )τv = u ，将两式相加，然后在 0 到 t 上对τ 积分。考虑对偶

,tϕ µ ，对偶 ( ),t Fϕ ϕ′ 可以通过 ( ) ( ) ( )1F gϕ ϕ λ ϕ′ = − + 进行重写，其中 ( ) ( )g Gϕ ϕ′= ，并且 ( )1g C∈ 

单调递增。由于 ( ) ( )2 0, ;g L T Vϕ ∈ ，对 ( )0,t T∀ ∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2d 1 d, , 1 ,
d 2 dt t tF g G F
t t

λϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω

+ ′ = − + = − = 
 ∫ ∫ . 

根据式(9)和式(27)，结合该等式我们可以得到 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2

22

2

2 2

1 d , * 2
2 d

1 d 1 d d 2 , .
2 d 2

u u

u u h u

a J F
t

J x y x y x y F
t

ϕ ϕ ϕ ϕ µ

ϕ ϕ ϕ µ

Ω

Ω Ω Ω

+ − + + ∇ + ∇

 = + − − + + ∇ + ∇ = 
 

∫

∫ ∫ ∫
 

因此得到了式(35)。进一步在 0 到 t 上对式(35)进行积分，得到能量不等式的积分形式，即式(10)。为

了得到式(36)，让 ( )*a J Fµ ϕ ϕ ϕ′= − + 和ϕ 在 ( )2L Ω 上作内积，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )21, d d ,
2

J x y x y x y Fµ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′

Ω Ω
= − − +∫ ∫ . 

由于函数 G 是凸函数，则 ( ) ( ) ( )21 0
2

F s s F s s Fλ +′ ≥ − − ，进而可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1, d d
2 2

J x y x y x y F cλµ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω Ω

+
≥ − − + − −∫ ∫ ∫  (37) 

令
1µ µ

Ω
=

Ω ∫ ，( )0 ,1 0ϕ = ，再根据 Poincaré 不等式，我们有 ( ) ( ), , pCµ ϕ µ µ ϕ µ ϕ= − ≤ ∇ ，其中 pC

是 Poincaré 常数。结合假设(H6)，由式(37)得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

2 2
1 2

2
2 2 2

1 1 1 1d d
8 2 2 2

7 1 .
4 2 2L

p

p

J x y x y x y F c c c

C
J

λϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ µ ϕ

Ω Ω Ω
Ω

+
− − + + − −

≤ + ∇

−

+

∫ ∫ ∫ ∫
 

结合 Poincaré 不等式，可以推断出
2 2µ β ϕ∇ ≥ ∇ ，其中 ( )

1

2
2 p La C Jβ λ= − − ∇ ，

1
2p

L

aC
J
λ−

<
∇

。

故可以得到 

 ( ) ( )2 2
7 6

1 ,
2

c cϕ µ≤ ∇ + ∇ + u u , (38) 

其中 6 max 1,
4

pC
c

 
=  

 
。通过式(35)和式(38)，我们得到 

( ) ( ) 2d 1, ,
d 2

k l
t

ϕ ϕ ′+ ≤ +  Vu u h , 

其中
7

1
2

k
c

= ， 6

7

cl
c

= 。根据 Gronwall 不等式，我们有 

 ( ) ( )( )( ) ( )0 0, , e ktt t Kϕ ϕ −≤ + u u , (39) 
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其中
( ) ( )2

2
0, ;

1
2 1 e tbLk

lK
k ′∞−

= +
− Vh 。若 ( )0 0 ,1 0m ϕ= ≠ ，如果 ( ),ϕu 具有初始数据 ( )0 0,ϕu ，它是关于双阱势

函数 F 对应系统的弱解，则 ( ),ϕu 具有初始数据 ( )0 0 0, mϕ −u ，它也是该系统的弱解，其中 0mϕ ϕ= − ，双

阱势函数 F 为 ( ) ( )0 0( )F s F s m F m= + − 。弱解 ( ),ϕu 满足式(39)，因此可以得到式(36)。故定理 4.1 得证。 

下面选择一个合适的度量空间，在该空间可以定义弱解，可以构造相关的半群。固定 0m ≥ ， 

m m= × H , 

其中 

( ) ( ) ( ){ }1: , ,1m H F L mϕ ϕ ϕ= ∈ ∈ Ω ≤ , 

( ){ }
( )22

2 2
0 : 0

L
H C

Ω
∞= = ∈ Ω ∇ ⋅ =H u u . 

定义距离 

( ) ( ) ( )
1
2

1 2 1 2 1 2 1 2,z z F Fϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω

= − + − + −∫ ∫d u u , 

对 ( )1 1 1,z ϕ∀ = u  ， ( )2 2 2, mz ϕ= ∈u 。 
系统(1)~(7)在度量空间 m 中生成半群 ( ){ } 0m t

S t
≥
，定义 ( ) :m m mtS →  ， ( )( ) ( ) ( )( )0 0, ,mS t tt ϕ ϕ=u u ，

这里的 ( ) ( )( ),t tϕu 是系统的唯一弱解。 
定理 4.2 半群 ( ){ } 0m t

S t
≥
在空间 m 中点耗散并且有界。 

证 根据假设(H6)和嵌入定理，有 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

22 2 2 2
4 5

2 2
4 5

1 1 1 1 1 1* ,
2 2 2 2 2 2
1 1 1 ,
2 2 2

u u

u

r
L

L

z a J F a J c c

a J c c

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

Ω Ω
= + − + ≥ + − + −

 ≥ + − + − Ω 
 

∫ ∫
 

由 (H2)可知 1 4
1 1 0
2 2 La J c− + ≥ ，取 5cγ = Ω ，则存在 ( )4 5, , , 0c c Jγ γ= Ω ≥ 使得对 mz∀ ∈ 都有

( )z γ≥ − 。设 ( ) ( ) 0z z γ= + ≥  ，根据式(36)可以推断出 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2

0
1 1 1 * , e 0
2 2 2

kt
mt a t J t t F t z L tϕ ϕ ϕ ϕ −

Ω
+ − + ≤ + ∀ ≥∫ ，u , (40) 

其中 ( )0 0 0,z ϕ= u 并且 ( )mL F m K= Ω + 。再次由假设(H6)我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2

8
1 1 * ,
2 2

a t J t t F t c tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ γ
Ω

− + ≥ −∫ , 

其中 18 4
1 1
2 2 Lc a J c= − + ，因此有 

 ( ) ( ) ( )8
2 2

0
1 e
2

kt
mt c t z Lϕ γ−+ ≤ + +u . (41) 

从式(40)可以推断出 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

22
0

2
0 9

1 1 1e * ,
2 2 2

e ,

kt
m

kt
m

t F t z L a t J t t

z L c t

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

−

Ω

−

+ ≤ + − +

≤ + +

∫ 



u
 (42) 
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其中 19
1
2 Lc J= ，由式(41)得 ( ) ( )2

8 0 e kt
mc t z Lϕ γ−≤ + + ，故 ( ) ( )( )2

0
8

1 e kt
mt z L

c
ϕ γ−≤ + + ，将其代入

式(42)有 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

2 2
0 9

0 9 0
8

10 0 10 11

1 e
2

1e e

e ,

kt
m

kt kt
m m

kt
m

t F t z L c t

z L c z L
c

c z c L c

ϕ ϕ

γ

−

Ω

− −

−

+ ≤ + +

 
≤ + + + + 

 
≤ + +

∫ 

 



u

 (43) 

其中 9 9
10 11

8 8

1 ,  c cc c
c c

γ
= + = 。因此，从式(42)和式(43)我们得出 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
12 0 12 1

2
30 e kt

mt t F t F c z c L cϕ ϕ −

Ω Ω
+ + − ≤ + +∫ ∫ u , (44) 

对 0t∀ ≥ ，其中 12c 和 13c 都是大于 0 的常数。令 ( ) ( ) ( )( ),z t t tϕ= u ，式(43)可以写成下面的不等式 

( )( ) ( )2
12 0 12 13,0 e 0,kt

mz t c z c L c t− + + ∀ ≥≤ d   。 

选择 0R 使得 2
0 12 13mR c L c> + ，推断出 ( )( ) 0,0z t R≤d ，对 ( )0 0t t z∀ ≥ ，其中

( )
( )

12 0
0 2

0 12 13

1 ln
m

c z
t

k R c L c
=

− +


，

这表明 ( ){ } 0m t
S t

≥
是点耗散的，式(44)表明 ( ){ } 0m t

S t
≥
是有界的。 

定理 4.3 半群 ( ){ } 0m t
S t

≥
在空间 m 中是渐近紧的。 

证  由紧嵌入 ( )pV L ′⊂⊂ Ω ，有 ( ) ( ) ( )( )2 1 20, ; 0, ; 0, ; pL T V H T V L T L ′′ ⊂⊂ Ω 。由于在 ( )2 0, ;L T V 中

njϕ ϕ→弱 ，在 ( )2 0, ;L T V ′ 中 nj tϕ ϕ→′ 弱 ，则在 ( )1 0, ;H T V ′ 中 njϕ ϕ→弱 ，再由 Aubin-Lions 紧性引理

推断出在 ( )( )2 0, ; pL T L ′ Ω 中 njϕ ϕ→强 。 

因此，有 njϕ 在 ( )pL ′ Ω 中强收敛于ϕ ， . . 0a e t >   ，根据假设(H5)，可以得到 ( )
1

52

5

pcF s s c≤ + ，故有

( )( ) ( )
1 52

5

p

j j
cF x x cϕ ϕ≤ + 。由 Sobolev 嵌入定理有 ( ) ( )1 6H LΩ ⊂ Ω ，根据 Lebesgue 控制收敛定理，可推

断出 

( ) ( )( )( ) . . 0njF t F t a e tϕ ϕ
Ω Ω

→ >∫ ∫ ，     . 

可得 
在 H 中 ( ) ( ) . . 0nj t at e t→ >强 ，u u      ， 

在 H 中 ( ) ( ) . . 0nj t at e tϕ ϕ→ >强 ，     ， 

令 ( ),z ϕ= u ，则 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 21 1 , , d d
2 4

z t t J x y x t y t x y F tϕ ϕ ϕ
Ω Ω Ω

= + − − +∫ ∫ ∫ u ，故可以推断出

对 0t∀ > 有 ( )( ) ( )( )nj tz z t→  。现令 ( )( ) ( )( ) ( )
0

, d
t

z t z t τ τ= − ∫  h u ，由于 ( )( )d 0
d

z t
t

≤ ，则能量函数

( )( )njz t 随时间 t 单调递减，故对于每个 j，函数 ( )( )njz ⋅ 在 [0, )∞ 上递减，并且 ( )( )z ⋅ 在 [0, )∞ 上是连

续的，则对 ( )( ) ( )( )  0 njt z t z t∀ > → ，  ，有 

 ( )( ) ( )( ) 0njz z t tt → >，    . (45) 
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从式(45)可以推断出对 0t∀ > ，在 m 中 ( ) ( )njz t tz→ 。故 ( ){ } 0m t
S t

≥
在空间 m 中是渐近紧的。 

由定理 4.2 和定理 4.3 有以下结果。 
定理 4.4 系统(1)~(7)生成的半群 ( ){ } 0m t

S t
≥
在空间 m 中存在全局吸引子。 

5. 小结 

本文改进了非线性项 ( )f s 和双阱势函数 ( )F s 的假设条件后，讨论系统(1)~(7)在二维空间中弱解的适

定性和渐近行为。利用标准 Galerkin 方法并结合空间不等式证明了系统弱解的存在唯一性，利用弱解的

耗散估计证明系统在空间 m 中存在全局吸引子。本文还可以在改进的假设条件下进一步去研究系统在

二维空间中指数吸引子的存在性问题，以及在三维空间中弱解的适定性和渐近行为。 
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