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摘  要 

受计数草图对Kaczmarz方法加速效果的启发，文章将计数草图与随机平均块Kaczmarz方法相结合，得

出了一种求解高度超定线性系统的新方法。为了验证新方法的可行性，进行了大量数值实验。数值实验

表明，在相同精度下，新方法在计算时间上表现良好。 
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Abstract 
Inspired by the acceleration effect of the count sketch on the Kaczmarz method, this paper combines 
the count sketch with the randomized average block Kaczmarz method to derive a new method for 
solving highly overdetermined linear systems. To verify the feasibility of the new method, a large 
number of numerical experiments were conducted. The numerical experiments show that, under 
the same precision, the new method performs well in terms of computing time. 
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1. 引言 

在科学与工程计算领域，求解大规模线性方程组是一个极为常见且关键的任务。这类方程组广泛出

现于诸如信号处理、医学成像、机器学习以及计算机图形学等众多重要应用场景之中。传统的直接求解

方法，像高斯消元法，虽然在理论上能够精确地求解线性方程组，但当面对大规模甚至超大规模的方程

组时，其计算复杂度会急剧增加，所需的计算时间和存储空间常常超出实际可承受的范围，导致求解过

程变得极为耗时且在很多情况下难以实现。迭代法应运而生，成为解决大规模线性方程组的重要途径。 
我们考虑大规模的线性方程组的解： 

 Ax b=  (1) 

其中 ( )m nA R m n×∈  ， mb R∈ ， nx R∈ 为未知向量。Kaczmarz 算法[1]是一种非常流行的求解此类方程的

迭代投影方法，它是作用方法的一种特例，并被广泛用于医学图像重构[2]、信号处理[3]和分布式计算[4]
等问题中。如果我们用 ( )iA 表示矩阵 A 的第 i 行， ( )ib 表示向量 b 的第 i 项，那么给定一个初始估计 0x ，

Kaczmarz 方法可以定义为 

( )
( ) ( )

( )
1 2( )

2

, 0,1,2
k k

k

k

i i
ik

k k i

b A xx x A k
A

∗

+
−

= + =   

这里的上标∗表示一个向量或矩阵的转置，
2
表示欧式范数，根据 ( )mod , 1ki k m= + 选择编号为 ki

的目标行。 
考虑到具体应用的特殊数据结构和算法实现的计算机体系结构，许多研究人员提出了块式迭代方法。

其中块 Kaczmarz [5]方法是这些方法的典型代表。在块 Kaczmarz 方法中，解空间由系数矩阵 A 的多行生

成。具体来说，在每次迭代 k 时，从矩阵 m nA R ×∈ 的行指标的一个分区 { }1 2, , , pT τ τ τ=  中循环地选择一

个子集
ki

τ ，则下一个近似解可通过以下方案得到： 

( )†
1 , 0,1,2 ,

i i ik k kk k kx x A b A x kτ τ τ+ = + − =   

其中， †
ik

Aτ 表示以
ki

τ 为索引的 A 行子矩阵， ( )mod , 1ki k p= + ，上标†表示一个矩阵的 Moore-Penrose 逆。 

块 Kaczmarz 方法的实现与表现很大程度上取决于由划分T 中的块
ki

τ 所索引的子矩阵
ik

Aτ 的性质。在

合适的块划分情况下，块 Kaczmarz 方法可能具有更快的收敛速度。因为每次投影利用了一个块中的多个

方程的信息，相比于经典 Kaczmarz 方法每次只使用一个方程，它能够更全面地调整近似解，使其更快地

接近真实解。例如，当方程组中存在一些方程之间相关性很强的情况，将这些相关方程划分为一个块，

可以更有效地利用它们之间的信息来加速收敛。 
计数草图[6] [7]是一种在数据处理和数值线性代数等领域广泛应用的随机线性变换技术。它的主要目
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的是对高维数据进行降维处理，同时保留数据的一些关键特性。在数值线性代数中，对于大型线性方程

组 Ax b= ，其中 A 是一个大型矩阵，计数草图可以用于加速迭代求解算法。例如，通过对矩阵或向量等

进行计数草图变换，在保证一定求解精度的前提下，减少计算量，加快收敛速度。 
受文献[8]中使用计数草图加速最大加权残差 Kaczmarz 方法的启发，本文将计数草图与平均块

Kaczmarz 方法[9]相结合，提出了计数草图平均块 Kaczmarz 方法。 
本文的结构安排如下：第一节分析了本文的研究背景；第二节具体讲述了计数草图平均块 Kaczmarz

方法的创新点和算法步骤；第三节进行数值实验分析。 

2. 计数草图平均块 Kaczmarz 方法(CS-RaBK) 

随机块 Kaczmarz 方法[10]需要求解子矩阵的摩尔–彭罗斯伪逆，这个计算耗时较长。因此，为了避

免这一缺点，引入了平均块技术，Necoara [9]提出了随机平均块 Kaczmarz 方法。随机平均块 Kaczmarz 方

法的迭代相当于随机 Kaczmarz 方法在不同方向上以一定步长进行更新的凸组合。随机平均块 Kaczmarz
的算法描述如下： 
 

算法 1. 随机平均块 Kaczmarz 方法(RaBK) 

输入： m nA R ×∈ ， mb R∈ ，初始值 0x ，步长序列{ } 0k k
α

≥
，权重序列{ } 0k k

ω
≥

 

1) 令 0,1,2k = 直到满足停止标准为止 
2) 绘制样本 kJ P 并更新 

3) ( )
( ) ( )

( )
1 2( )

2
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i ik

k k k k ii J

A x bx x A
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∈

 − = −
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 
∑  

4) 结束 

 
这里， { }1 , ,

k

k k
kJ i iτ=  是在第 k 次迭代时所选择的行对应的索引集合，P 表示在集合 [ ]m 的索引子集

的集合上的概率分布。 
在该方法中，步长序列存在三种选择方式。其一为常数步长，即在整个迭代过程里，步长始终固定

不变；其二是自适应步长，它会依据迭代过程中的相关信息，例如残差大小、迭代进展状况等动态地对

步长加以调整；其三则是切比雪夫步长，此步长依据切比雪夫多项式的特性来确定，通过预估系数矩阵

的特征值范围，将矩阵变换至适宜区间，进而构建步长序列。本文第三节主要对前两种步长的随机平均

块 Kaczmarz 方法进行加速研究。 
定义 1 [6] 计数草图变换：定义一个计数草图变换为 d mS D R ×= Φ ∈ 。这里，D 是一个m m× 随机对角

矩阵，每个对角项独立选择为 1+ 或 1− 的概率相等， { }0,1 d m×Φ∈ 是一个 d m× 二进制矩阵，其中 ( ), 1h i iΦ = ，

其余所有项为 0 ，其中 [ ] [ ]:h m d→ 是一个随机映射，使得对于每个 [ ]i m∈ ， ( )h i j= ，每个 [ ]j d∈ 的概

率为1 d 。 

尽管进行了降维，计数草图能够在一定程度上保留数据的结构特性。例如，在对高维数据进行聚类

分析时，计数草图得到的低维表示仍然可以大致反映原始数据的聚类结构。这是因为计数草图在构造过

程中，通过随机的哈希和符号分配，使得数据中的重要信息得以以一种近似的方式保留下来。 
在上面算法的基础上，本文将计数草图技术与随机平均块 Kaczmarz 方法结合，产生新的方法。计数

草图随机平均块 Kaczmarz 的算法描述如下： 
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算法 2. 计数草图随机平均块 Kaczmarz 方法(CS-RaBK) 

输入： m nA R ×∈ ， mb R∈ ，初始值 0x ，步长序列{ } 0k k
α

≥
，权重序列{ } 0k k

ω
≥

 

1) 引入计数草图矩阵 d mS R ×∈ ， d m<  
2) 计算 d nA SA R ×= ∈ ， db Sb R= ∈  
3) 令 0,1,2k = 直到满足停止标准为止 
4) 绘制样本 kJ P 并更新 

5) ( )
( ) ( )

( )
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6) 结束 

 
引理 1 [8]当计数草图随机平均块 Kaczmarz 方法的步长为常数步长或者自适应步长时，有以下收敛

速率： 

( )2 2min 0 *
0

max

1

knz
k

k block

A ArE x x x x
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λ
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∗
∗

 
   − ≤ − −    

 
 

其中 min
nzλ 表示给定矩阵的最小非零特征值， ( )max maxmaxblock T

J JJ P
A Aλ λ=



。 

定理 1 [9]设 d mS R ×∈ 是一个计数草图矩阵，其中 ( ) ( )2 2d n n δε= + ，这里 0 , 1δ ε< < ，对于计数草图

随机平均块 Kaczmarz 方法的序列{ }
0

k

k
x

∞

=
，以概率1 δ− ，有 

( )2 2min 0 *
0
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1
knz

k
k block

ASSArE x x x x
m
λ

λ
∗   − ≤ − −      

 

成立。 

3. 数值实验 

在本节中，我们考虑以下 RaBK 变体[7]： 
1) 具有均匀采样和自适应外推步长的 RaBK： 1.95k kLα = 称为自适应步长的 RaBK (用 RaBK-a 表示)。 
2) 具有均匀采样和恒定步长的 RaBK： 1.95kα = 称为常数步长的 RaBK (用 RaBK-c 表示)。 

本节的所有实验都是在个人计算机上使用 MATLAB R2022a 进行的，计算机中央处理器为 2.50 GHz 
(Intel(R) Core(TM) i5-12500H CPU)，内存为 16.00 GB，操作系统为 Windows 11。值得注意的是，当测试

方法运行 50 次时，“CPU”是平均运行时间。为了便于对测试方法的运行时间进行比较，我们定义 
CPU of RaBCPUspeedup1

CPU of CS RaBK
K a

a
⋅ ⋅ −

=
⋅ ⋅ − −

 

CPU of RaBKCPUspeedup2
CPU of CS RaBK

c
c

⋅ ⋅ −
=

⋅ ⋅ − −
 

为了进一步比较收敛性能，在表 1 和表 2 中，分别列出了 CS-RaBK-a 方法、RaBK-a 方法、CS-RaBK-
c 以及 RaBK-c 方法针对不同规模随机矩阵所耗费的 CPU 时间。在表 3 和表 4 中，分别列出了 CS-RaBK-
a 方法、RaBK-a 方法、CS-RaBK-c 以及 RaBK-c 方法针对不同规模随机矩阵所需要的 IT 迭代次数。我们

可以看到 CS-RaBK-a 方法和 CS-RaBK-c 方法对比 RaBK-a 和 RaBK-c 方法在运行时间上有显著提升，并

且在我们的实验中，其CPUspeedup1和CPUspeedup2分别可高达 3.4315 和 9.5128。这主要因为计数草图
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将矩阵 m nA R ×∈ 降维成 d nA R ×∈ ，大大减小了迭代过程的计算量，从而加快了运行时间。 

 
Table 1. CPU numerical results of CS-RaBK-a, RaBK-a, CS-RaBK-c and RaBK-c for different sized matrices A 
表 1. CS-RaBK-a、RaBK-a、CS-RaBK-c 和 RaBK-c 对不同规模矩阵 A 的 CPU 数值结果 

m n×  d  CS-RaBK-a RaBK-a CS-RaBK-c RaBK-c 

50000 50×  

20n  0.0438 0.0750 0.0563 0.0828 

30n  0.0594 0.0828 0.0359 0.0672 

40n  0.0453 0.0734 0.0313 0.1016 

50n  0.0625 0.0875 0.0422 0.0703 

50000 100×  

10n  0.0875 0.1422 0.0156 0.1484 

20n  0.1094 0.1547 0.0766 0.1844 

40n  0.0609 0.1172 0.0313 0.1203 

50n  0.0750 0.1328 0.0828 0.1906 

50000 150×  

10n  0.0906 0.2844 0.0922 0.1953 

20n  0.0953 0.2438 0.1266 0.2000 

30n  0.1063 0.2266 0.1438 0.2031 

 
Table 2. CPU numerical results of CS-RaBK-a, RaBK-a, CS-RaBK-c and RaBK-c for different sized matrices A 
表 2. CS-RaBK-a、RaBK-a、CS-RaBK-c 和 RaBK-c 对不同规模矩阵 A 的 CPU 数值结果 

m n×  d  CS-RaBK-a RaBK-a CS-RaBK-c RaBK-c 

500000 50×  

20n  0.1891 0.6000 0.2531 0.5766 

30n  0.2281 0.5531 0.2422 0.5844 

40n  0.2203 0.5250 0.1938 0.5750 

50n  0.2391 0.5984 0.2547 0.5719 

500000 100×  

10n  0.3469 1.1904 0.3922 1.2594 

20n  0.5344 1.1547 0.5078 1.1938 

40n  0.5297 1.2422 0.5469 1.2047 

50n  0.4297 1.1813 0.4797 1.1719 

500000 150×  

10n  0.6953 2.0109 0.7578 2.0703 

20n  0.7109 1.9313 0.7328 1.9578 

30n  0.8141 2.0266 0.8250 2.0516 
 
Table 3. IT numerical results of CS-RaBK-a, RaBK-a, CS-RaBK-c and RaBK-c for different sized matrices A 
表 3. CS-RaBK-a、RaBK-a、CS-RaBK-c 和 RaBK-c 对不同规模矩阵 A 的 IT 数值结果 

m n×  d  CS-RaBK-a RaBK-a CS-RaBK-c RaBK-c 

50000 50×  

20n  733.9800 606.1700 226.1800 182.7800 

30n  513.5600 453.7800 211.3800 180.4800 

40n  433.2700 388.9700 205.7900 179.4700 

50n  376.8900 358.4500 198.6800 178.2400 
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续表 

50000 100×  

10n  2978.7600 2167.5000 564.3800 376.6700 

20n  1456.3300 1256.0700 458.9800 368.2400 

40n  736.2700 712.5600 389.7900 359.7400 

50n  627.5600 609.0400 376.3400 357.3600 

50000 150×  

10n  1124.7000 1073.7800 587.3400 545.8000 

20n  808.7400 788.6000 564.0000 540.7000 

30n  715.7600 734.5800 559.6800 534.6200 

 
Table 4. IT numerical results of CS-RaBK-a, RaBK-a, CS-RaBK-c and RaBK-c for different sized matrices A 
表 4. CS-RaBK-a、RaBK-a、CS-RaBK-c 和 RaBK-c 对不同规模矩阵 A 的 IT 数值结果 

m n×  d  CS-RaBK-a RaBK-a CS-RaBK-c RaBK-c 

500000 50×  

20n  716.8900 612.7000 227.5600 184.2200 

30n  423.6700 397.5600 203.8900 178.4700 

40n  349.3500 312.4600 189.6500 166.5800 

50n  314.6800 297.3900 156.4600 136.5400 

500000 100×  

10n  1476.4600 1245.8900 455.7600 356.4500 

20n  768.3600 704.3600 399.7500 351.6400 

40n  568.5100 534.7700 380.2600 347.4500 

50n  526.5700 511.1600 374.2600 332.5400 

500000 150×  

10n  1158.3800 1055.7600 598.5000 531.6200 

20n  859.2600 786.4600 565.0000 528.3700 

30n  706.6000 698.4700 552.2100 518.4900 

4. 结束语 

本文提出一种用于求解高度超定线性系统的计数草图随机平均块 Kaczmarz 方法，并通过数值实验验

证了方法的可行性，从数值实验中发现 CS-RaBK-a 和 CS-RaBK-c 方法在 CPU 方面优于 RaBK-a 和 RaBK-
c 方法，CS-RaBK-a 方法在相同精度下所需的运行时间最少。 
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