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摘  要 

文章对于给定的四元数矩阵 , ,A B C 和 D ，深入讨论了矩阵方程 AX X B CY D∗+ + = 的三对角广义(反)对
称解。利用Kronecker积，矩阵拉直算子以及Moore-Penrose广义逆等理论，充分考虑三对角广义(反)对
称矩阵的结构特点，讨论了四元数矩阵方程三对角广义(反)对称解的结果，给出方程有解的充分必要条

件及解的表达式。 
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Abstract 
This paper discusses in depth the tridiagonal generalized (skew-) symmetric solutions for the given 
quaternion matrices , ,A B C , and D  in the matrix equation AX X B CY D∗+ + = . By employing 
the theories of the Kronecker product, matrix vectorization, and the Moore-Penrose generalized 
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inverse, the research thoroughly considers the structural characteristics of tridiagonal generalized 
(skew-) symmetric matrices. It discusses the outcomes of the quaternion matrix equation’s tridiag-
onal generalized (skew-) symmetric solutions, provides the necessary and sufficient conditions for 
the equation to have a solution, and presents the expressions for these solutions. 
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1. 引言 

在多维空间的数学建模和工程应用中，四元数矩阵方程扮演着越来越重要的角色。四元数，作为一

种强大的数学工具，因其在表示三维旋转方向上的简洁性和效率而被广泛采用。在计算机图形学中，四

元数矩阵提供了一种自然的方式来处理三维空间中的旋转和方向，三对角广义(反)对称解的研究可以提

高图形变换的准确性和效率。在物理模拟中，四元数矩阵可以用来模拟刚体的旋转和方向，三对角广义

(反)对称解的研究可以提高这些模拟的精确度和可靠性。 
近些年来，许多国内外学者都投入到四元数矩阵和四元数矩阵方程的研究中，Wolf [1]在实数范围上

对实四元数矩阵的相似性进行了研究，Xie [2]对自伴四元数矩阵行列式的展开进行了研究，Liping 等人

在简单阿廷环上考虑四元数矩阵方程[3]，Wang [4]研究了实四元数矩阵方程组的双对称和中心对称解[5]-
[11]，分别考虑了四元数矩阵(组)方程 ( ) ( ), ,AXB CXD E F= 、AXB C= 、AXB CXD E+ = 、AXB CYD E+ = 、

AX XB C+ = 和 H HAXA BYB C+ = 的解。文献[12]是对三对角矩阵的逆阵元素解析进行研究，加快了逆矩

阵计算的速度。文献[13]研究了四元数矩阵的特征值以及特征向量的问题。文献[14] [15]研究了四元数矩

阵方程的 L-结构，对于四元数矩阵方程的其他代数性质也有研究[16]-[19]。尽管四元数矩阵方程的研究

已经取得了一定的进展，但目前的研究还相对较少，需要进一步的探索和研究。在数值分析中，三对角

广义(反)对称解可以用于求解线性方程组，特别是在处理大型稀疏矩阵时，这种解可以提高计算效率和精

度。本文将深入分析三对角广义(反)对称解的结构特征，利用 Kronecker 积、矩阵拉直算子以及 Moore-
Penrose 广义逆，证明了四元数矩阵方程 AX X B CY D∗+ + = 的三对角广义(反)对称解的存在性、唯一性的

充要条件，并给出方程求解的有效算法。 
四元数最早是由爱尔兰数学家 William Rowan Hamilton 在 1843 年发明的。四元数的表示集合如下 

{ }; , , , ,S a b c d a b c dQ q q q i q j q k q q q q R= = + + + ∈  

其中 2 2 2 1,i j k ij ji k= = − = − == 。q∗表示四元数 q 的共轭， a b c dq q q i q j q k∗ = − − − ，其满足 ( )* * *pq q p= 。

四元数的范数 * 2 2 2 2
a b c dq qq q q q q= = + + + ，对于任意四元数矩阵 1A A= + 2

m n
SQA j ×∈ 的复表示矩阵如

下： 

( ) 1 2 2 2

2 1

.m nA A
F A C

A A
× 

= ∈  − 
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本文中由 3 3, , , , , , ,0n m nm n m n
n

n n n n
SR C QQR IR× ×× × × 分别表示 n 维实向量组成的集合、m n× 实矩阵组成的集

合、m n× 复矩阵组成的集合、m n× 四元数矩阵组成的集合、n 阶三对角实矩阵组成的集合、n 阶三对角

四元数矩阵组成的集合、n 阶单位矩阵、相应类型零矩阵。对于 ( ) ( ) TRe , Im, , ,,m nA C A A A A A∗×∈ 和 A+分

别表示矩阵 A 的实部、虚部、共轭、转置、共轭转置和广义逆。⊗表示矩阵的 Kronecker 积。 
定义复矩阵的 Frobenius 范数，当 m nA C ×∈ 时， 

2

1 1 ,m n
iji jFA a

= =
= ∑ ∑  

定义四元数矩阵的 Frobenius 范数，当 m n
sA Q ×∈ 时， 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 22 Re Im Re Im .F F

A F A A A A A= = + + +  

定义 1 3
n nA Q ×∈ ，若 n nA S AS= ，其中 ( )1 2 1, , , ,n n nS e e e e−=  ， ie 为 n 阶单位矩阵的第 i 列，则 A 称为

是一个三对角广义对称矩阵，分别用 3
n nWR × 和 3

n nWQ × 表示实和四元数三对角广义对称矩阵集合，若

n nA S AS= − ，那 A 称为是一个三对角广义反对称矩阵，分别用符号 3
n nAR × 和 3

n nAQ × 表示实和四元数三对

角广义反对称矩阵集合。 
本文考虑以下问题： 
问题 1 设 , , , n n

SA B C D Q ×∈ ，考虑方程 

 ,AX X B CY D∗+ + =  (1) 

其中 3 3, n n n nX Y WQ AQ× ×∪∈ 的解，令 

[ ]
0 0 3 3

3 3 0 00
,

, | , , min ,
n n n n

n n n n
L F FX Y WQ AQ

H X Y X Y WQ AQ AX X B CY D AX X B CY D
× ×

× × ∗

∈

∗

∪

 = ∈ ∪ + + − = + + − 
 

 

求矩阵 [ ],W A LX Y H∈ 使 

[ ]
[ ] ( )2 2 2

,
, min .

L
W F FF X Y HYX Y X Y

∈
= +

 

2. 预备知识 

下面给出本文所需要的预备知识。首先利用三对角广义(反)对称矩阵的特殊结构，给出其拉直的简化

表达式。 
若矩阵 3

n nA WR ×∈ ，当 2n k= 时，矩阵 A 满足 

1 1

1 2 2

2 1 1

1

1

1 1 2

3 3 2

2 2 1

1 1

,

k k k

k k k

k k k

k k k

a c
b a a

b a c
b a b

A b a b
c a b

c a b
c a b

c a

− − −

−

−

− − −

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  
 

  

  
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当 2 1n k= + 时，矩阵 A 满足 

1 1

1 2 2

1

1

1

2 2 1

1 1

.
k k k

k k k

k k k

a c
b a c

b a c
A b a b

c a b

c a b
c a

−

+

−

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

  

  

 

若 3
n nA AR ×∈ ，当 2n k= 时，矩阵 A 满足 

1 1

1 2 2

2 1 1

1

1

1 1 2

3 3 2

2 2 1

1 1

,

k k k

k k k

k k k

k k k

a c

b a a

b a c

b a b

A b a b

c a b

c a b

c a b

c a

− − −

−

−

− − −

 
 
 
 
 
 
 
 −
 

= − − 
 

− − − 
 
 
 − − −
 
 − − −
  − − 

  

  

 

当 2 1n k= + 时，矩阵 A 满足 

1 1

1 2 2

1

1

1

2 2 1

1 1

,
k k k

k k k

k k k

a c
b a c

b a c
A b a b

c a b

c a b
c a

−

+

−

 
 
 
 
 
 
 =
 

− − − 
 
 
 − − −
 − − 

  

  

 

其中 1 0ka + = ，设 3 3
n n n nA WR AR× ×∈ ∪ ，当 2n k= 时，令 ( )1 1 12 , 2A a b= ， ( )2 1 2 22 , 2 , 2A c a b= ，，

( )1 2 1 12 , 2 , 2k k k nA c a b− − − −= ， ( )12 , 2 , 2kk kkA c a b−= 。记 ( ) ( )T
2 1 2 1vec , , , ,k k kA A A A A−=  。则 

 ( ) ( ) ( ) ( )22vec vec , ,kkA K A W Aµ µ= =  (2) 

其中
( ) ( )

( )2

2 2

4 3 1,
k kW A

k kK K R × −∈ 为列正交矩阵， 
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( )2

1 2

1 2 3

2 3 4

1 1

2 1

2 1 2 2 2 3

2 2 1 2 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2
0 0 0 0 0 0

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

0 0 0 0 0 0
1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1
2

k

k k k

W

k k k

k k k

k k k

e e

e e e

e e e

e e e
K

e e e

e e e

e e e

e

− +

+ +

− − −

− −

=





   

     

        

        

     

   

   

2 2 1

,

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2k ke −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



(3) 

( )2

1 2

1 2 3

2 3 4

1 1

2 1

2 1 2 2 2 3

2 2 1 2 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2
0 0 0 0 0 0

1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2

0 0 0 0 0 0
1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0
2 2 2

k

k k k

A

k k k

k k k

k k k

e e

e e e

e e e

e e e
K

e e e

e e e

e e e

− +

+ +

− − −

− −

=
− − −

− − −

− − −





   

     

        

        

     

   

2 2 1

0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

,

0
2 2k ke e −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


−


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

   



 

(4) 

其中 ie 为 2kI 的第 i 列。 
当 2 1n k= + 时，令 ( )1 1 12 , 2A a b= ， ( )2 1 2 22 , 2 , 2A c a b= ，， ( )12 , 2 , 2kk kkA c a b−= ，

( )1 12 ,k k kA c a+ += 。特别注意的是，当 A 为三对角广义反对称矩阵时， 1 0ka + = ，此时 ( )1 2 ,0k kA c+ = 。记

( ) ( )T 3 1
2 1 1 2 1vec , , , , k

k n nA A A A A R +
+ −= ∈ 则 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 12 1vec vec , ,kkA K A W Aµ µ++= =  (5) 

其中
( ) ( )

( ) ( )2

2 12 1

2 1 3 1,
kk

k
W A

kK RK
+ +

+ × +∈ 为列正交矩阵 
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( )2 1

1 2

1 2 3

2 3 4

2 1

2 2 1 2 2

2 1 2 2 1

2 1 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

k k k kW

k k k

k k k

k k

e e

e e e

e e e

e e eK

e e e

e e e

e e

+ + +

− −

+ −

+















+



=







  



        



  





,
















 
 
 
 
 
 
 
 
 


(6) 

( )2 1

1 2

1 2 3

2 3 4

2 1

2 2 1 2 2

2 1 2 2 1

2 1 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 10 0 0 0 0
2 2 2

1 1 10 0 0 0 0 0 0
2 2 2

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

k k k kA

k k k

k k k

k k

e e

e e e

e e e

e e eK

e e e

e e e

e e

+ + +

− −

+ −

+







+=

− −



−



−

− −

− −





  



        



  





,








 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

(7) 

其中 ie 为 2 1kI + 的第 i 列。 
为了方便说明，统一记为 

( )
( )
( )

( )

( )

( )

( )

2 2

2 1 2 1

2

2 1

2 , 2 ,2 ,
2 1, 2 1.2 1,

vec
vec

vec
k k

k k

W A

W
k

W A
A

k

n k n kA n k
A

n k n kA n k

K K
K K

K Kδ
+ ++

= =  = =
==  = + = += + 


 

 

引理 1 [8]对于 , , n nA B C C ×∈ ，有 ( ) ( ) ( )Tvec vecABC C A B= ⊗ 。 

由于四元数不具有交换性，引理 1 在四元数上并不成立，下面给出引理 1 在四元数中的推广。设

1 2
n n
sA A A j Q ×= + ∈ ，令 ( )1 2,A A AΦ = ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2Re , Im , Re , ImA A A A A=



。其拉直为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 2

2

vec
vec vec vec , vec ,

vecA

A
A A A j

A
 

= + Φ =  
 
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则 

( ) ( ) ( )
( )

1

2

vec
vec 2 vec 2 .

vecAF F
F

A
A

A
 

= Φ =  
 

 

引理 2 [8]设 1 2 1 2 1 2, ,n n n n n n
S S SA A A j Q B B B j Q C C C j Q× × ×= + ∈ = + ∈ = + ∈ ，那么 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

T
1 2

vec
vec , .

vec
B

ABC
jBj

F C A F Cj A∗

−

 Φ 
Φ = ⊗ ⊗  

Φ  
 

下面给出四元数三对角广义 ( 反 ) 对称矩阵拉直的一个结果。首先分析其结构，对于

1 2 3
n nA A A j WQ ×= + ∈ ， n nS AS A= ， ( )1 2 1 2n nS A A j S A A j+ = + ， 可 得 ( )n i n iS A S A= ， 1,2i = ， 有

( ) ( )( )Re Rei n i nA S A S= ， ( ) ( )( )Im Imi n i nA S A S= ， 1,2i = ，即 1 2 3, n nA A WR ×∈ 。同理，当 1 2 3
n nA A A j AQ ×= + ∈ ，

可得 1 2 3, n nA A AR ×∈ 。 
当 m n

SX Q ×∈ 时，记 

( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

1

1

2

2

vec Re

vec Im
vec

vec Re

vec Im

X

X

X

X

X

δ

δ
δ

δ

δ

 
 
 
 

 
 

=




 

引理 3 当 1 2 3
n nX X X j WQ ×= + ∈ ， 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )

1

2

1

2

vec 0 0
vecvec 0 0

vec .vec 0 0vec
0 0vec

W W

X W W

W WjXj

W W

X K iK
X K iK
X K iK

iKX

X

K

δ
−

            = =     −Φ       −   

Φ





 

当 1 2 3
n nX X X j AQ ×= + ∈ ， 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )

1

2

1

2

vec 0 0
vecvec 0 0

vec .vec 0 0vec
0 0vec

A

X A A

AjXj

A

A

A A

X K iK
X K iK
X K iK

K iKX

Xδ
−

        Φ     = =    −Φ       −    



 

证明 由式(2)和式(5)直接可得。 
引理 4 对于 n mX R ×∈ ，有 ( ) ( )Tvec vecX L X= ，其中矩阵 nm nmL R ×∈ 的形式如下 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n n

n n

n n

n n

e e e e
e e e e

L
e e e e

e e e e

−

−

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

    

    

    

    

    

 

其中 ie 为 n 阶单位矩阵的第 i 列 
证明 直接计算可得。 
引理 5 设 n n

SX Q ×∈ ，则 
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( )
( )

( )
( )

1

2

vec vec0
,

0 vecvec

X X

jXj
jX j

G
G

∗

∗ −
−

 Φ  Φ     =     Φ Φ    

 

其中 

1 2

0 0
;

0 0
L L

G G
L L

−   
= =   − −   

 

证明 n n
SX Q ×∈ ， 1 2X X X j= + ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2Re , Im ,Re , ImX X X X X=



，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
1 1 2 2Re , Im , Re , Im ,X X X XX ∗ − − −=



 

再由引理 4 可得结果。 
引理 6 [9]对于 n nA R ×∈ 和 nb R∈ ，矩阵方程 Ax b= 有解 nx R∈ 当且仅当 AA b b+ = ，通解可表示为

( )x A b I A A y+ += + − ，其中 ny R∈ 是任意向量。此时其极小范数解是 x A b+= 。当 AA b b+ ≠ ，矩阵方程

Ax b= 的最小二乘解能表示为 ( )x A b I A A y+ += + − ，其中 ny R∈ 是任意向量，此时其极小范数最小二乘解

是 x A b+= 。 

3. 主要结果 

对于 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,n n
SA B C D Q A A A j B B B j C C C j D D D j×∈ = + = + = + = + ，先讨论 

3 3,n n n nX WQ Y AQ× ×∈ ∈ 时方程的解，方程其他形式的解以推论形式给出。设 

T
1 2 1

1 2
2 1 2

0 0

0 0 0 00
, ,0

0 0 0 00

0

.

0

n n W W
n n n

n n W

W

W

W

W

W

K iK

I I K iKB B G
P A A I

I I K iKB B G

K iK

×

 
               = ⊗ ⊗ + ⊗                 −           
 − 

 (8) 

 1 2

0 0
0 0 0 0

, .
0 0 0 0

0 0

A

n n A A

An n A

A A

AK iK
I I K iK

Q C C
I I K iK

K iK

 
       = ⊗ ⊗      −     

− 

 (9) 

 [ ] [ ] ( )
( )1 2

vec Re
Re ,Re , Im , Im , .

vec Im
D

D

T P Q T P Q d
 Φ 

= = =  Φ 
 (10) 

定理 1 设 1 2 1 2 1 2 1 2, , , n n
SA B C D Q A A A j B B B j C C C j D D D j×∈ = + = + = + = +； ， ， ， ，令 1 2, ,T T d 如式(10)

定义，且 ( )diag ,W AM K K= ，则问题(1)有解 3 3,n n n nX WQ Y AQ× ×∈ ∈ ，当且仅 

1 1

2 2

,
T T

d d
T T

+
   

=   
   

 

此时方程通解为 

[ ]
( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
, ,

vec
L

X T T T
H X Y M d I z

T T TY

+ +               = = + −                    




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其中
( )

( )

2 3 1

2 3 1

2

2 1

k

k

R n k
z

R n k

−

+

 =∈
= +

是任意向量，且极小范数解为
( )
( )

1

2

vec

vec

X T
M d

TY

+     =      





。如果 1 1

2 2

T T
d d

T T

+
   

≠   
   

，

则问题(1)有最小二乘解，此时 

[ ]
( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
, ,

vec
L

X T T T
H X Y M d I z

T T TY

+ +               = = + −                    





 

且有极小范数最小二乘解
( )
( )

1

2

vec

vec

X T
M d

TY

+     =      





。 

证明 由引理 2 可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

22

2

2

2

2

1

2

2

2 vec vec vec vec

2 vec vec vec

vec vec ReRe Re
2

vec ImIm Im vec

vec
2 .

vec

AX CY DX BF F

AX CY DX B F

D F

D

D
F

F

AX X B CY D

P X Q Y

XP Q
P Q Y

XT
d

T Y

δ δ

δ

δ

δ

δ

∗

∗

∗+ + − = Φ +Φ +Φ −Φ

Φ + Φ + Φ − Φ

+ − Φ

   Φ     −      Φ    

 

=

=

=

=
   −      

 









 

考虑方程
1

2

T
t d

T
 

= 
 

，其中
( )
( )

vec

vec Y
t

Xδ

δ

 
 =
 
 





。当满足 

 1 1

2 2

,
T T

d d
T T

+
   

=   
   

 (11) 

由引理 6 得方程有解，解为 

( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
,

vec

X T T T
d I z

T T TY

δ

δ

+ +           = + −               





 

其中
( )

( )

2 3 1

2 3 1

2

2 1

k

k

R n k
z

R n k

−

+

 =∈
= +

是任意向量，进一步可得解集 

[ ]
( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
, .

vec
L

X T T T
H X Y M d I z

T T TY

+ +               = + −                   
=

 





 

相应的极小范数解满足 

( )
( )

1

2

vec
.

vec

X T
M d

TY

+       =        




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若不满足式(11)，此时方程有最小二乘解为 

( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
,

vec

W

A

X T T T
d I z

T T TY

+ +           = + −               





 

进一步可得解集 

[ ]
( )
( )

1 1 1

2 2 2

vec
, .

vec
L

X T T T
H X Y M d I z

T T TY

+ +               = + −                   
=

 





 

相应的最小范数最小二乘解满足 

( )
( )

1

2

vec
.

vec

X T
M d

TY

+       =        





                                   

推论 1：对于问题(1)的其他解，需根据解 ,X Y 的范围，选取参数， 
当 3

n nX WQ ×∈ ，取 

T
1 2 1

1 2
22 1

0 0
0 0 0 00

, ,0
0 0 0 00

0 0

.n n W W

W W

n n n
n n W

W W

W

K iK
B BI I K iKG

P A A I
I I K iKGB B

K iK

×

 
              = ⊗ ⊗ + ⊗             −           

− 

 

当 3
n nX AQ ×∈ ，取 

T
1 2 1

1 2
22 1

0 0
0 0 0 0 0

, ,0
0 0 0 0

0

.
0

0

A

n n A A
n n n

n n A

A A

A

A

K iK
B BI I G K iK

P A A I
I I G K iKB B

K iK

×

 
              = ⊗ ⊗ + ⊗             −           

− 

 

当 3
n nY WQ ×∈ ，取 

1 2

0 0
0 0 0 0

, .
0 0 0 0

0 0

n n W W

n n W

W

W

W

W WK iK
I I K iK

Q C C
I I K iK

K iK

 
       = ⊗ ⊗      −     

− 

 

当 3
n nY AQ ×∈ ，取 

1 2

0 0
0 0 0 0

, .
0 0 0 0

0 0

A

n n A A

An n A

A A

AK iK
I I K iK

Q C C
I I K iK

K iK

 
       = ⊗ ⊗      −     

− 

 

令 

 ( )11 22diag , .M M M=  (12) 

当 3
n nX WQ ×∈ ，取 11

0 0
0 0

0 0
0 0

W W

W

W W

W W

W

K iK
K iK

K iK
K iK

M

 
 
 
 −
 

− 

= ，当 3
n nX AQ ×∈ ，取 11

0 0
0 0

0 0
0 0

A

A A

A

A A

A

A

K iK
K iK

K iK
K iK

M

 
 
 
 −
 

− 

= ，
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当 3
n nY WQ ×∈ ，取 22

0 0
0 0

0 0
0 0

W W

W

W W

W W

W

K iK
K iK

K iK
K iK

M

 
 
 
 −
 

− 

= ，当 3
n nY AQ ×∈ ，取 22

0 0
0 0

0 0
0 0

A

A A

A

A A

A

A

K iK
K iK

K iK
K iK

M

 
 
 
 −
 

− 

= ，取

1 2, ,T T d 如式(10)，与定理 1 的证明类似，可得方程(1)相应的 ,X Y 3 3
n n n nWQ AQ× ×∈ ∪ 解。 

4. 算法 

算法： 
Step 1：给出 , , ,A B C D ； 
Step 2：根据 ,X Y 要求的范围，由式(3) (4)和式(6) (7)计算相应的 WK 和 AK ； 
Step 3：根据 ,X Y 要求的范围，由推论 1 中的式(8) (9)得出相应的 ,P Q ； 
Step 4：根据式(10)得出 1 2, ,T T d ； 
Step 5：根据 ,X Y 要求的范围，由式(12)得出对应的 M； 

Step 6：检验 1 1

2 2

T T
d d

T T

+
   

=   
   

是否成立； 

Step 7：根据定理 1 及推论得出相应的解。 
例：设 

1 2 2 3 1 3 2
0 3 2 , 2 2
3 2 1 0 2 2

i j k j k i
A i j j B k j i k

i i k k i

+ + + + −   
   = − + − = + − − +   
   + − − − −   

 

3 2 3 2
4 2 , 2 3 2

2 3 2 3 0 3 2

i i i k j k i j j
C k i D i k i k k

j i k i k j

− − + − − − −   
   = − + = − + − +   
   + + +   

 

对于 3 3,n n n nX WQ Y AQ× ×∈ ∈ ，考虑解的情况按照算法步骤计算可得如下情况： 
数值实验表明，以误差为 10−13 量级，式(11)成立，为了方便计算，取 z 为相应类型零向量，可以得

到相应的一组解 [ ],X Y ，其中 

0.031 0.160 0.251 0.537 0.181 0.081 0.772 0.459 0
0.194 0.768 0.608 0.317 0.270 0.782 0.643 1.839 0.194 0.768 0.608 0.317

0.181 0.081 0.772 0.459 0.031 0.160 0.251 0.50 37

i j k i j k
i j k i j k i j kX

i j k i j k

+ − − + + +
+ + + − − + + + + +

+ +

 
 =  
 + + − − 

 

0.190 0.151 0.536 0.343 0.005 0.402 0.046 0.178
0.946 0.861 0.180 0.042 0.946 0.861 0.180 0.042

0.005 0.402 0.046 0.178 0.190 0.151 0

0
0

.536 0.340 3

i j k i j k
i j k i j k

i j i k
Y

k j

− + − + + + +
− −
 
 =  
 


− − + + +
− − − − − + −
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