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摘  要 

文章利用动力系统定性理论和分支方法研究Green-Naghdi方程的精确解，并计算出它在三种参数条件情

况下的精确显式解。 
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Abstract 
This article uses qualitative theory and branch methods of dynamical systems to study the exact 
solution of the Green-Naghdi equation and calculates its exact explicit solution under three param-
eter conditions. 
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1. 引言 

Green-Naghdi 方程作为描述非线性的弱色散的著名浅水波方程之一，描述了孤子在色散介质中的传

播。首先由 Serre [1]在 1953 年首次提出，后续在 Su 和 Gardner [2]、Green 和 Naghdi [3]、Dias 和 Milewski 
[4]等人的工作中不断推导完善，此后 Green-Naghdi 理论不断发展，如今已广泛应用于海洋工程、海岸工

程和沿海海洋学中[5]-[8]。Green-Naghdi 方程为如下所示的无量纲方程组： 

 
( )

( )

3 21 ,
3

0.

t x x xx xt x x

t x

u uu v v uu u u
v

v vu

  + + = + −  
 + =

 (1) 

其中 x R∈ 表示空间变量，t R∈ 表示时间变量， ( ),u x t 是一个自由的上表面， ( ),v x t 是一个流体的垂直速

度。文献[9]-[11]研究了式的适定性，由文献[12] [13]可知式具有哈密顿函数；在文献[14]-[17]得到了式的

部分解；Denys Dutykh 和 Delia Ionescu Kruse [18]利用哈密顿函数，得到了系统的一些孤解和邻解，并在

没有得出显示解的情况下证明了一些新的行波解的存在性；Deng [19]等通过变换 w uv= ，得出行波解的

一些精确表达形式，但由于变换的非线性，忽略了自变量的一些性质，但在后续的工作中[20]，利用平面

自洽系统的定性分析方法解决了这个疏忽。 
本文应用动力系统的分支方法[21]-[24]来计算 Green-Naghdi 方程的精确解。本文的结构为：在第 2

节中，对 Green-Naghdi 方程组进行变换，得出对应的平面动力系统，并对对应的动力系统进行简单分析。

在第 3 节中计算出在三种系数条件下的精确解。 

2. 定性分析 

为了找到 Green-Naghdi 型方程的行波解，我们进行如下行波变换： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,u x t U z v x t V z z x ct= = = −  

其中 c R∈ 是行波解的传播速度，则系统可以写成 

 
( )

( )

3 21 ,
3

0.

z z z zz zz z z

z z

cU UU V V UU cU U
V

cV UV

  − + + = − −  
− + =

 (2) 

在系统(2)中对第二个式子进行积分，我们有 

 ,V
U c
α

=
−

 (3) 

其中α 是积分常数，如果 0α = ，即 0V = ，因此本文讨论 0α ≠ 的情况。再将式带入系统中第一个式子，

可得 

 ( )
3

23 .z z zz zz z
z z

cU UU UU cU U
U c U c U c
α α α     − + + = − −      − − −       

 (4) 

对式(4)进行积分，并令积分常数为 0，可得如下常微分方程： 
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 ( ) ( ) ( ) ( )3 22 333 .
2

U U c U c U c U Uα α α  ′′ ′− + − = − −   (5) 

令
d
d
U y
z
= ，则可以得到与式等价的平面动力系统： 

 ( ) ( )
( )

33 2 2

3

d ,
d

33d 2 .
d

U y
z

y U U c U cy
z U c

α α α

α

 =

 + − + −

= −

 (6) 

其首次积分结果为 

 ( )
( )

2
2 2

2 3
1 1, 3 3yH U y U h

U cU c
α α

α
 = − − = − −

 (7) 

h 为积分常数。 
令 ( )3d dz U c zα= − ，可以得出系统对应的正则系统为 

 
( )

( ) ( )

3

33 2 2

d ,
d
d 33 .
d 2

U y U c
z
y y U U c U c
z

α

α α α

 = −

 = + − + −


 (8) 

可知系统(8)与(6)具有相同的首次积分，但是在奇直线U c= 的邻域中，系统(8)的动力学行为与系统

(6)不同。 
接下来，我们研究系统平衡点的分布，首先令 

 ( ) ( ) ( ) 233 ,
2

F U U c U U cα α = − − +  
 (9) 

 ( ) ( ) 233 .
2

f U U U cα α= − +  (10) 

易知，除根U c= 外， ( ) ( )( )3 3f U U c U cα′ = − − 剩余的根与 ( ) 23 0
2

f c α= > 一致。 
通过计算，可以得到 

 ( ) ( )( )3 3f U U c U cα′ = − −  (11) 

 23( ) 0
2

f c α= >  (12) 

易知， ( )f U′ 存在两个零点，分别令其为 *
1,

3
cc U = 。根据上述结果，我们可以得出当 ( )*

1 0f U < 时， 

系统(6)有三个平衡点 ( ),0 , 1, 2,3iU i = ，并且当 *
1 , 0U c α> > 时，有 *

1 2 1 3U c U U U< < < <  (当 *
1 , 0U c α< <

时，有 *
1 1 2 3U U U c U< < < < )；当 ( ) ( )*

1 0, 0 0f U α α= > < 时，存在两个平衡点 ( ) ( )1 2,0 , ,0U U ，并且平衡点

( ) ( )1 2,0 , ,0U U 一致形成一个双平衡点，实际上就是一个尖点。当 ( )*
1 0f U > 时，无论 0α > 还是 0α < 总

存在一个平衡点。 
为了判断平衡点的类型，令 ( ),0iM U 是系统在平衡点 ( ),0 , 1, 2,3iU i = 处的雅可比矩阵，则有 

 ( ) ( )
( )

30
,0 .

0
i

i
i

U c
M U

F U
α −

=   ′ 
 (13) 

记 ( ) ( ),0 ,0i iJ U M U= ，则 
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 ( ) ( ) ( )3,0 , 1, 2,3.i i iJ U U c F U iα ′= − − =  (14) 

根据平面动力系统平衡点相关知识可知，对于任意的 0α > ，当 ( ),0 0iJ U > 时，对应的平衡点为中心；

当 ( ),0 0iJ U < 时，对应的平衡点则为鞍点。故可知 ( )1,0U 与 ( )3,0U 是鞍点；( ),0c 是退化鞍点；( )2 ,0U 是

中心。 
为了后续便利，我们记 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3,0 , ,0 , ,0h H U h H U h H U= = = 。 

3. 系统 Green-Naghdi 型方程的行波解及其精确显示解 

由式(7)可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2
3

3 1 : ,
3

y U c U U c h U c Uα α α κ
α

 = − − + − − =  
 (15) 

因为，故对于一个给定的 h，沿着对应轨线两端积分可得 

 
( )0

1 d ,
U

U
U z

Uκ
= ±∫  (16) 

其中积分下限为常数。根据式可计算出各种行波解的精确表达式，本文主要研究了当 0α > 时的以下三种

情形。 
情形 1：当 ( ) 1,H U y h= 时，无论 ( )*

1f U 为何值，系统相图总存在一个开放轨道和一个与奇直线U c=

接触的“环形”轨道，且在此情况下，我们有一个爆破波解和一个孤波解。令轨线与 U 轴的交点为 1 11, ,c U U ，

且有 1 11U c U< < ，则式(15)可写成 

( ) ( )( )( )3
11 12

3 .U U c U U U Uκ
α

= − − −  

与开轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )11
1 11

,
3

U

U
z

U U U c U U
α

= ±
− − −

∫  

两边积分，可得爆破波解 

 ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

1 1 11
1

11 1 1 11 1 11

2
.

arccosh 3 2

U c U U
U U

U c U c U U z U U cα

− −
= −

− − − + − −
 (17) 

与“环形”轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )1 11

d ,
3

c

U
U z

U U c U U U
α

= ±
− − −

∫  

两边积分，可得到孤波解 

 ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

1 11 1
1

11 1 1 11 11 1

2
,

arccosh 3 2

c U U U
U U

U c c U U U z U c Uα

− −
= +

− − − + + −
 (18) 

其中
( )( )

11 1

111 1 11

20, arccosh
3

U c Uz
U cU c U U

α  + − ∈   −− −   
. 

情形 2：当 ( ) 2,H U y h= 时，无论 ( )*
1f U 为何值，系统的相图存在两个开轨道和一个点 ( )2 ,0U 。令轨

线与 U 轴的交点为 2 21, ,c U U ，系统(6)有两个周期爆破波解，则式(15)可写成 
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( ) ( )( )( )2
21 22

3 ,U U U c U U Uκ
α

= − − −  

其中 2 21c U U< < 。 
与左开轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )2 21

d ,
3

c

U
U z

U U c U U U
α

= ±
− − −

∫  

两边积分可得 

 ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )2 21 22 21 2 21 2 2

2 21

32 2
arcsin .

2
U c U U zc U U U c U U U U

U U U c α
± − − − − − + − −

− =  − −

π


 (19) 

与右开轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )21
2 21

d ,
3

U

U
U z

U U U c U U
α

= ±
− − −

∫  

两边积分可得 

 ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )2 21 22 21 2 21 2 2

2 21

32 2
arcsin .

2
U c U U zc U U U c U U U U

U U U c α
± − − − − − + − −

+ =  − −

π


 (20) 

情形 3：当 ( ) 3,H U y h= 且 ( )*
1 0f U < 时，存在一个开轨道和一个到包围中心 ( )2 ,0U 的平衡点 ( )3,0U

的同斜轨道。令轨线与 U 轴的交点为 3 31, ,c U U  (其中 31 3c U U< < )，系统(6)有一个周期爆破波解和一个孤

波解，则式(15)可写成 

( ) ( )( )( )2
31 32

3 .U U U c U U Uκ
α

= − − −  

与开轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )3 31

d ,
3

c

U
U z

U U U U c U

α
= ±

− − −
∫  

两边积分可得周期爆破解 

 ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

31 3 3
3

31 3 31 3 31 3

2
,

cosh 3 2

U U c U
U U

U c c U U U z c U Uα

− −
= +

− − − + + −
 (21) 

其中
( )( )

3 31

313 31 3

20, arccosh
3

U U cz
U cc U U U

α  − − ∈   −− −   
. 

与同斜轨道相对应，式(16)可写成 

( ) ( )( )31
3 31

d ,
3

c

U
U z

U U U c U U

α
= ±

− − −
∫  

两边积分，得到孤波解 

 ( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

3 31 3
3

31 3 31 3 31 3

2
.

cosh 3 2

c U U U
U U

U U c U U U z c U Uα

− −
= −

− − − − + −
 (22) 
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注 1：本文仅考虑了 0α > 时的部分情况，当 0α < 时的情况，可以同样地利用相图方法得出对应情

况的精确解。 
注 2：系统存在爆破波解，意味着系统的能量累积到足够的程度，导致系统无法继续以稳定的方式演

化，表现为解的无穷大增长；系统存在孤波解，意味着能量可以在没有明显能量损失的情况下沿着波的

传播方向运输且具有固定的传播速度和形态；周期爆破解则表现为波动在时间或者空间中反复发生爆破

和恢复的现象。 

4. 结束语 

本文利用动力系统定性理论和分支方法研究Green-Naghdi方程，获得在一定参数范围内分支的精确解。 
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