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摘  要 

文章给出了平面区域中Stokes-Darcy耦合问题的具有二阶收敛精度的统一近似格式。在这项工作中，我

们修改了Darcy变分格式并增强了其正定性，使我们能够将P2元改进的Mini元应用于整个Stokes-Darcy
耦合问题。此外，由于这种二阶格式在耦合界面上有足够的自由度，因此不需要在界面上添加额外的函

数来稳定离散问题。最后，通过两个算例验证了理论分析，证明了该格式对于具有不同形状的耦合界面

的问题具有良好的稳定性和准确性。 
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Abstract 
In this paper, a unified approximation with second-order convergence accuracy for the Stokes-
Darcy coupled problem in the plane domain is presented. In this work, we modify the Darcy prob-
lem and enhance its positive definiteness, which allows us to apply the Mini-element improved with 
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P2-element to the entire coupled Stokes-Darcy problem. Moreover, since this second-order format 
has sufficient degrees of freedom on the coupled interface, we do not need to add additional func-
tions on the interface to stabilize the discrete problem. Finally, the theoretical analysis is verified 
by two arithmetic examples, which prove that the scheme has good stability and accuracy for prob-
lems with different shapes of coupled interfaces. 
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1. 引言 

由于在环境科学、生理学、生物工程、水文学和一些工业应用方面的重要性，近年来，许多用于解

决 Stokes-Darcy 耦合问题的有效数值方法得到了快速发展。这两个方程在耦合界面处的取值往往受到质

量守恒、法向力平衡和 BJS (Beavers-Joseph-Saffman)条件的约束[1] [2]。 
经过经典变分后，Stokes 方程的混合变分格式在任意协调有限元空间中都是正定的。而 Darcy 方程

混合变分格式的正定性与压力离散空间密切相关。因此，适用于解决 Stokes 问题的有限元空间一般不适

用于 Darcy 问题。有许多研究在两个区域采用不同的有限元空间(例如：[3]-[8])。其中一些文章[7] [8]采
用了压力稳健格式，即速度的收敛性不再依赖于压力，使得压力本身的光滑性和低阶压力有限元空间不

会影响速度的收敛。 
为了在两个区域上使用相同的有限元空间，一些文章引入了惩罚项[9] [10]。另一方面，在[11]中，作

者修改了耦合问题的公式，以便他们可以在两个区域上均匀地使用经典的Mini元素或Taylor-Hood元素。

为了进一步发展统一的离散化，在[12]中，根据[13]的思想，作者修改了混合公式，使新问题与原问题有

相同的解。在此基础上，作者将经典的 Mini 元素应用于改进的耦合二维 Stokes-Darcy 问题，使问题变得

简单直接地实现。 
在[12]中，作者使用的 Mini 元中压力和速度均基于 1P 元，但由于在混合变分格式中速度要求梯度以

及散度，所以均基于 1P 元的速度空间会降低压力空间的收敛性。另外，由于 1P 元在耦合界面上的自由度

不足，作者需要在耦合界面上添加额外的稳定函数来保证近似解的稳定性。 
本文的其余部分结构如下。在第 2 节中，我们陈述了经典的 Stokes-Darcy 耦合问题并对其进行了修

改。在第 3 节中，我们提出了有限元离散化方法。在第 4 节中，我们构造了一个 Fortin 算子，在Γ具有

特殊形状的条件下，证明了修改的 Stokes-Darcy 耦合问题的离散稳定条件，并在第 5 节中将其扩展到一

般情况。最后，在第 6 节中，我们提供了两个数值例子来证实我们的结论。 

2. Stokes-Darcy 耦合问题的陈述与修改 

2.1. Stokes-Darcy 耦合问题的陈述 

我们考虑一个多边形的有界开区域 2RΩ⊂ ，其被分为了两个多边形的子区域 SΩ 和 DΩ 。我们设

S DΩ = Ω ∪Ω ，   S DΩ ∩Ω =∅ ， S DΩ ∩Ω = Γ ，其中 Γ 表示耦合界面。最后，我们定义 \S SΓ = ∂Ω Γ ，
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\D DΓ = ∂Ω Γ  (如图 1)。 
 

 
Figure 1. Two-dimensional domain diagram of coupling problem 
图 1. 耦合问题的二维区域示意图 

 

我们使用 ( )T

1 2,S S
S n n=n 和 ( )T

1 2,D D
D n n=n 来代表 S∂Ω 和 D∂Ω 上的单位外法向量，考虑到两个区域上的

函数性质不同，对于定义在Ω上的任意函数，我们定义
SS Ω

=v v 和
DD Ω

=v v 。 

在 SΩ 中，自由流体运动中速度 Su 和压力 Sp 由 Stokes 方程控制 
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其中 ( )( )22
S SL∈ Ωf 代表单位质量的力， ( )2

S Sg L∈ Ω ， 0µ > 代表粘度。 
在 DΩ 中，多孔介质流动运动 Darcy 方程控制，速度为 Du ，压力为 Dp  
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其中 ( )( )22
D DL∈ Ωf 代表单位质量的力， ( )2

D Dg L∈ Ω ， 0µ > 代表粘度，K 代表渗透率常数。 
在Γ上，我们考虑以下耦合界面条件[4] 

 
( )

0,

0

D D S S

S S S S D S Sp p
K
αµ µ

⋅ + ⋅ =

− ∇ − − ⋅ =






u n u n

n u n n u t t
 (2.3) 

其中第一个方程表示质量守恒，第二个方程是由于法向力的平衡和 BJS 条件( , , 1, 2i

j

u i j
x

 ∂
∇ = =  ∂ 

u )构成，

α 是通过实验证据确定的参数， t 是Γ上的切向量。 
我们用粗体表示向量值函数及其组成的空间。对于任意的子空间 E ⊂ Ω， ( )m EH 的范数和半范数记

作 ,m E⋅ 和 ,m E⋅ 并且用 ( ), E⋅ ⋅ 表示 ( )2 EL 或 ( )2L E 的内积。当 E = Ω时，则省去定义域下标。另外， 

( ) ( ) ( ){ }2 2, :div div LΩ = ∈ Ω ∈ ΩH v L v ， ( ) ( ){ }2 2
0 : d 0L q L q x

Ω
Ω = ∈ Ω =∫ 。 

结合边界及耦合界面条件，速度空间可以定义为 

 ( ) ( ){ }1, : , on , 0 on and 0 onS S S D D D D S Sdiv= ∈ Ω ∈ Ω = Γ ⋅ = Γ ⋅ + ⋅ = ΓV v H v H v 0 v n v n v n  (2.4) 
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其范数为 ( ) ( )( )
11

2 2 2 2 2 22
1, 0, 0, 1, ,S D D S Ddivdiv
Ω Ω Ω Ω Ω

= +=+ +V Hv v v v v v 。接下来，我们定义压力空间 

 ( ) ( ){ }2 2
0 : d 0Q L q L q x

Ω
= Ω = ∈ Ω =∫  (2.5) 

其范数为 0Qq q= 。 

然后，耦合问题(2.1)~(2.3)的混合变分公式可以表述为：找到 ( ), p Q⊂ ×u V 满足 
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其中 
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2.2. Stokes-Darcy 耦合问题的修改 

注意到，双线性型 ( ),a ⋅ ⋅ 仅在 ( ){ }0, : , 0,
DD q div q Q

Ω
= ∈ = ∀ ∈V v V v 上正定，而在V 上不为正定。这会

给我们构建统一的有限元空间带来困难，因此我们将修改耦合问题。 
根据散度定理，可得 div Q⊂V ，同时对于 q Q∀ ⊂ ，都存在 ∈v V 使得 q div= v。因此，可以看到 div V

与 Q 是等距同构的。因此(2.6)中第二个方程 Q 中的元素可以用 div V 中的元素替换，即 

 ( ) ( ), ,Ddiv div g div=u v v  (2.8) 

我们取其在 DΩ 上的部分便可得 

 ( ) ( ), ,
D DDdiv div g div

Ω Ω
=u v v  (2.9) 

将(2.9)添加到(2.6)中的第一个方程，我们可以得到修改后的耦合问题：找到 ( ), p Q⊂ ×u V 满足 
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其中 
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 (2.11) 

定理 2.1 对称连续双线性型 ( ),a u v 在 V 上是正定的，即存在正常数 1C 和 2C 使得 
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证明：根据迹定理和 holder 不等式，我们可得 
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同理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
2, , , , d .

S D D S Sa div div C
K K
µ αµ µ σ

Ω Ω Ω Γ
= ∇ ∇ + + + ⋅ ⋅ ≥∫ Vu u u u u u u u u t u t u  

3. 修改的 Stokes-Darcy 耦合问题的有限元近似 

令 }{ >0h h
S 为区域Ω的拟一致三角剖分族，每个单元 hT S∈ 位于 SΩ 或 DΩ 中(即Γ仅穿过单元的边缘，

不穿过任何单元内部)。我们将任意 hT S∈ 的直径表示为 Th ，且令 ( )max Th h= 。根据拟一致网格的性质，

我们有 ,T
h

h C T S
h
≥ ∀ ∈ 。从现在开始，我们将用 C 表示一个通用正常数，它不一定每次出现时都相同，

但都与 h 无关。 
对于 hT S∀ ∈ ，气泡函数定义为 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 , ,
0, .T

x x x x T
b x

x T
λ λ λ ∈= 

∉
 (3.1) 

其中 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,x x xλ λ λ 分别表示 hT S∀ ∈ 三个顶点上的一次帽函数。显然， ( ) ( ) ( )1 1
0 0Tb x H T H∈ ⊂ Ω 。 

然后我们给出如下的速度有限元空间 
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和压力的有限元空间 

 ( ) ( ) ( ){ }0 0
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S D

S D
h h S h D h hTQ q C q C q P T T S Q

Ω Ω
= ∈ Ω ∈ Ω ∈ ∀ ∈ ∩  (3.3) 

然后我们从(2.9)得到离散的混合问题：找到 ( ),h h h hp Q⊂ ×u V 满足 
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4. 具有特殊形状的耦合界面的稳定性分析 

在本节中，我们假设耦合界面Γ满足以下几何性质(我们会在下一章移除该假设)： 
假设 4.1 Γ是一条穿过Ω的无分支的折线段，其两个端点是与 ∂Ω的交点。 

4.1. 一些引理 

引理 4.2 [14] ( ) ( ) ( ), ,i j kx x xλ λ λ 为 hT S∀ ∈ 的三个顶点上的一次帽函数，则 

 
( ) 1

! ! ! d 2 ,
2 !i j k i j kT

x T Cα β γ α β γα β γλ λ λ λ λ λ
α β γ

= ≤
+ + +∫  (4.1) 
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其中 , ,α β γ 是非负整数。另外，在该单元的边 ije 上有 

 
( )

! !d 2
1 !i je

eα β α βλ λ σ
α β

=
+ +∫  (4.2) 

引理 4.3 [14]设 ( ) ( )1
1:h EP E→H P 是 2L 投影算子，则其满足 

 1
1,1, 0, 1,h h h EE E EP h P P C−+ − + − ≤v v v v v v  (4.3) 

引理 4.4 [15]存在常数 0C > ，使得 

 ( )
1 1

12 2
0, 0, 1, ,E E EC E
∂
≤ ∀ ∈v v v v H  (4.4) 

4.2. 构造 Fortin 算子 

根据假设 4.1 可得经过三角剖分后，Γ被分成 m 段，共有 1m + 个节点。其中每段 ( )1:ie i mΓ = 为单元

T 的一条边，每个节点 ( )1:i i mΓ = 为单元 T 的一个顶点。并且在节点 iΓ 上的帽函数 iλΓ的支集最多含有Γ

上的两条边，对于相邻的两个帽函数 i jλ λΓ Γ， ，他们支集的交集只含有Γ上的一条边。定义 0 1 104λ λΓ Γ=ψ n ，

14m m nmλ λ− Γ Γ=ψ n ， ( )( )12 1i i i ii λ λΓ Γ −= − +ψ n n ， ( )1: 1i m= − 。其中， ( )1:i i m=n 为边 ie Γ的单位法向量，

指向 SΩ 外侧。根据定义可得， ( ), 0 : hispan i m= ⊂ψ V ， ( ), 0 :ih spaQ n i mλ
Γ Γ⊂ = 。 

定理 4.5 存在算子 : hhr →V V 使得 

 ( ), .0, ,h h h hb r q q Q− = ∀ ∈ ∀ ∈v v v V  (4.5) 

证明：定义 
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由于 hq∇ 在 T 上是常向量且 ( ), 0 :ih spaQ n i mλ
Γ Γ⊂ = ，所以若式(4.5)成立，只需 
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将(4.6)代入(4.8)可得 
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利用引理 4.2 可以将(4.10)转化为下述线性方程组 
 A K FΓ Γ=  (4.11) 
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根据拟一致剖分的性质可得，存在与 h 无关的常数 C，使得 11 0i i C++ ⋅ ≥ >n n 。因此，方程组(4.11)存
在唯一解。 

接着利用引理 4.2 并使用同样的方法将(4.6)代入(4.9)可得 

 0
60 d

  .,

m

h i i
i

T h

T
P k x

T
T

S=

 
 
 =

− −
∀ ∈

∑∫ v v ψ
c  (4.12) 

由此可得 Tc 存在唯一解，定理 4.5 得证。 
定理 4.6 对于 ( )1

0∀ ∈ Ωv H ，算子 hr 满足 

 1 .hr C≤Vv v  (4.13) 

证明：利用 holder 不等式， 11 0i i C++ ⋅ ≥ >n n ，引理 4.3 以及引理 4.4 可由(4.11)得 

( )( )
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利用相同的方法可由(4.11)得 
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结合引理 4.2 可得 
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定理 4.7 存在常数 0C > ，使得 

 
( )

0

,
s p ,u .

h h

h h
h h hQ

h

b q
C q q Q

≠ ∈
≥ ∀ ∈

v V V

v
v

 (4.14) 

证明：根据[16]中的经典结论，存在 ( )1
0∈ Ωv H 使得 hdiv q= −v 并且 1 0hC q≤v ， h hq Q∀ ∈ 。结合定

理 4.5 以及定理 4.6，可得：对于 h hq Q∀ ∈ ，存在 ( )1
0∈ Ωv H 使得 

( ) ( ) ( ) 2 2

0 0
0

0 1

su .
, , ,

p
h h

h hh h h h h
h

h h h h

q qb q b r q b q
C C q

r r r≠ ∈
≥ = = ≥ ≥

v V V V V V

v v v
v v v v v

 

5. 一般形状的耦合界面的稳定性分析 

在本节中，我们考虑一般情况下的稳定性分析，即Γ是任意折线段，将Ω分成多个不连通区域。 
对此，我们可以将 Γ 分成 M 段(与 h 无关)仅有端点相交的无分支的折线段 ( )1:j j MΓ = ，满足

1

M

j
j=

Γ = Γ


且每段 jΓ 至多有两个端点落在 ∂Ω上。根据第四节中的方法，我们可以构造如下的 Fortin 算子 

 
1 0

.,
h

M n

h T ijh T ij
T S i j

r P b k
∈ = =

= + + ∀ ∈∑ ∑∑v v c ψ v V  (5.1) 

并运用相同的方法，我们依然能够证明定理 4.7 在一般情况下成立。 
定理 5.1 若定理 2.1 和定理 4.7 成立，且问题(2.9)的解 ( ), pu 满足 ( )3

S S∈ Ωu H ， ( )3
D D∈ Ωu H

( )2
S Sp H∈ Ω ， ( )2

D Dp H∈ Ω 则离散问题(3.4)的解 ( ),h hpu 满足如下误差估计 

 ( )2
3, 3, 2, 2, .

S D S Dh h Qp p Ch p p
Ω Ω Ω Ω

− + − ≤ + + +Vu u u u  (5.2) 

6. 数值实验 

在本节中，我们将使用三个具有不同形状耦合界面的示例来测试理论收敛结果，其中前两个例子中

Γ穿过Ω，第三个例子中Γ是Ω中的闭环。我们定义以下误差符号 

( ) ( ) ( )0 1 00, 1, 0,S S D

S S D
S S h S S h D D he e e

Ω Ω Ω
= − = − = −u u u u u u u u u  

( ) ( )0 0 00, D

D
D D h he div div div e p p p

Ω
= − = −u u u  

收敛阶符号定义为 

log
, 0,2

log

i

i
i

e
e

r i
h
h

 
 ′ = =
 
 ′ 

 

6.1. 数值实验例 1 

在第一个数值算例中，我们设 ( ) ( )0,1 0,1SΩ = × ， ( ) ( )1,2 0,1DΩ = × ， ( )1 0,1Γ = × 。解析解为： 

 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

sin ( 1) 5, 2 1
122 3 1

1 sin cos 52 ,
1 12cos sin
2

S S

D D

x y y
p x y y

x x y y

x y
p x y

x y

π −  π
= = −π − +  − − 
 π π  π

= = −π + 
 π π






 







 

u

u

 (6.1) 
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上述解析解满足 Stokes-Darcy 耦合问题(2.1)~(2.3)，其误差和相应的收敛阶如表 1 所示。 
 
Table 1. The errors and the rates of convergence of example 1 
表 1. 例 1 的误差和相应的收敛阶 

(a) 

h ( )0 Se u  ( )0 Sr u  ( )1 Se u  ( )1 Sr u  ( )0 De u  

1/4 6.869e−04 - 1.661e−02 - 6.272e−02 

1/8 7.394e−05 3.21 4.036e−03 2.04 1.746e−02 

1/16 8.176e−06 3.17 1.001e−03 2.01 4.555e−03 

1/32 9.496e−07 3.05 2.497e−04 2.00 1.156e−03 

(b) 

h ( )0 Dr u  ( )0 De divu  ( )0 Dr divu  ( )0e p  ( )0r p  

1/4 - 6.077e−02 - 6.945e−02 - 

1/8 1.84 1.508e−02 2.01 1.557e−02 2.14 

1/16 1.94 3.764e−03 2.00 3.831e−03 2.04 

1/32 1.98 9.406e−04 2.00 9.501e−04 2.01 

6.2. 数值实验例 2 

Table 2. The errors and the rates of convergence of example 2 
表 2. 例 2 的误差和相应的收敛阶 

(a) 

h ( )0 Se u  ( )0 Sr u  ( )1 Se u  ( )1 Sr u  ( )0 De u  

1/4 3.643e−01 - 9.974e−01 - 9.155e−01 

1/8 4.219e−02 3.11 2.459e−01 2.02 2.402e−01 

1/16 5.025e−03 3.07 6.148e−02 2.00 6.349e−02 

1/32 6.151e−03 3.03 1.526e−02 2.01 1.632e−02 

(b) 

h ( )0 Dr u  ( )0 De divu  ( )0 Dr divu  ( )0e p  ( )0r p  

1/4 - 5.638e−00 - 3.770e−01 - 

1/8 1.93 1.371e−00 2.04 9.041e−02 2.06 

1/16 1.92 3.427e−01 2.00 2.229e−02 2.02 

1/32 1.96 8.568e−02 2.00 5.534e−03 2.01 

 
在第二个数值算例中，我们设 ( ) ( )0, 0,SΩ = π × π ， ( ) ( )0, ,0DΩ = π × −π ， ( )0, 0Γ = π × 。解析解为： 

 
( )
( )
( )

( )

2

2sin cos cos
, sin sin

sin 2 sin

e e cos
, e e sin

e e sin

S S

y y

y y
D Dy y

y y x
p x y

y x

x
p x

x

−

−

−

 
 = =
 − 
 − −
 = = −
 − +






 








u

u

 (6.2) 
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同样，上述解析解满足 Stokes-Darcy 耦合问题(2.1)~(2.3)，其误差和相应的收敛阶如表 2 所示。 

6.3. 数值实验例 3 

Table 3. The errors and the rates of convergence of example 3 
表 3. 例 3 的误差和相应的收敛阶 

(a) 

h ( )0 Se u  ( )0 Sr u  ( )1 Se u  ( )1 Sr u  ( )0 De u  

1/4 5.372e−01 - 1.282e−00 - 1.168e−00 

1/8 3.838e−02 3.80 2.840e−01 2.17 3.370e−01 

1/16 2.965e−03 3.69 6.540e−02 2.11 9.155e−02 

1/32 2.791e−04 3.40 1.601e−02 2.03 2.436e−02 

(b) 

h ( )0 Dr u  ( )0 De divu  ( )0 Dr divu  ( )0e p  ( )0r p  

1/4 - 1.013e−00 - 1.282e−00 - 

1/8 1.80 2.563e−01 1.90 3.889e−01 1.72 

1/16 1.88 5.553e−02 2.20 9.672e−02 2.01 

1/32 1.91 1.371e−02 2.01 2.393e−02 2.00 

 

在第三个数值算例中，我们设
5 5 5 5, ,
4 4 4 4S
π π π π   Ω = − × −   

   
，

5 5 5 5, ,
2 2 2 2S
π π π π   Ω = − × −   

   
。解析解为： 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

3

3

sin cos 1, cos cos
2cos sin

32 2 5 5 cos
2 2375 1, cos cos

232 2 5 5 cos
2 2375

S S

D D

x y
p x y

x y

x x y
p x y

y y x

 
= =  
 
 π π  + −   π    = = − π π   + −   π








   






u

u

 (6.3) 

第三个例子的解析解同样满足 Stokes-Darcy 耦合问题(2.1)~(2.3)。在该例子中， SΩ 被包裹在 DΩ 中，

并且 SΓ = ∂Ω 是Ω中的一个闭环。 Su 在 ∂Ω上的值完全由耦合界面条件(2.3)决定，但如同理论分析一样，

我们仍能得到良好的收敛性，如表 3 所示。 

7. 结论 

本文给出了平面区域中 Stokes-Darcy 耦合问题的具有二阶收敛精度的统一近似格式。 
相比于在两个区域上使用不同有限元空间的数值格式，虽然在两个区域上的网格剖分可以不相同，

网格剖分的选择更加灵活。但两个不同有限元空间的函数在耦合界面Γ上的迹常常无法兼容，需要添加

拉格朗日乘子，以弱形式来满足耦合界面条件 0D S
h D h S⋅ + ⋅ =v n v n 。而本文提出的统一有限元格式，由于

在两个区域上的有限元空间是相同的，所以当我们对整个区域Ω进行统一剖分后，只需耦合界面Γ上的

基函数进行适当的合并，可以自然地满足耦合界面条件 0D S
h D h S⋅ + ⋅ =v n v n 。 
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