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摘  要 

文章以一道二阶线性微分方程为例，归纳出六种不同的解题方法，分别是常数变易法、微分算子法、

Laplace变换、配凑法、待定系数法、程序法，并进一步阐述微分方程的一题多解，有利于学生搭建完整

的知识体系结构，从多个角度体会解题方法和技巧，提高学生的发散思维和创新能力。 
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Abstract 
Taking a second-order linear differential equation as an example, this paper summarizes six differ-
ent problem-solving methods, namely the method of variation of constants, the differential opera-
tor method, the Laplace transform method, the method of assembling and matching, the method 
of undetermined coefficients, and the programming method. Furthermore, it elaborates that mul-
tiple solutions to one differential equation problem are beneficial for students to build a complete 
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knowledge system structure, experience problem-solving methods and techniques from multiple 
perspectives, and improve students’ divergent thinking and innovative abilities. 
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Second-Order Linear Differential Equation, Divergent Thinking, Innovative Ability, Multiple  
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1. 引言 

微分方程是高等数学的重要组成部分，它与极限、微分、积分等概念紧密相连，其理论和方法为其

它数学分支的发展提供了重要的工具和思想。微分方程为解决复杂的物理、工程、生物、经济等问题提

供了有力的数学工具。比如在机械震动分析、电路分析、结构动力学等，二阶线性微分方程出现较多。

在实际问题求解中，仅仅依靠教材、文献中的一些求解思路和求解方法，有时候并不能达到满意的效果，

由此我们需要从不同角度来探求解决问题的方法，培养学生的发散性思维和创新能力。 
探求二阶线性微分方程的一题多解的方法，不仅有助于我们解决一些实际问题，也进一步拓展和深

化了二阶微分方程的数学解法，对于丰富二阶微分方程的数学解法很有意义[1]。鉴于此，本文以一道二

阶常系数线性微分方程为例，详细分析并给出多种解法，以此为契机，谈一谈一题多解对学生数学思维

培养所发挥的重要作用。 

2. 经典解析 

例 1 求解 25 6 e xy y y x′′ ′− + = 的通解。 
解法 1 待定系数法[2] 
该方程的齐次方程为 

5 6 0y y y′′ ′− + =  
则对应的特征方程为 

2 5 6 0r r− + =  

解得 

1 22, 3r r= =  

则齐次微分方程的通解为 
2 3

1 2e ex xY C C= +  

由于 2λ = 是特征方程 2 5 6 0r r− + = 的根，可设特解为 

( ) 2
0 1 e xy x b x b∗ = +  

代入方程可得 

0 0 12 2b x b b x− + − =  
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对比两边系数可得 

0

0 1

2 1
2 0

b
b b
− =
 − =

 

解得 

0

1

1
2

1

b

b

 = −

 = −

 

因此特解为 
2

2e
2

x xy x∗  
= − − 

 
 

那么，原方程的通解为 

2 3 2 2 2
1 2

1e e e e
2

x x x xy Y y C C x x∗= + = + − −  

注 1 待定系数法是用来求微分方程解特解的方法，当 ( )y py qy f x′′ ′+ + = 中的 ( )f x 为 
( ) ( )e x

mf x P x λ= 和 ( ) ( ) ( )e cos sinx
l nf x P x x P x xλ ω ω= +  这两种形式时，将假设的特解代入微分方程，通

过比较系数法得到方程的特解。该解法比较基础，相较于常数变易法，计算量小，更加简单，要求学生

熟练掌握。 
解法 2 常数变易法 
由解法 1，可得齐次方程的通解为 

2 3
1 2e ex xY C C= +  

因此可设原方程的解为 
2 3

1 2e ex xy u u= +  

由常数变易法可知 
2 3

1
22 3

2

0e e
e2e 3e

x x

xx x

u
u x
′     
=     ′    

 

由克拉姆法则，得 
3

2 3

1 2 3

2 3

2

2 2

2 2 3

2 3

0 e
e 3e
e e
2e 3e

e 0
2e

e
e e
2e 3e

x

x x

x x

x x

x

x x
x

x x

x x

x
u x

xe
u x −

′ = = −

′ = =

 

积分可得 

2
1 3

1
2

u x D= − + ， ( )2 4e ex xu x D− −= − + +  
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故原方程的通解为 

2 3 2 2 2
1 2

1e e e e
2

x x x xy C C x x= + − −  

注 2 该解法在解法 1 的基础上，采用常数变易法求出非齐次方程的通解。常数变易法是用来求解通

解的方法，其核心思想是在求得对应齐次方程的通解后，将通解中的常数 1C 、 2C 假设为 ( )1u x 、 ( )2u x ，

接着通过求导和代入原方程，求解出 ( )1u x 、 ( )2u x ，进而得到原方程的通解。解法 1 和解法 2 都需要在

得到对应齐次方程通解的前提下，才能最终求得微分方程的通解，理论上讲解法 2 适用范围更广。常数

变易法是从齐次方程通解过渡到非齐次方程通解的一种常见且有效的解题方法。 
解法 3 配凑法 
通过观察，把原方程配凑为 

( ) ( ) 22 3 6 e xy y y y x′′ ′ ′− − − =  

令 2y y t′ − = ，可化为一阶方程为 
23 e xt t x′ − =  

解得 

( ) ( )3d 3d2 2 3
1e e e d e 1 ex xx x xt x x x C−∫ ∫= = − + +∫  

即 

( )2 3
12 e 1 ex xy y x C′ − = − + +  

那么可得 

3 2 2 2 2
1 2

1e e e e
2

x x x xy C C x x= + − −  

注 3 通过观察分析法，对原方程进行拆分、配凑成恰当的形式，方便进一步求解。该解法比较灵活，

配凑的技巧需要多观察、多练习、多积累。 
解法 4 微分算子[3] 

令
d
d

D
x
= ，则原方程可化为 

( )2 25 6 e xD D y x− + =  

即原微分方程的一个特解为 

( )( )
2e

2 3

xxy
D D

∗ =
− −

 

可得 

( )
2

2e 1e
1 1

x
xx xy

D D D D
∗ = =

− −
 

即 

( )2 1e xy x Dx
D

∗ = − −  

那么特解为 
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2
2e

2
x xy x∗  

= − − 
 

 

在方法 1 中，可知对应齐次微分方程的通解为 
2 3

1 2e ex xY C C= +  

因此，可以得到原微分方程的通解为 

2 3 2 2 2
1 2

1e e e e
2

x x x xy Y y C C x x∗= + = + − −  

注 4 在数学中，微分算子是定义为微分运算之函数的算子，常用于微分方程领域。首先在记号上，

将微分考虑为一个抽象运算是有帮助的，它接受一个函数得到另一个函数，并且微分算子满足以下几点

性质： 

性质 1. 当 ( ) mF D D= 时，
( )

( ) ( ) ( )1 mf x f x
F D

= 。 

性质 2. 若 ( ) ( )( )F D D b D a= − − ，则
( ) ( ) ( )1 1 1f x f x

F D D b D a
=

− −
。 

性质 3. 
( ) ( )
1 1e ekx kx

F D F k
= ，其中： ( ) 0F k ≠ 。 

性质 4. 
( ) ( ) ( ) ( )1 1e ekx kxu x u x

F D F D k
=

+
。 

性质 5. 若 ( )F D D k= − ，则
( ) 2 1
1 1 a

a a
a

D Dx x
F D k k k +

 
= − − − − 
 

 。 

该方法要求学生熟悉微分算子及其性质，并能灵活地运用在微分方程的求解之中。 
解法 5 Laplace 变换 
对原微分方程进行 Laplace 变换，可得到 

( ) ( )
( )

2
2

15 6
2

s s F s
s

− + =
−

 

即 

( )
( ) ( )3

1
2 3

F s
s s

=
− −

 

整理得 

( )
( ) ( )2 3

1 1 1 1
3 2 2 2

F s
s s s s

= − − −
− − − −

 

由 Laplace 逆变换得特解为 
2

3 2 2 3e e e e
2

x x x xxy x∗ − − − −= − − −  

又因为原微分方程对应的齐次微分方程的通解为 
2 3

1 2e ex xY D D= +  

故可得通解为 
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2 3 2 2 2
1 2

1e e e e
2

x x x xy Y y C C x x∗= + = + − −  

注 5 Laplace 变换是一个线性变换，其基本原理就是将以 x 为变量的函数变换为以 s 为变量的代数函

数[4]。利用这一性质我们通过 Laplace 变换将微分方程转化为代数方程，进而简化解题的过程。最后利

用 Laplace 逆变换将以 s 为变量的代数函数变换回以 x 为变量的函数，完成对微分方程特解的求解。该方

法具有一定的高阶性，要求学生对 Laplace 变换及性质有一定的了解。 
解法 6 Python 法 
打开 Python 并输入以下代码 

from sympy import * 
f = Function ("f") 
x = symbols ("x") 
eq = f(x).diff(x, 2)-5*f(x).diff(x) + 6*f(x)-x*(exp(2*x)) 
pprint(dsolve(eq, f(x))) 

上述的结果为 

2 3 2 2 2
1 2

2 2

1e e e e
2

4 4 6 8e

x x x x

x

y C C x x

y y y x

= + − −

′′ ′− + = +  

注 6 运用程序可以快速求解微分方程，也是 Python 编程在科学计算中的应用，这基于学生有一定的

编程基础。 

3. 一题多解的意义 

针对一道二阶线性微分方程题目，本文给出了六种解法，每种方法各有千秋，在教学实践中，一题

多解在培养学生的思维方式、学习习惯和探究精神方面具有重要的意义。[5] 
首先培养发散思维、创新能力。一题多解鼓励从不同角度、不同思路去思考问题，这对学生的要求

比较高，要求具备良好的知识储备和一定的学习能力，综合运用所学知识和运算技巧，对问题进行拆分、

重组和加工。在这个过程中，有利于激发新灵感，开创新思路，进而培养发散性思维和创新能力，这种

思维方式在解决复杂问题时尤为重要，它让学生有应对难题的能力，或灵活转化问题的能力。 
其次加深理解、构建结构。通过一题多解，可以更深入地理解题目所涉及的知识点，有效建立新旧

知识之间的联系，融会贯通知识点之间的逻辑关系，进而构建完整的知识体系结构。在这个过程中，教

师注重参与式教学、沉浸式教学，培养学生主动思考的学习习惯和自主探究的科学精神。 
最后激发兴趣、提升效率。一题多解提供了更多探索的机会，能够激发学生的学习兴趣和好奇心，

在解题过程中，不同方法碰撞出新的火花，新的解题思路，这个过程中体验到的成就感和满足感是不言

而喻的。一题多解能够锻炼学生的解题技巧，提升解题速度和准确率。通过比较不同解法的优劣，可以

学会选择最优解，提高做题效率。 
针对一题多解多对学生的意义，特设计以下四个问题进行问卷调查，见表 1。 
参与问卷调查的学生共 90 人，由图 1 可知，92%以上的学生表示一题多解的学习模式对学习高数的

兴趣有所提高；98%以上的学生表示通过一题多解的训练，感觉自己在思考数学问题时，更容易从不同的

角度切入；90%以上的学生表示愿意通过“一题多解”的学习模式来训练数学思维；94%以上的学生表示

一题多解的学习方式对考试或学习的效率有所提高。实践证明，一题多解的学习模式在培养学生的思维

方式、学习习惯和探究精神方面具有重要的意义。 
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Table 1. Questionnaire survey 
表 1. 问卷调查 

1) 一题多解的学习模式对您学习高等数学的兴趣有何影响？ 
A. 极大提高  B. 有所提高  C. 没有影响  D. 有所降低 

2) 通过一题多解的训练，您是否感觉自己在思考数学问题时，更容易从不同的角度切入？ 
A. 是，变化很明显  B. 是，有一定变化  C. 否，无明显变化  D. 否，完全没变化 

3) 您本人愿意通过“一题多解”的学习模式来训练数学思维吗？ 
A. 非常愿意  B. 愿意  C. 无所谓  D. 不愿意 

4) 您认为一题多解的学习方式对您考试或学习的效率有怎样的影响？ 
A. 大幅度提高效率  B. 有一定提高  C. 没明显影响  D. 降低了效率 

 

 
Figure 1. Statistical results of the questionnaire survey (bar chart) 
图 1. 问卷调查统计结果(条形图) 
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例题 
为加强学生对这部分知识的理解，深刻体会一题多解的思路和方法，附以下两个习题仅供练习。 
练习 1 求解 2 24 4 6 8e xy y y x′′ ′− + = + 的通解。 

练习 2 某电路中的电流 ( )i t 满足微分方程
2

2
d d2 3 e

dd
ti i i

tt
−+ + = ，且初始条件为 ( )0 1i = ，

0

d 0
d t

i
t =

= 。求

解该电路中的电流 ( )i t 。 
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