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摘  要 

本文考虑求解一类可分的带有等式约束的非凸非光滑优化问题，其目标函数是由有限个光滑函数的加权

平均与适当下半连续函数的和函数组成。交替方向乘子法能够充分利用模型的特点，是目前求解该类问

题有效方法之一，但由于数据规模大，传统的交替方向乘子法效率低下。本文提出“随机镜像下降对称

交替方向乘子法”，该算法引入随机方差缩减算子，通过随机选取梯度信息减少梯度计算量，从而提高

算法效率；同时使用布雷格曼(Bregman)距离以保证子问题具有显示解，此外算法的对偶变量以对称形

式进行更新，提高了算法的高效性和稳定性。理论结果表明，在目标函数满足半代数性质时，该算法生

成的迭代序列全局收敛到原问题的驻点。同时数值实验结果验证了算法的有效性。 
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Abstract 
This paper considers solving a class of separable nonconvex and nonsmooth optimization problems 
with equality constraints, where the objective function is composed of the weighted average of a 
finite number of smooth functions and the sum of another proper lower semicontinuous function. 
The Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) effectively leverages the characteristics of 
the model and is one of the popular and efficient methods for solving such problems. However, due 
to the large data scale, traditional ADMM suffers from low efficiency. This paper proposes the “Sto-
chastic Mirror Descent Symmetric Alternating Direction Method of Multipliers”, introduces a sto-
chastic variance reduction operator, which reduces the gradient computation by randomly select-
ing gradient information, thereby improving the efficiency of the algorithm. Additionally, it uses the 
Bregman distance to ensure well-posed subproblems. Furthermore, the dual variables of the algo-
rithm are updated symmetrically, which not only extends the applicability of the algorithm but also 
enhances its efficiency and stability. Theoretical results show that when the objective function sat-
isfies the semi-algebraic property, the iterative sequence generated by the algorithm globally con-
verges to a stationary point of the original problem. Numerical experiments further validate the 
effectiveness of the algorithm. 
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1. 引言 

本文考虑一类具有等式约束的有限和形式的非凸非光滑优化问题，在机器学习中被广泛应用，具体

模型如下： 

 ( ) ( )
1 2,

min , s.t. ,
d dx y

f g A B b
∈ ∈

+ + =
 

x y x y  (1) 

其中 { }1: df → ∪ +∞  是适当下半连续函数， ( ) ( )
1

1 m

i
i

g g
m =

= ∑y y 其中每个分量函数 2: d
ig → 是光滑

函数， 1d dA ×∈ ， 2d dB ×∈ ， db∈ 。 
模型(1)广泛应用于统计学习[1]、计算机视觉[2]、3D CT 图像重建[3]等领域。给定一组训练样本

( ),i ia b ，其中 1, ,i n=  ， ia 是输入数据，对应的标签 { }1,1ib ∈ − 。此时二分类任务[4]可以表示为： 

( ) 1 1
1

1min ,
m

iy i
y y

m
g Bλ

=

+∑  

其中取 ig 为非凸 sigmoid 函数： ( ) ( )T

1
1 expi

i i

y
b a y

g =
+

。B 为给定的矩阵，引入变量 x，可将问题重新表

述为(1)的形式，即 ( ) ( )
,

min
x y

f x g y+ ，s.t. 0x By− = ，其中 ( ) ( )11 m
iig y m g y

=
= ∑ ， ( ) 1 1f x xλ= 。 

近年来，交替方向乘子法(ADMM)在非凸和随机优化中得到了广泛的研究。文献[5] [6]中，研究了非
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凸 Bregman ADMM 的收敛性。文献[7]中研究了对称形式 ADMM 的收敛性，然而在标准的凸性假设下并

不收敛，但此文献验证了在确保其全局收敛的条件下对称 ADMM 比一般形式 ADMM 收敛更快，鉴于

此，He 等人在文献[8]中提出了一种严格收缩的 Peaceman Rachford 分裂方法。需要指出的是，这些研究

均基于确定性 ADMM 方法，即不涉及任何随机性。在处理 g 为有限求和的情况时，计算全梯度 g∇ 往往

会非常耗时，导致方法效率降低。为了解决这一问题，研究者通过使用 g∇ 的随机估计来代替全梯度的计

算，从而衍生出多个随机版本的 ADMM。随着大规模优化问题的出现随机梯度算法如 SAGA [9]、SVRG 
[10]和 SARAH [11]等推动了 ADMM 的进一步发展。在文献[12]中，作者将 ADMM 与 SAG 梯度估计算

子进行结合，ADMM 与 SVRG 的结合可参考文献[13] [14]等。所有这些研究均在凸优化框架下对随机

ADMM 进行了分析。在[15]中，研究者探讨了使用三种不同梯度估计(SGD、SVRG、SAGA)的随机 ADMM
方法来解决非凸非光滑优化问题，随之，文章[16]中提出了框架形式的随机 ADMM 算法，对大规模非凸

优化问题进行研究。 
本文提出了“随机镜像下降对称交替方向乘子法(SMD-SADMM)”。首先，该算法通过引入随机方差

缩减算子，通过随机选择梯度信息，有效地减少了计算全梯度的需求，特别对于处理大规模数据的优化

问题，显著提高了算法的运行效率；其次，算法利用布雷格曼(Bregman)距离定义的邻近项取代二范数，

这确保了子问题具有显示解，进而提高了算法的效率；最后，SMD-SADMM 采用了对偶变量的对称更新

策略，有助于提升算法的收敛性，使得算法在处理非凸优化问题时表现出了更好的稳定性，从而为求解

大规模非凸优化问题提供了一种稳健的解决方案。总体来说，SMD-SADMM 算法结合 Bregman 距离定义

的邻近项、对偶变量以对称形式进行更新的迭代形式、方差缩减的随机技巧为解决现代大规模非凸优化

问题提供了有力的工具。 

2. 基本定义 

2.1. 布雷格曼距离与勒让德函数 

定义 2.1 [17] 设 dΩ⊂  为一个非空开凸集，函数 { }: dh → ∪ +∞  如果满足以下性质： 

(i) h 是适当下半连续凸函数，且  domh ⊂ Ω， 
(ii) h 在 intdom h = Ω上是连续可微的，且  dom h∂ = Ω，则称 h 为勒让德函数。 
定义 2.2 [18] 设 h 为勒让德函数，定义与 h 相关的布雷格曼距离为 :hD dom h intdom h +× → ， 

( ) ( ) ( ) ( ), , .hD x y h x h y h y x y= − − ∇ − . 

2.2. Kurdyka-Lojasiewicz (KL)性质 

定义 2.4 [19] 令 { }: df → ∪ +∞  是一个适当下半连续函数，如果存在 ( ]0,η∈ +∞ ，x dom f∈ ∂ 的邻

域 U， [ ): 0,ϕ η +→ 使得 

(i) ( )0 0ϕ = ，ϕ 在 ( )0,η 上是连续可微函数使得 0ϕ′ > ； 

(ii) 对于任意 ( ) ( ) ( ):dx U x f x f x f x η ∈ ∩ ∈ < < +  ，下列 KL 不等式成立： 

( ) ( )( ) ( )( )0, 1f x f x dist f xϕ′ − ∂ ≥ , 

则称函数 f 称为在 x dom f∈ ∂ 上具有 KL 性质。 
注释 2.5 [19] 如下为定义 2.4 的相关说明： 
(i) 定义 2.4 中的函数ϕ 称为 f 的去奇异化函数； 
(ii) 在 dom f∂ 的每个点上满足 KL 不等式的适当下半连续函数称为 KL 函数； 
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(iii) 半代数函数满足 KL 不等式，其去奇异化函数的形式为 ( ) 1s as θϕ −= ，其中 0a > ， [ )0,1θ ∈ 称为

该函数的 KL 指数。 

3. 随机镜像下降对称交替方向乘子法及其收敛性 

在本节中，我们首先给出随机镜像下降对称交替方向乘子法，然后对其进行收敛性分析，首先我们

给出以下假设。 
假设 3.1  

(i) ( ) ( ){ }1 2inf : ,d df x g y x y+ ∈ ∈ = Φ > −∞  ； 

(ii) 1: { }df → ∪ +∞  是适当的下半连续函数，且 2: dg → 是一个 gL 光滑函数，矩阵 B 是列满

秩的； 
(iii) h 在任意有界区间上是 hµ 强凸的。 

3.1. 随机镜像下降对称交替方向乘子法算法 

算法 1：随机镜像下降对称交替方向乘子法。 

1. 输入

( )

1 1

T
min

82 2
1

2 1
1

g
V Vr L V V

s

B B
s

ρ ρ
β

λ

ϒ ϒ− + + + + + +
+

>
 − + 

。 ( ), 0,1 , 0s r µ∈ > ，并初始化 0 0 0, ,x y λ ； 

2. 当初始条件满足执行： 

 ( ) ( ) ( ) ( )T 21 arg min ,
2

, kk
h

k k k

x
x f x Ax By b Ax xb DBy xβλ µ+ = + + − + + 


−


+  (2) 

 ( )
1

12 ,
k k k ks Ax By bλ λ β
+ += + + −  (3) 

 ( ) ( )
T1

2 21 1 12arg min , ,
2 2

kk k k k k k

y

ry g y y y Ax By b Ax By b y yβλ
++ + +

   = ∇ − + + − + + − + −   
   

  (4) 

 ( )
1

1 1 12 ,
kk k kAx By bλ λ β
++ + += + + −  (5) 

3. 当终止条件满足，执行 1Kx + ， 1Ky + 。 
注：∇ 是具有方差缩减的随机梯度估计算子(见定义 3.1)。 
定义 3.1 方差缩减的随机梯度估计算子 
记 k 为算法 1 中随机变量前 k 次迭代的条件期望，对于常数 1 2, , 0V V Vϒ ≥ 以及 ( ]0,1ρ ∈ ，若下述条件

成立，则称梯度估计∇ 为方差缩减随机梯度估计算子： 

(1) (均方误差有界)存在随机变量序列{ } 1k k≥
ϒ 以及随机向量 i

kv ，其中
2

1

s
i

k k
i

v
=

ϒ =∑ 使得 

( ) ( ) ( )2 2 21 1
1

k k k k k k
k k kg y g y V y y y y+ −∇ −∇ ≤ ϒ + − + −  ， 

以及存在
1

s
i

k k
i

v
=

Γ =∑ 使得 ( ) ( ) ( )1 1
2

k k k k k k
k k kg y g y V y y y y+ −∇ −∇ ≤ Γ + − + −  成立。 

(2) (几何迭代) ( ) ( )2 21 1
1 1 k k k k

k k k kV y y y yρ + −
+ ϒϒ ≤ − ϒ + − + −  ； 
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(3) (估计量的收敛性)如果{ }
N

k

k
y

∈
满足

21lim 0k k

k
y y −

→+∞
− = 则有 0kϒ → 且 0kΓ → 。 

注释 3.2 SAGA 与 SARAH 方差缩减随机梯度估计参数取值情况[16] [20]： 
SAGA 梯度估计作为一个有效的方差缩减随机梯度估计算子，其表达式如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )SAGA
1

1 1 ,
k

m
k k j i

j j k i k
j B i

y g y g g
b m

g ϕ ϕ
∈ =

∇ = ∇ −∇ + ∇∑ ∑  

其中 Bk 是从所有包含 b 个元素的子集中均匀随机选择的小批量集合，子集的元素包含在{ }1,2, , m 中。

根据定义 3.1 计算可知 SAGA 相应参数为 1 2 0V V= = ，
2
b
m

ρ = 以及 221 g
mV L
bϒ

 = + 
 

。 

另一个常见的随机梯度估计为 SARAH 随机梯度估计， 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
SARAH

1 1
SARAH

1, ,

1 , .
k

k

k

k k k
j j

j B

g y
p

y
g y g y y

b

g
g− −

∈

∇∇ = 
 ∇ −∇ +∇

∑





以概率

否则

 

SARAH 梯度估计相应参数取值为 2
1 gV V Lϒ= = ， 2 gV L= ，

1
p

ρ = 。 

3.2. 随机镜像下降对称交替方向乘子法算法的全局收敛性分析 

定理 3.1 [21] [上鞅收敛定理] 设 k 为随机镜像下降对称交替方向乘子法算法前 k 次迭代的条件期

望。设 b∈，{ }kU 和{ }kV 分别为取值于 [ ),b +∞ 和 [ )0,+∞ 的随机变量序列，且 kU 和 kV 仅依赖于算法的

前 k 次迭代。若对于所有 k∈， 

1k k k kU V U+ + ≤  

成立，则几乎必然有
0

k
k

V
+∞

=

< +∞∑ ，并且 kU 几乎必然收敛到 [ ),b +∞ 上的一个随机变量。 

定义第 k∈次迭代的李雅普诺夫函数如下： 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1
1T

min

2

T
min

, , , ,

1 8, , , ,
2 1

4
1

,

k k k k k
k

k k k k k
k k

k k

x y x y

tx y x y
s B B

g y g y
s B B

λ

λ
ρ βλ

βλ

− −

− −
+

Ψ

 
 = Φ + + ϒ
 + 

+ ∇ −
+



 

其中 1 2, , , ,k rV V V ρϒ 是方差缩减梯度估计算子相应的随机变量和常数(参考定义 3.1)，李雅普诺夫函数中具

体参数以及函数表示如下： 

( ) ( ) 2 21 1 1 1
1

1

1, , , , , , , ,
2

k k k k k k k k k k k kh
k x y x y x y x x G y y t V V

β
µµλ λ

ρ

− − − −

ϒ
Φ = + − + − =

+
  

( )( )
( )

( )( )

2
T

minT
1min

1
1T

min

4 1 1
2 2 2 11

8 ,
2 1

gLrG r B B
t sB B s

t V V
B B s

ββ λ
λ β

ρλ β
ϒ

 
 
 


 = − − + − + − + 



++  

 
− + + 

+  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 2
, , .

2
k k k k k k k k k kAx y f x g B by bx y yBxAβ

βλ λ+ + − + + −= +  

为了便于叙述将李雅普诺夫函数 ( )1 1, , , ,k k k k k
k x y x yλ − −Ψ 记为 kΨ ， ( )1 1, , , ,k k k k k

k x y x yλ − −Φ 记为

( )kXΦ 并将 ( ){ }1 1, , , ,k k k k k

k N
x y x yλ − −

∈
记为{ }k

k N
X

∈
。 

定理 3.2 设假设 3.1 成立。令 ( ){ }, ,k k k

k
x y λ

∈
是由随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序

列，并假设该序列是有界的。那么： 
(i) 序列{ }k k∈

Ψ


在期望意义下是单调非增的。特别地，对于任意 k∈， 1 0t > ， 

( )
( )( ) ( )( )

2

1
1T T

min min

4 8 0,
21 1

gL r t VG V
B B s B B s

η
ρλ β λ β
ϒ

 +   = − − + + >  + +   
  

成立： 

2 21 1
1 2

k k k kh
k k k k y y x xµµη − −

+Ψ ≤ Ψ − − + −  ， 

(ii) 迭代点间距平方的期望是可和的，即，
21

0

k k

k
x x

+∞
−

=

− < +∞∑ ，
21

0

k k

k
y y

+∞
−

=

− < +∞∑ 。此外，当

k →+∞时，有 1 0k kx x −− → ， 1 0k ky y −− → 且 1 0k kλ λ −− → 。 

(iii) 
2 21 1 1 1

1 1
, 0, , 0k k k k k k k k

k k
x x x x y y y y

+∞ +∞
− − − −

= =

− < +∞ − → − < +∞ − →∑ ∑ 成立，并有 *Φ 取值于 [ ),Φ ∞

使得 ( ) *lim lim k
kk k

X
→+∞ →+∞

Ψ = Φ = Φ  。 

证明：(i) 结合迭代(3)和(5)，有： 

 
( ) ( ) ( )1 1 11 1 ,

1 1
k k k k k kAx By b By By

s s
λ λ

β
+ + ++ − = − − −

+ +
 (6) 

 
( ) ( ) ( )1 1 1 11 .

1 1
k k k k k ksAx By b By By

s s
λ λ

β
+ + + ++ − = − + −

+ +
 (7) 

基于迭代(2)， 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , , .k k k k k k k k
hx y D x x x yβ βλ µ λ+ + + ++ ≤   (8) 

又 g 是 gL 梯度利普希茨连续的，从而有 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 1 1

21 1 1

,
2

,
2

.,

gk k k k k k k

gk k k k k k k k k k

L
g y g y g y y y y y

L
g y g y g y y y g y y y y y

+ + +

+ + +

≤ + ∇ − + −

= + ∇ −∇ − + ∇ − + − 

 (9) 

显然， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

2 21 1 1

, , , ,

,

,

2 2

k k k k k k k k k k k

k k k k

x y x y g y g y By By

Ax By b Ax By b

β βλ λ λ

β β

+ + + + +

+ + +

= + − + −

+ + − − + −

 
 

结合公式(9)，可以得到： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1

21 1 1

2 21 1 1

, , , , ,

, ,
2

.
2 2

k k k k k k k k k k

g k k k k k k k k

k k k k

x y x y g y g y y y

L
y y g y y y By By

Ax By b Ax By b

β βλ λ

λ

β β

+ + + +

+ + +

+ + +

≥ + ∇ −∇ −

− − + ∇ − + −

+ + − − + −





 

 (10) 

利用迭代(4)的最优性条件： 

( ) ( ) ( )
1

T T 1 1 120 ,
kk k k k kg y B B Ax By b r y yλ β
+ + + +∈∇ + + + − + −  

可得 

 ( )
1

21 1 1 1 1 12, , , ,
kk k k k k k k k k k kg y y y By By r y y Ax By b By Byλ β
++ + + + + +∇ − = − + − + + − −  (11) 

代入公式(10)， 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

21 1 1 1

1
1 1 1 1 12

, ,

, , ,
2

, ,
2

k k k

gk k k k k k k k k

kk k k k k k k k

x y

L
x y g y g y y y r y y

By By Ax b By By Ax By b

β

β

λ

λ

βλ λ β β

+

+ + + +

++ + + + +

 
≥ + ∇ −∇ − + − − 

 

+ − − + − + − + −+





  

同时由于 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , .k k k k k k k k k kx y x y Ax By bβ βλ λ λ λ+ + + + + + + += + − + −   (12) 

将公式(8) (11) (12)相加，并由 h 是 hµ 强凸可得： 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

1 1

2 2 21 1 1

, ,

, , ,
2

1
2 1 2 1

.

k k k

k k k k k k k k kh

g k k k k k k

x y

x y x x g y g y y y

L
r y y By By

s s

β

β

λ

µµλ

β βλ λ
β

+ + +

+ +

+ + +

≤ − − + ∇ −∇ −

 +
 
 − − + − + − − + +   





  (13) 

将迭代(5)代入迭代(4)，并取一阶最优性条件得到 ( ) ( )T 1 10 k k k kg y B r y yλ + += ∇ + + − 。 

由此可得 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 T 1

T
min

1 1 1

T
min

1 1

1

1

.

k k k k

k k k k

k k k k k k

B
B B

g y g y g y g y
B B

g y g y r y y r y y

λ λ λ λ
λ

λ

+ +

− − −

− +

− ≤ −

≤ ∇ −∇ + ∇ −∇

+ ∇ −∇ + − + − 





 (14) 

利用 g 是 gL 光滑的，从而有： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 221 1 1
T

min

2 22 1 2 1

4

.

k k k k k k

k k k k
g

g y g y g y g y
B B

L r y y r y y

λ λ
λ

+ − −

− +

− ≤ ∇ −∇ ∇ −∇

+ + − + − 

+



 

 (15) 
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将公式(15)代入公式(13)并结合对于任意 1 0t > ，可得 

 

( )

( ) ( )
( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1

2
2 2 21 1 1

1 T
min

2 21 11
T T

min min

, ,

4
, ,

2 1

4 4 .
2 1 1

k k k

gk k k k k k k k kh

k k k k

x y

L r
x y x x G y y y y

B B s

t g y g y g y g y
B B s B B s

β

β

λ

µµλ
λ β

λ β λ β

+ + +

+ + −

− −

+
≤ − − + − + −

 
 
 

+

+ + ∇ −∇ + ∇ −∇
+ +
 



  (16) 

其中，
( )( )

( )
2

T
1 minT

1min

4 1 1
2 2 2 11

gLrG r B B
t sB B s

ββ λ
λ β

 = + − + − − + ++  
。结合定义 3.1 中的均方误差有界性： 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

2 21 1 1 1
T

min

21 1
1T

min

2 21 1 1
T

min

21 1
T

min

4, ,
21

1 8
2 1

4, ,
21

1 8
2 21

k k k k k k kh
k k k

k k
k k k

k k k k k k kh

k k h
k

x y g y g y x x
B B s

tG y y
B B s

x y g y g y x x
B B s

tG y y
B B s

β

β

µµλ
λ β

ρ λ β

µµλ
λ β

µµ
ρ λ β

+ + + +

+
+

− − −

−

+ ∇ −∇ + −
+

 
 + − + + ϒ
 + 

≤ + ∇ −∇ + −
+

 
 + − + + ϒ −
 + 





  

 





( )
( )( ) ( )( )

21

2
211

1T T
min min

4 8
21

,
1

k k

g k k

x x

L r t VG V y y
B B s B B s ρλ β λ β

−

−ϒ

−

  +    − − − + + −   + +    

 (17) 

结合 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

2 21 1 1
T

min

21 1
T

min

4, ,
21

1
1

,8
2

k k k k k k kh
k

k k
k

x y g y g y x x
B B s

tG y y
B B s

β
µµλ

λ β

ρ λ β

− − −

−

Ψ = + ∇ −∇ + −
+

 
 + − + + ϒ
 + 



 (18) 

有以下不等式成立： 

 
2 21 1

1 2
.k k k kh

k k ky y x xµµη − −
+

 Ψ + − + − ≤ Ψ  
  (19) 

(ii) 对公式(19)两边取期望，得到 
2 21 1

1 .
2

k k k kh
k k y y x xµµη − −
+Ψ ≤ Ψ − − − −     

将上述不等式中 k 从零到 T − 1 求和，由于 ( ) ( ){ }inf f x g yΦ = + > −∞，从而有 ( ){ }inf kXΦ = Φ > −∞， 

1 12 21 1
0 0

0 0
,

2

T T
k k k kh

T
k k

x x y yµµ η
− −

− −

= =

− + − ≤ Ψ − Ψ ≤ Ψ −Φ < +∞∑ ∑     

令T →+∞，可得序列
21k kx x +− 和

21k ky y −− 均为可和的，且 
1 1lim 0, lim 0.k k k k

k k
x x y y− −

→∞ →∞
− = − =   

从关系式(15)与方差缩减算子中的均方误差有界性可得 
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( )
( )

2 2 21 1 1 2
1 1 1T

min

2 2 221 1 2 1
1

4 2

.

k k k k k k
k

k k k k k k
g

V y y V y y
B B

V y y L r y y r y y

λ λ
λ

+ − − −
−

+ − +

− ≤ ϒ + − + −

+ − + + − + − 

 
 

因此有 1lim 0k k

k
λ λ −

→∞
− = 。 

(iii) 由(i)可得 

2 21 1
1 .

2
k k k kh

k k ky y x xµµη − −
+

 Ψ + − + − ≤ Ψ  
  

上鞅收敛定理表明
2 21 1

1 1
,k k k k

k k
x x y y

+∞ +∞
− −

= =

− < +∞ − < +∞∑ ∑ 几乎必然成立。因此 

1 1lim 0, lim 0k k k k

k k
x x y y− −

→∞ →∞
− = − = 几乎必然成立。上鞅收敛定理还保证了 kΨ 几乎必然收敛到一个有限值

*Φ ，并有 ( ) [ )*lim lim ,k
kk k

X
→∞ →∞

Ψ = Φ = Φ ∈ Φ ∞  成立。                                           

命题 3.3 设假设 3.1 成立。令 ( ){ }, ,k k k

k
x y λ

∈
为随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序列，

且假设该序列有界。对于所有 0k ≥ ，定义如下向量： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T 1 T 1 1 1 ,k k k k k k k k k
x hA A By By x x h x h xζ λ λ β µµ µ− − − −= − + − + − − ∇ −∇  (20) 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T 1 T T T 1

T T 1 1 1

1
1

1
2

1
,

k k k k k k k
y

k k k k k k

g y g y B B B B
s

s
B By B By G y y r y y

s

ζ λ λ λ λ

β β

+ −

− − +

= ∇ −∇ − − + −
+

+ −
+ −−− + −

+



 (21) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 , , 2 ,

1 1
k k k k k k k k k k k

x h y
s By By x x G y y

s sλζ λ λ ζ µµ ζ
β

− − − −
′ ′= − + − = − − = − −

+ +
 (22) 

对于 ( ), , , ,k k k k k
x y x yλζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ，有以下性质成立： 

(i) ( ) ( ), , , ,k k k k k k
x y x y Xλζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ∈∂Φ ，存在正常数 P，使得对于任意 1k ≥ ，有： 

( ) (
)

1 1 1

1 1

, , , ,

,

k k k k k k k k k k k
k x y x y k

k k k k
k

P y y y y

x x

λζ ζ ζ ζ ζ λ λ

λ λ

+ − +
′ ′

− −

≤ − + − + −

+ − + − +Γ

 
 

(ii) ( )( )dist 0, 0kX∂Φ → 。 

证明：(i) 由Φ 的定义，对于任意 1k ≥ 有： 

 ( ) ( ) ( )T T 1 ,k k k k k k k
x hf x A A Ax By b x xλ β µµ −∂ Φ = ∂ + + + − + −  (23) 

 ( ) ( ) ( )T T 12 ,k k k k k k k
y g y B B Ax By b G y yλ β −∂ Φ = ∇ + + + − + −  (24) 

 ( ) ( )1 1, , 2 .k k k
y

k k k k k k
x hAx By b x x G y yλ µµ − −
′ ′∂ Φ = + − ∂ Φ = − − ∂ Φ = − −  (25) 

由(2)的一阶最优性条件可得 ( ) ( ) ( )( ) ( )T 1 T 1 1k k k k k kA A Ax By b h x h x f xλ β µ− − −− − + − − ∇ −∇ ∈∂ ，将其代

入公式 (23)可得 ( )k k
x x Xζ ∈∂ Φ 。同样，结合 ( ) ( )T 1 10 k k k kg y B r y yλ + += ∇ + + − 和公式 (7)，可以得到

( )k k
y y Xζ ∈∂ Φ 。通过(6)，也可以得到 ( )k kXλ λζ ∈∂ Φ ，从而有 ( ) ( ), , , ,k k k k k k

x y x y Xλζ ζ ζ ζ ζ′ ′ ∈∂Φ 。 

根据 h 是 hL 光滑的，结合定义 3.1 中的均方误差(MSE)有界以及等式(23)~(25)，我们可以推导出以
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下式子成立： 

( )1 1 1 1 1, , , , ,k k k k k k k k k k k k k k k
k x y x y kP y y y y x xλζ ζ ζ ζ ζ λ λ λ λ+ − + − −

′ ′ ≤ − + − + − + − + −   

其中 

( )
T T

2 2
1max ,2 , , , 4 .

1 1 1 1h h h
B s sP B V r A A B B B G B V

s s s
L

s
βµµ µ β

β
  += + + + + + + + 
 + + + +

 

(ii) 由于 

( )1 1 1 1 1, , , , .k k k k k k k k k k k k k k k
k x y x y kP y y y y x xλζ ζ ζ ζ ζ λ λ λ λ+ − + − −

′ ′ ≤ − + − + − + − + −   

由引理 3.2，得 1 0k kx x −− → ， 1 0k ky y −− → ， 1 0k kλ λ −− → ，因此结论成立。              

记由随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序列{ }k

k
X

∈
的极限点集合为 *Ω ，即： 

{ }{ }* * *,: qk
q q

X k q X X
∈

Ω = → +∞ →


存在递增的整数序列 时  

定理 3.4 设假设 3.1 成立。令 ( ){ }, ,k k k

k
x y λ

∈
为随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序列，

且假设该序列有界。则以下结论成立： 
(i) *Ω 非空，几乎必然是紧的且连通的。此外， ( )*dist , 0kX Ω → 几乎必然成立； 

(ii) 对于所有 * *X ∈Ω ，有 ( )( )*dist 0, 0X∂Φ = ，并且 ( )* *XΦ = Φ 。 

证明：(i) 详细证明参考文献[22]。 

(ii) 取任意点 * *X ∈Ω ，存在子序列{ }qk

q
X

∈
满足：当 q →+∞时， *qkX X→ 。由于 f 是适当下半连

续函数，因此： 

( ) ( )*inf .lim qk

q
f x f x

→+∞
≥  

将 *x x= 代入迭代公式(2)，结合等式(6)和 1 0q qk kλ λ −− → ，可以得到
1 0q qk kAx By b−+ − → 。令

1qk k= − ，并取极限 q →+∞ 可得 ( ) ( )*sul m pi qk

q
f x f x

→+∞
≤ 。结合 ( ) ( )*inl m fi qk

q
f x f x

→+∞
≥ 可得当 q →+∞ 时

( ) ( )*qkf x f x→ 。又 g 是连续函数，得 ( ) ( )*lim qk
q X X→+∞ Φ = Φ 。由命题 3.3 和 ∂Φ的闭性，可以得到：

( )( )*dist 0, 0X∂Φ = 。 

最后，证明Φ 在 *Ω 上具有常数期望值。取任意点 * *X ∈Ω ，存在子序列{ }qk

q
X

∈
满足当 q →+∞时

*qkX X→ 。根据引理 3.2 ， ( ) *lim k

k
X

→+∞
Φ = Φ ，这意味着 ( ) *lim qk

q
X

→+∞
Φ = Φ 。结合 q →+∞ 时

( ) ( )*qkX XΦ →Φ ，对于任意 * *X ∈Ω ，有 ( )* *XΦ = Φ 。                                         

定理 3.5 设假设 3.1 成立。令{( , , )}k k k
kx y λ ∈为随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序列，

且假设该序列有界。设Φ 为一个半代数函数，则存在常数 1k ， 0a > ， [ )0,1θ ∈ 和一个去奇异化函数

1
0 ar θφ −= 使得以下不等式成立： 

( )( ) ( )( )*
0 1dist 0, 1, ,k k

kX X k kφ  ′ Φ −Φ ∂Φ ≥ ∀ ≥    

其中 *
kΦ 是一个单调递增的序列，收敛于某个 ( )*XΦ ，其中 * *X ∈Ω 。 
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定理 3.6 设假设 3.1 成立。令 ( ){ }, ,k k k

k
x y λ

∈
为随机镜像下降对称交替方向乘子法算法生成的序列，

且假设该序列有界。设Φ 为一个半代数函数，则有 

1 1 1

0 0
, , .k k k k k k

k k k l
x x y y λ λ

+∞ +∞ +∞
+ + −

= = =

− < +∞ − < +∞ − < +∞∑ ∑ ∑    

证明：根据引理 3.2， ( ) *lim lim k
kk k

X
→+∞ →+∞

Ψ = Φ = Φ  成立。因此，我们需要考虑以下两种情况。 

第一种情况，即存在整数 k ，使得对于任意 k k≥ ，有 *
kΨ = Φ 成立。因此，对于任意 k k≥ ，由詹

森不等式可得 
2 2 21 1 1 1 1 10, 0, 0.k k k k k k k k k k k kx x x x y y y y λ λ λ λ+ + + + + +− ≤ − = − ≤ − = − ≤ − =       

此时结论自然成立。 
另一种情况，即对于所有 0k ≥ ，都有 *

kΨ > Φ 。命题 3.3 给出了 ( )( )dist 0, kX∂Φ 的一个上界： 

 

( )( )
( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 21 1 1 1 1

dist 0, , , , ,

,

k k k k k k
x y x y

k k k k k k k k k k
k

k k k k k k k k k k
k

X

P y y y y x x

P y y y y x x s

λζ ζ ζ ζ ζ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′

+ − + − −

+ − + − −

∂Φ ≤

≤ − + − + − + − + − + Γ

≤ − + − + − + − + − + ϒ


 

 

     

 (26) 

其中，最后一个不等式是由
2

1 1

s s
i i

k k k k
i i

v s v s
= =

Γ = ≤ ≤ ϒ∑ ∑    得到的。下面基于 1 0k−ϒ ≥ ， 0Vϒ ≥ ，以

及 ( ]0,1ρ ∈ ，
( )
( )2

2 3 !!
1 1

2 2 !!
k

k

k
k

ρρ ρ
+∞

=

−
− = − −∑ 以及估计量的几何衰减性质对 kϒ 进行更精确的估计， 

( )
2 21 1 2

1

2 21 1 2
1

1

1 ,
2

k k k k
k k

k k k k
k

V y y y y

V y y V y y

ρ

ρ

− − −
− ϒ

− − −
− ϒ ϒ

ϒ ≤ − ϒ + − + −

 ≤ − ϒ + − + − 


 
  



  

  
 

进而 ( ) 2 21 1
1

22 k k k k
k k k

V
y y y y

ρ ρ
ϒ + −

+
 ϒ ≤ ϒ − ϒ + − + − 
 

     。 

将公式 ( ) 2 21 1
1

22 k k k k
k k k

V
y y y y

ρ ρ
ϒ + −

+
 ϒ ≤ ϒ − ϒ + − + − 
 

     代入公式(32)中，得到： 

( )( )

( )

2 2 21 1 1

2 21 1
1

dist 0,

2

2 2 .

k

k k k k k k

k k k k
k k

X

sV
P P y y P x x

sV sP P y y

λ λ
ρ

λ λ
ρ ρ

ϒ+ + −

ϒ− −
+

∂Φ

 
≤ − + + − + −  

 
 

+ − + + − + ϒ − ϒ  
 



  

   

 

令 

( )

1

2 21 1
1 1

2 2 21 1 1

2
,

2

,

k k k k
k k k

k k k k k k

sV
K P

sC K y y y y

x x

ρ

ρ

λ λ λ λ

ϒ

+ −
+

+ − −

= +

= ϒ − ϒ + − + −


+ − + − + − 
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可得存在一个正常数 1P ，使得对于任意 0k k≥ ， 

( ) 2 2 21 1 1 1
1 1 1 1 1 2 ,k k k k k k

k k kC P P y y P x y P λ λ+ + + −
+≤ ϒ − ϒ + − + − − −      

此外可以得到 ( )( )dist 0, k
kX C∂Φ ≤ 。 

根据引理 3.5，对于任意 1k k≥ ， ( )( )*
0 1k

k kX Cφ  ′ Φ −Φ ≥  ，根据 kC 的定义有： 

2 2 21 1 1
1

2 21 1

2 21 1
1 ,

k k k k k k
k k

k k k k

k k k k
k

C c y y y y

x x

c y y y y

λ λ

λ λ

+ − +

− −

+ −

≥ ϒ + − + − + −


+ − + − 


≥ ϒ + − + − 
 
 

   

 

  

 

其中 1 0c > 。结合
21 0k kx x −− → ，

21 0k ky y −− → ，
21 0k kλ λ −− → 且 [ )0,1θ ∈ ，可知存在正常数

2k 和正常数 2 3,c c 使得对于所有 2k k≥ ，有： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

1T
min min

2 21 11 1
1T

min min min

1
T

min min

4 1 8
1 2 1

44 1 8
1 1 2 1

4 1 8
1 2 1

k k
k

k k k k
k k

tg y g y
s s B B

V ty y y y
s s s B B

t
s s B B

θ

θ

βλ ρ βλ

βλ βλ ρ βλ

ρ
βλ ρ βλ

+

+ −
+

  
  ∇ −∇ + + ϒ
 + +  

  
  ≤ ϒ + − + − + + ϒ
  + + +  

  −  ≤ +

 
 
 
 

 
 

+
 + +





 








( ) ( ) ( ) ( )2 21 11 1
T

min min

2 21 1 2 3
2

1

4 8
1 2 1

,

k

k k k k

k k k k
k k

V V t y y y y
s s B B

c cc y y y y C
c

θ

θ

θ

βλ ρ βλ
+ −ϒ

− +

  
  ϒ    

  
  + + + − + −   + +     

 ≤ Υ + − + − ≤ 
 

  

 

定义
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1
1T

min min

4 1 8
1 2 1

k k
k k

tC g y g y
s s B Bβλ ρ βλ +

 
= ∇ 
 
 

−∇ + + ϒ
+ +

 ，由于 ( )kC
θ

 比 kC 小，从

而存在常数 2 3

1

ˆ c cc
cθ

< 使得
( )

( )( ) ( )*

ˆ 1
1k

k
k k

ca C

X C
θ θ

θ−
≥

 Φ −Φ +  
，已知对任意的 , 0a b > ， [ )0,1θ ∈ ，有

( )a b a bθ θ θ+ ≤ + 成立，且
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )* * *

ˆ ˆ ˆ1 1 1
1k k k

k k
k k k k k k

ca C ca C ca C

X C X C
θ θ θ θ

θ θ θ− − −
= ≥ ≥

    Ψ −Φ Φ −Φ + Φ −Φ +        
，因

此存在 1ĉar θφ −= 与 { }0 1 2max , ,l k k k= ，使得 

 ( )* 1, .k k kC k lφ  ′ Ψ −Φ ≥ ∀ ≥   (27) 

结合φ 的凹性，以及 *
kΦ 是单调递增的， 
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( ) ( )
( )
( ) [ ]

* *
1 1

* * *
1 1

*
1 ,

k k k k

k k k k k k

k k k k

φ φ

φ

φ

+ +

+ +

+

   Ψ −Φ − Ψ −Φ   

   ′≥ Ψ −Φ Ψ −Φ +Φ −Ψ   

 ′≥ Ψ −Φ Ψ −Ψ 

 

 

 

 (28) 

令 ( ) ( )* *
,p q p p q qφ φ = Ψ −Φ − Ψ − ∆   Φ  ，结合公式(19) (27)和(28)， 

( )2 2 2 21 1 1 1
, 1 2

, k k k k k k k kh
k k kC y y x x K y y x xµµη − − − −

+ ≥ − + − ≥ − +∆ −

     

其中 min ,
2

hK µµη =  
 



 。因此， 

 
2 2 1 , 11 1

, 1
1

212 2 .
2

k kk k k k k
k k k

PCx x y y C
K P K

+− −
+− + − ≤

∆
∆ ≤ +
 

   (29) 

将不等式(29)中 k 从 l 到 K 进行求和得到： 

( ) ( )

2 21 1

2 2 21 1 1

*1
1

2 2

1 1
2 2

21 .
2

K K
k k k k

k l k l

K
k k k k k k

k l

l K l l

x x y y

y y x x

P
K

λ λ

φ

− −

= =

+ + −

=

+

− + −

 ≤ − + − − − 
 

 + ϒ − ϒ + Ψ −Φ 

∑ ∑

∑



 

  

  

 

因此， 

 

( ) ( )

1 1 1

2 2 21 1 1

2 2 21 1 1

21 *1
1

1 1 1
2 2 2

21 1 ,
2 2

K K K
k k k k k k

k l k l k l
K K K

k k k k k k

k l k l k l

K K l l K K

l l
l K l l

x x y y

x x y y

y y y y x x

Px x
K

λ λ

λ λ

φ

− − −

= = =

− − −

= = =

+ − +

−
+

− + − + −

≤ − + − + −

≤ − − − + −

 − − + ϒ − ϒ + Ψ −Φ 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑



  

  

  

   

 (30) 

公式(30)中第一个不等式由詹森不等式得出。令 K →+∞， 

1 1 1, , .k k k k k k

k l k l k l
x x y y λ λ

+∞ +∞ +∞
− − −

= = =

− < +∞ − < +∞ − < +∞∑ ∑ ∑                     

4. 数值实验 

本节中，我们研究算法 1 在图引导融合 lasso 问题上的数值性能。数值实验在 MATLAB R2017a 环境

下，配置 Intel Core i7-13700H 处理器(2.40 GHz)和 16 GB 内存的 64 位电脑上进行。确定性对称 ADMM
记为 SADMM，并分别将使用 SGD、SARAH、SAGA、SVRG 方差缩减随机梯度估计算子的 SADMM 分

别记为 SGD-SADMM、SARAH-SADMM、SAGA-SADMM、SVRG-SADMM。 

给定一组训练样本 ( ){ } 1
,

n
i i i

a b
=
，其中 m

ia ∈ ， { }1, 1ib ∈ − + ， { }1,2, ,i n∈  ，图引导的融合 lasso 如下：

( ) 1 1
1

1min
n

y i
i

y y
n

g Bλ
=

+∑ ，其中： ( ) ( )
1

1 expi
i i

y
b

g
ya

=
+ 

是非凸非光滑的 sigmoid 损失函数， 1λ 是正则化
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参数。矩阵 B 的形式为 [ ];B G I= ，其中 G 是通过稀疏逆协方差矩阵估计得到的[4]。在实验中，设定

( ) ( )
1

1 n

i
i

y gg y
n =

= ∑ ， ( ) 1 1yByf Bλ= 。令 1000n = , 0.95s = ， 1β = ， 0.05rµ = = ， 1 1e 5λ = − 。使用两个

公开数据集[3]，如表 1 所示。并在图 1、图 2 分别给出了损失函数随迭代次数与迭代时间变化关系图。 
 
Table 1. Datasets for graph-guided fused lasso 
表 1. Graph-guided fused lasso 数据集 

数据集 训练集 测试集 分类 

a8a 11,348 11,348 2 

Ijcnn1 17,500 17,500 2 

 

 
(a) ijcnn1                                            (b) a8a 

Figure 1. Relationship between iteration number and loss function variation 
图 1. 迭代次数与损失函数变化关系图 

 

 
(a) ijcnn1                                             (b) a8a 

Figure 2. Relationship between CPU-time and loss function variation 
图 2. 迭代时间与损失函数变化关系图 
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在图 1 中，我们给出了不同方法在前 40 次迭代下损失函数的测试结果，结果显示在相同迭代次数下

SARAH-ADMM 算法损失函数的下降量最大。图 2 展示了 SADMM 与几种随机算法在相同时间内损失函

数变化情况，我们可以观察到：SARAH-SADMM、SVRG-SADMM 在相同时间内损失函数下降最大，而

SAGA-SADMM、SGD-SADMM 的表现相似，且都比 SADMM 效果显著。从而可得随机形式 SADMM 在

图 lasso 问题上效果明显优于确定形式的 SADMM。至此实验阐述了不同类型的方差缩减算子与对称

ADMM 在四个公开数据集上的数值表现，并且基于问题的特殊性将 Bregman 距离选取为二范数形式即

可得到问题的显示解，相比于其他类型 legendre 函数选取的方式简单高效。 

5. 结论 

本文提出的“随机镜像下降对称交替方向乘子法”为求解带有等式约束的非凸非光滑优化问题提供

了一种高效稳定的方案。理论分析表明，在目标函数满足半代数性质的条件下，算法生成的迭代序列全

局收敛到原问题的驻点。数值实验进一步验证了该算法在实际应用中的高效性与稳定性。在之后的研究

中考虑将广义惯性步加入文中的算法中，观察不同惯性步参数对数值效果的影响，进而与文中算法的数

值效果进行对比。 
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