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摘  要 

无向连通图G 的Sigma指数定义为 ( ) ( ) ( )( )( )∑ G Guv E GG d u d vσ
∈

= −
2
，其中， ( )Gd u 和 ( )Gd v 分别表示顶

点 u和 v 在图G 中的度。本文研究了 n阶单圈图的Sigma指数，用不同的方法讨论了其最大值。在本文中，

我们也得到了单圈图中Sigma指数第二大值，并刻画了其极图。 
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Abstract 

The sigma of an undirected graph G  is defined as ( ) ( ) ( )( )( )∑ G Guv E GG d u d vσ
∈

= −
2 , where ( )Gd u  

and ( )Gd v  denote the degrees of vertices u  and v , respectively. In this paper, we investigate the 
Sigma index of n-vertex unicyclic graphs and discuss its maximum value using different methods. Fur-
thermore, we determine the second largest Sigma index and extremal graph among unicyclic graphs. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

设 ( ),G V E= 为 n 阶 简 单 无 向 连 通 图 ， 其 中 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  为 图 G 的 顶 点 集 ，

( ) ( ){ }| ,E G uv u v V G= ∈ 为图 G 的边集。设顶点 ( )u V G∈ ，与 u 相邻的所有顶点组成的集合称为顶点 u

的邻域，记为 ( )GN u 。在图 G 中与 u 关联的边数，称为顶点 u 在图 G 中的度，记为 ( )Gd u 。此外，图 G

中顶点的最大度和最小度分别记为 ( )G∆ 和 ( )Gδ ，度为 1 的顶点称为悬挂点；若 ( ) ( )G Gδ∆ = ，则称图 

G 为正则图，否则称之为非正则图。如何量化图的非正则程度是图论中的一个重要的研究课题，为此多

个学者定义并研究了量化图的非正则指数，图的非正则性质在化学领域和神经网络[1]-[6]等科学领域都

发挥着重要的作用。其中，最著名的非正则指数是由 Albertson [7]提出的 Albertson 指数： 

( ) ( ) ( )
( )

Alb G G
uv V G

d u d vG
∈

−= ∑  

以及 Bell 提出的 Bell 指数[8]： 

( ) ( )
( )

22
G

u V G

mB G d u
n∈

 = − 
 

∑ . 

图的 Sigma 指数由 Gutman 等人在文献[9]中第一次提出，它是 Albertson 指数的一种拓展，用符号

( )Gσ 表示，其定义如下： 

( ) ( ) ( )( )
( )

2
.G G

uv E G
G d u d vσ

∈

= −∑  

该指数作为衡量图的非正则性质的重要工具，进一步丰富了图论在化学和网络科学等领域的应用。 
2018 年，Gutman 等在文献[9]中定义了图的 Sigma 指数，并研究了 Sigma 指数的逆问题，他们证明

了图的 Sigma 指数是一个偶数，并构造了一类图来说明 Sigma 指数能够覆盖所有正偶数。在该研究中，

他们还建立了 Sigma 指数与遗忘指数 ( )F G 和第二 Zagreb 指数 ( )2M G 之间的联系： 

( ) ( ) ( )22G F G M Gσ = − . 

其中， ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

3 2 2
G G G

u V G uv E G
F G d u d u d v

∈ ∈

= = +∑ ∑ 和 ( ) ( ) ( )
( )

2
uv E G

M G d u d v
∈

= ∑ ，这一发现为后续研究图的

Sigma 指数相关性质开辟了新途径。 
Abdo 等在文献[10]中刻画了所有连通图中具有最大 Sigma 指数的图的特征，同时给出了图的 Sigma

指数的下界。对于某些特定的图类，Réti 在文献[11]中将 Sigma 指数与若干著名的度量非正则性的指数进

行了对比。Ali 等在文献[12]中确定了 k-圈图中，具有最大 Sigma 指数的唯一的图。Vukicevic 等在文献

[13]中研究了在化学树(即度小于等于 4 的树)中最大 Sigma 指数的极值问题。 

1.2. 预备知识 

设 G 为 n 阶单圈图，其唯一的圈 rC 的顶点依次记为 1 2, , , rv v v 。删除图 G 中圈 rC 上的边会得到 r 个
顶点不交的树 1 2, , , rT T T ，其中树 iT 与圈 rC 恰好有一个公共顶点 iv ，其中1 i r≤ ≤ 。我们将单圈图记作
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( )1 2, , ,r rC T T T ，且 iT 的顶点个数 ( ) 1iiV T t= + 。显然，任何圈长为 r 的 n 阶单圈图 G 都可以表示为

( )1 2, , ,r rC T T T ，且满足
1

r

i
i

t n r
=

= −∑ 。若对于 1,2, ,i r=  ，每一棵树 iT 是以顶点 iv 为中心、顶点数为 1it +

的星图 1it
S + ，此时我们记 ( ) ( ), 1 2 1 2, , , , , ,n r r r rS t t t C T T T=  。特别地，当 1t n r= − 且 2 0rt t= = = 时，则我

们记 ( ), , 1 2, , ,n r n r rS S t t t=  。 

对于连通图 G，给定边子集 ( )1E E G⊆ ， 1G E− 表示从图 G 中删除边子集 1E 中所有的边而得到的子

图。令G 表示图 G 的补图，对于补图的边子集 ( )2E E G⊆ ， 2G E+ 表示在图 G 的基础上，添加边子集 2E

中所有的边后所得到的图。 
在本文中，我们采用了一种新的方法对具有最大 Sigma 指数的单圈图进行了刻画。此外，本文还确

定了单圈图中 Sigma 指数第二大的图。 

2. 结论及证明 

引理 2.1 设 G 为一个连通图，顶点 w 为图 G 的最大度点，即 ( ) ( )Gd w G= ∆ 。若存在一个顶点 u w≠

且 u 的邻域 ( ) { }1 2, , , ,G kN u u u u v=  ，其中 1k ≥ ， ( ) ( ) ( )1 2 1G G G kd u d u d u= = = = ，且 ( ) 2Gd v ≥ ，则令

{ } { }:1 :1i jG G uu i k wu j k′ = − ≤ ≤ + ≤ ≤ ，如图 1 所示，那么 ( ) ( )G Gσ σ′ > 。 
 

 
Figure 1. The graphs of G and G′  in Lemma 2.1 
图 1. 引理 2.1 中图 G 和图G′  

 
证明：从图 G 变换为图G′时，只有顶点 u 和 w 的度发生了变化，而其余顶点的度保持不变。即

( ) ( ) ( ) 1G G Gd w d w d u′ = + − ， ( ) 1Gd u′ = ，而对于其它顶点 ( ) { }\ ,x V G w u∈ ，有 ( ) ( )'G Gd x d x= 。 

当 v w≠ 时，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2 2 2 2

1
2 2

2 2 2 2

1

2 2 2

1

1 1 1

1

2 1 1

2 1 1

G

G

G G G G
x N w

k

G G G G G
i

G G G G G
x N w

k

G G G G G G
i

k

G G G G
i

G G d w d x d w d x

d w d u d v d v d u

d w d u d x d w d x

d w d u d u d v d v d u

d w d u d u d v d

σ σ ′ ′
∈

′ ′
=

∈

=

=

 ′ − = − − −  

 + − − − + − − −  

 = + − − − −  

 + + − − − + − − −  

 ≥ + − − − + − −  

∑

∑

∑

∑

∑ ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2

2 2

2 2

2 2

1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 2 1 1 1

2 3 1 1 2 1 .

G G

G G G G G G G G

G G G G G

G G G G

v d u

d u d w d w d u d v d u d v d u

d u d w d w d u d u

d w d u d w d u

−

 = − − + − − + − − +  
 > − − + − − − +  

 = − − + − − −  
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由于 ( ) ( ) 2G Gd w d u≥ ≥ ，我们可以得到不等式 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1 0G GG G d u d uσ σ′ − > − − − ≥ 。当 v w=

时，此结论可以类似地证明。故引理 2.1 成立。 
由引理 2.1 我们可得到以下推论： 
推论 2.1 [2] 设 T 是一个不同构于 nS 和 nP 的 n 阶树，则有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )22 1 2n nP T S n nσ σ σ= < < = − − . 

引理 2.2 设 ( )1 2, , ,r rG C T T T=  是一个 n 阶单圈图，其中圈 1 2 1r rC v v v v=  。假设 1T 是不同构于以 1v
为中心的星图，设 1T 中与 1v 相邻且度数大于等于 2 的顶点为 y。对于 2, ,i r=  ， iT 均为以 iv 为中心的星

图。我们设 v 为顶点 1 2, , , rv v v 中度数最大的顶点， 1u 为 1T 中距离 1v 最远的悬挂点，其邻接顶点为 u。若

u 的邻域为 ( ) { }1 2, , , ,G tN u u u u w=  ，其中 1, , tu u 是悬挂点，且 ( ) 2Gd w ≥ ，则令 

{ } { }:1 :1i jG G uu i t vu j t′ = − ≤ ≤ + ≤ ≤ ，如图 2 所示。如果顶点 u 满足 

( ) ( ) ( ) { }{ }1 1max |G Gd u d x x V T v= ∈  ，那么 ( ) ( )G Gσ σ′ > 。 

 

 
Figure 2. The graphs of G and G′  in Lemma 2.2 
图 2. 引理 2.2 中图 G 和图G′  

 
证明：为了研究 Sigma 的极值问题，我们在点边变换的过程中选择距离最远的悬挂点进行变换，确

保变换后能够通过增加度数差，从而有效地增大 Sigma 指数。如果选择其他顶点进行变换，存在导致 Sigma
指数减小的情况。因此，从图 G 变换为图G′时，只有顶点 u 和 v 的度发生了变化，而其余顶点的度保持 
不变。即 ( ) ( ) ( ) 1G G Gd v d v d u′ = + − ， ( ) 1Gd u′ = ，而对于其它顶点 ( ) { }\ ,x V G v u∈ ， ( ) ( )G Gd x d x′ = 。 

若 1v v≠ ，则我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2 2 2 2

1

2 2 2 2

1

2 2

2

1 1

1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 1 2

1 1 2 1

G
G G G G

x N v

t

G G G G G G
i

t

G G G G G G
i

G G G G G G G G

G G G

G G d v d x d v d x

d v d u d w d u d w d u

d v d u d u d w d w d u

d u d v d u d v d w d u d w d u

d u d v d u

σ σ ′ ′
∈

′ ′ ′
=

=

 ′ − = − − −  

 + − − − + − − −  

 > + − − − − + − − −  

 = − − + − − − + − +  

> − − + −

∑

∑

∑

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2

2 2

1 1

2 3 1 1 2 1 .

G G

G G G G

d v d u

d v d u d v d u

 − − +  
 = − − + − − −  

 

因为 ( ) 3Gd v ≥ 且 ( ) 2Gd u ≥ ，所以 ( ) ( ) 0G Gσ σ′ − > 。 

若 1v v= 且顶点 u 和顶点 v 不相邻，则我们有： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) { }

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

\

2 2 2 2

1

2 2 2 2

2 2

1
2 2 2 2

2

1 1

1 1 1

1 1

1 1 2 1

x N v yG

t

G G G G G G
i

G G G G G G G G

t

G G G
i

G G G G G G G G

G G G G

G G d v d x d v d x d v d u

d v d y d v d y d w d u d w d u

d v d u d u

d v d u d y d v d y d w d w d u

d u d v d u d v

σ σ
∈

′ ′ ′
=

′ ′ ′ ′

=

   ′ − = − − − + − − −      

+ − − − + − − −

 > + − − − −  

+ + − − − − + − − −

= − − + − −

∑ ∑

∑

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

22

2 2 2

2 2 2

1

2 1 2 1 2 1

2 1 1 1

2

2 1 1

2 3 1 1 3 1 2 1 1

12

0.

G G G G G G G G

G G G G G G

G G

G

G G

G

d w d u d w d u d u d u d v d y

d v d u d v

d

d y d u d u

d u d u d u d u

d uu

 
  

− + − + + − + − −

> − − + + − − − +

≥ × − − + + − − − +

−= +

>

 

若 1v v= 且顶点 u 和顶点 v 相邻，则我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) { }

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

\

2 2 2 2

1

2 2 2 2

1

2

1 1

2 1 2

1 1 2 1 1

0

4 1 1

.

G
G G G G

x N v u

t

G G G G G G
i

t

G G G G G G G
i

G G G G G G

G G d v d x d v d x

d v d u d v d u d v d u

d v d u d u d v d u d v d u

d u d v d u d v d u d v

σ σ ′ ′
∈

′ ′ ′
=

=

 ′ − = − − −  

 + − − − + − − −  

 > + − − − + + − − −  

   = − − + − − + − − 
>

 

∑

∑

∑  

综上所述，引理 2.2 证毕。 
标注 2.1 设 ( )1 2, , ,r rG C T T T=  是一个 n 阶单圈图。如果 1 2, , , rT T T 中至少存在两个树不是星图，则

引理 2.2 的结论不一定成立。例如图 3 所示的图 1G 和 2G ，其中 1G 通过引理 2.2 得到 2G 。然而，通过计

算表明： ( ) ( )2 1 18G Gσ σ− = − 。 
 

 
Figure 3. The graphs of G1 and G2 in Remark 2.1 
图 3. 标注 2.1 中图 G1 和图 G2 

 

由引理 2.1 和 2.2 可得到如下结果： 
推论 2.2 设 ( )1 2, , ,r rG C T T T=  是一个 n 阶单圈图，则有 ( ) ( )( ), 1 2, , ,n r rG S t t tσ σ≤  ，等号成立当且

仅当 ( ), 1 2, , ,n r rG S t t t≅  。 

引理 2.3 假设 { }1 1 2 3max , , , , rt t t t t=  ，那么 ( )( ) ( ), 1 2 ,, , ,n r r n rS t t t Sσ σ≤ ，等号成立当且仅当 1t n r= −

且 2 0rt t= = = 。 
证明：记 ( ), 1 2, , ,n r rG S t t t=  。若 2 1t ≥ ，则令 ( )1 , 1 2 1,0, , ,n r r rG S t t t t−= +  。通过计算有： 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2 3

22 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 3

22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 3 2 3

2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 3

1

1 1

1 1 1

2 1

0.

1 2 2

r

r

G G t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t

σ σ



− = + + + + + + + − +

− + − + − − − − − −

> + + + − + − + + − −

= + + + + +    −
>

+

 

同理可得，若 1rt ≥ ，则 ( )( ) ( ), 1 2 1, , , ,0n r r rS t t t t Gσ σ−+ > 。 

现设存在整数 k ( 3 1k r≤ ≤ − )满足 1kt ≥ ，令 ( )2 , 1 2 1 1, , , ,0, , ,n r k k k rG S t t t t t t− += +   ，则有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 1 1

2 2 22 2 2
1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 22 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

1

1 1

1 1 1

2 1 2 1 2

k k k k r k k

k k r k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k

G G t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

σ σ − +

− +

− − + +

− = + + + + + − + + − + +

− + − + − − − − − − − −

> + + + − + − + + − − + − −

> + + + + +       −
2

0.>

 

因此， ( )( ) ( ), 1 2 ,, , ,n r r n rS t t t Sσ σ≤ ，等号成立当且仅当 1t n r= − 且 2 0rt t= = = 。 

注意到，函数 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
, 1 2n rf r S n r n r n rσ= = − − + + − 在区间 [ ]3, 1r n∈ − 上单调递减，因此有： 

推论 2.3 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 2 ,4 ,3n n n n n nS S S Sσ σ σ σ− −< < < < 。 

,3nS 、 ,4nS 如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. The graphs of ,3nS  and ,4nS  

图 4. 图 ,3nS 和图 ,4nS  
 

用 ,n rU 表示所有圈长度为 r 的 n 阶单圈图集合，其中 3 r n≤ ≤ 。用 nU 表示所有 n 阶单圈图的集合。

结合引理 2.1、引理 2.2 和引理 2.3，我们可以得到如下的定理： 
定理 2.1 [4] 在 nU 中， ,3nS 是具有最大 Sigma 指数的唯一图。 
设 5n ≥ ，连接圈 3C 的一个顶点和星图 1aS + 的中心点，并在 3C 的这个顶点上连接 4n a− − 个悬挂顶点

得到的图记为 ( ),3nS a′ 。在圈 3C 的一个顶点上连接 a 个悬挂顶点，再在它的另一个顶点上连接 3n a− − 个

悬挂顶点所得到的图记为 ( ),3nS a′′ ，如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. The graphs of ( ),3nS a′  and ( ),3nS a′′  

图 5. 图 ( ),3nS a′ 和图 ( ),3nS a′′  
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通过计算推导可以得到以下公式： 

( )( ) ( ) ( )2 2 3 2
,3 3 2 3 8 5 4 6nS a n a n n a n n nσ ′ = − + − + + − + + , 

( )( ) ( ) ( )2 2 3 2
,3 3 1 3 8 3 5 4 6nS a n a n n a n n nσ ′′ = + + − + + + − + + . 

令函数 ( ) ( )( )1 ,3nf a S aσ ′= ，其中1 4a n≤ ≤ − ，函数 ( ) ( )( )2 ,3nf a S aσ ′′= ，其中
31

2
na − ≤ ≤   

。 

当 6n ≥ 时，我们对 ( )1f a 求导得到： ( ) ( ) 2
1 2 3 2 3 8f a n a n n′ = − − + ，

( )
23 81

2 3 2
n na

n
−

≤ <
−

时 ( )1 0f a′ < ，

( )
23 8 4

2 3 2
n n a n

n
−

< ≤ −
−

时 ( )1 0f a′ > 。 

同样地，我们对 ( )2f a 求导可得： ( ) ( )2
32 3 1

2
nnf a a − = + −


′ 


，当

31
2

na − ≤ ≤   
时 ( )2 0f a′ ≤ 。 

综上，我们可以得到函数 ( )1f a 和 ( )2f a 的最大值： 

( ) ( ) ( ){ }
{ }

1 1 1

3 2 3 2

3 2

max 1 , 4

max 8 15 4, 11 36 26

8 15 4

f a f f n

n n n n n n

n n n

≤ −

= − + + − + −

= − + +

 

( ) ( ) 3 2
2 2 1 8 15 10f a f n n n≤ = − + + 。 

引理 2.4 设 ( )3 1 2 3, ,G C T T T≅ 是一个 n 阶单圈图且 ,3nG S≅/ ，则 ( ) 3 28 15 10G n n nσ ≤ − + + ，等号成立当

且仅当 ( ),3 1nG S ′′≅ 。 

证明：不失一般性设 1 2 3t t t≥ ≥ 。若 2 1t ≥ ，则由引理 2.1、2.2 和 2.3 可以得到 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 ,3 2, , , , , ,0 .n n nC T T T S t t t S t t t S tσ σ σ σ ′′≤ ≤ + =  

若 2 0t = 且 ,3nG S≅/ ，则
33 1tT S +≅/ 。由引理 2.1 和引理 2.2 可知 ( )( ) ( )( )3 1 2 3 ,3, , nC T T T S aσ σ ′≤ ，其中

[ ]1, 4a n∈ − 。 

又由前面的推导可得： ( )( ) ( )( ),3 2 ,3 1n nS t Sσ σ′′ ′′≤ ，且 ( )( ) ( )( ) ( )( ),3 ,3 ,31 1n n nS a S Sσ σ σ′ ′ ′′≤ < 。注意到第一 

个等号成立当且仅当 2 1t = 。 
定理 2.2 设 6n ≥ ，在 nU 中， 
(i) ( )6,3 1S ′′ 是 6U 中具有第二大 Sigma 指数的唯一图，其 Sigma 指数为 28； 

(ii) ( )7,3 1S ′′ 和 7,4S 是 7U 中具有第二大 Sigma 指数的图，其 Sigma 指数为 66； 

(iii) 若 8n ≥ ，则 ,4nS 是 nU 中具有第二大 Sigma 指数的唯一图，其 Sigma 指数为 3 28 17 4n n n− + − 。 

证明：若 { },3 ,3n nG S∈  ，由引理 2.4 可得 ( ) ( )( ) 3 2
,3 1 8 15 10nG S n n nσ σ ′′≤ = − + + ，等号成立当且仅当

( ),3 1nG S ′′≅ 。 

若 ,
4

n

n r
r

G
=

∈


 ，则由推论 2.2 和推论 2.3 可得 ( ) ( ) 3 2
,4 8 17 4nG S n n nσ σ≤ = − + − ，等号成立当且仅当

,4nG S≅ 。 

综上，通过直接计算比较 ( ),4nSσ 和 ( )( ),3 1nSσ ′′ 可得单圈图第二大 Sigma 指数。 6n = 时

( )( ) ( )6,3 6,41 28 26S Sσ σ′′ = > = ， 7n = 时 ( )( ) ( )7,3 7,41 66S Sσ σ′′ = = ， 8n ≥ 时 ( ) ( )( ),4 ,3 1n nS Sσ σ ′′> 。因此定理

2.2 成立。 
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