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摘  要 

本文构造了基于Lax-Wendroff时间离散的有限差分HWENO (Hermite加权本质非振荡)格式，用于求解

非线性退化抛物方程。与传统的Runge-Kutta时间离散方法相比，Lax-Wendroff方法在提高计算效率的

同时，能够在解的光滑区域实现时空一致的高阶精度。通过数值算例，验证了该方法的有效性。 
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Abstract 
This paper constructs a finite difference HWENO (Hermite Weighted Essentially Non-Oscillatory) 
scheme based on Lax-Wendroff time discretization for solving nonlinear degenerate parabolic equa-
tions. Compared to traditional Runge-Kutta time discretization methods, the Lax-Wendroff method 
improves computational efficiency while achieving high-order accuracy in both space and time in 
smooth regions of the solution. The effectiveness of the method is validated through numerical ex-
amples. 

 
Keywords 
HWENO Scheme, Lax-Wendroff Time Discretization, Nonlinear Degenerate Parabolic Equations, 
Finite Difference Method 

 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2025.143116
https://doi.org/10.12677/aam.2025.143116
https://www.hanspub.org/


孔莹莹，刘红霞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.143116 293 应用数学进展 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

对流扩散方程是粘性流体力学及其他实际问题中常见的一类基本运动方程，在环境科学，流体力学，

气体动力学等领域有着广泛应用。非线性抛物方程是其中一类重要的方程，常用于描述非线性质量传递、

多孔介质的毛吸附、热辐射扩散、不可压缩流体运动力学等问题。非线性抛物方程解具有双曲守恒律方

程解的类似性质，即真解会随着时间的推移，出现间断和陡峭的过渡层，使得精确解很难获得，同样给

数值求解带来了很多困难，比如陡峭界面和紧支集界面以有限的速度传播。 
近年来，流体力学领域的高精度数值计算方法取得了快速发展，并广泛应用于工程实践。常见的数

值方法包括 TVD 格式[1]，ENO 格式[2]以及 WENO 格式[3]-[8]，2005 年 Qiu 等人提出了 HWENO 格式

[9] [10]，并应用于 Euler 方程和 Hamilton-Jacobi 方程的求解。该方法通过 Hermite 插值多项式提高数值

模板的紧凑性，同时保持数值格式的稳定性。此外，针对 Euler 方程，Hamilton-Jacobi 方程和浅水波方程

等问题，需选择适当的时间离散方法，如具有 TVD 性质的 Runge-Kutta 法、线性多步法[11]或类似于 Lax-
Wendroff 格式[12]的 Lax-Wendroff 时间离散[13]-[15]方法，以实现时空全离散的数值求解。 

本文结合 Lax-Wendroff 时间离散方法与 HWENO 格式来求解非线性退化抛物方程。Lax-Wendroff 方法

能实现时空一致的高阶精度。与同阶 WENO 格式相比，在相同模板条件下，除原函数点信息外，HWENO
格式还具有导函数点的信息，从而使得在相同精度的格式条件下，HWENO 格式所需模板点数更少。例如，

六阶 WENO 格式需要六个模板点，而六阶 HWENO 仅需四个模板点。本文设计的六阶 HWENO 格式基于四

点模板，通过三个三点四次函数的非线性组合来近似节点处的二阶导数。为了确保格式的稳定性，对 HWENO
格式构造过程中出现的负线性权重进行了特殊处理。数值结果验证了该格式的六阶精度及无振荡特性。 

2. 非线性退化抛物方程的空间离散 

2.1. 大模板上的空间重构 

考虑一维情况下的非线性退化抛物方程， 
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为了简化计算，采用均匀网格{ },1ix i N≤ ≤ 进行离散化， [ ]1,i i iI x x += 表示计算单元，且 1i ix x x+∆ = −

是常数。为了构造 HWENO 格式，将方程(1)两边对 x 求导，从而得到下列方程组： 
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定义函数 ( )xϕ 满足 
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在模板 { }1 1 2, , ,i i i iS x x x x− + += 上，利用函数点及导函数点得到埃尔米特插值多项式，得到数值通量： 
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2.2. HWENO 格式对原函数方程的重构 

在小模板点 { } { } { }0 1 1 1 1 2 2 1 1 2, , , , , , , , ,i i i i i i i i i is x x x s x x x s x x x x− + + + − + += = = 上利用函数点值及导函数点值构

造埃尔米特多项式，满足： 
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由 ( ) ( )
2 2

m
m m

x xp x h x h x∆ ∆   = + − −   
   

得到四阶多项式 
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为确保格式的稳定性，采用特殊方法[16]将负线性权重转换为正线性权重 

( )1 , , 0,1, 2,
2m m m m m md d d mσ α σ σ+ − += + = − =    
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得到最终线性权
2

0
m m m

m
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=

= ∑  。基于光滑指示子定义非线性权 
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本文取 610ε −= 。将正负项线性组合，得到最终的非线性权 
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2.3. HWENO 格式对导函数方程的重构 

类似地，在与 2.2 节相同的小模板点上使用函数点值及导函数点值构造埃尔米特四阶多项式，得到
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2.4. Mapped 非线性权重 

对上述非线性权进行精度分析， 
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对光滑指示子进行精度分析，将其带入非线性权，得到 
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发现导函数方程的非线性权不满足精度条件(5)，利用特殊处理方法[17]对非线性权进行处理 

( )
( )

( )

2 2

2

3
, 0,1, 2.

1 2
m m m

m
m m

d d d
g m

d d

ω ω ω
ω

ω

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − +
′ = =

′ ′ ′+ −
 

取 ( )m m mgδ ω′ ′= ，定义最终非线性权 

 ( )
2

0

, 0,1, 2.M m
m

mm

mδω
δ

=

′
′ = =

′∑
  (6) 

导函数估计的最终形式为 

( ) ( )
2

1 1
02 2

ˆ M m
mi im

z pω
+ +=

′ ′= ∑  

对映射后的非线性权进行精度分析 
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通过分析，映射后的非线性权能够满足精度要求(5)，因此可以保持 HWENO 格式在不连续区域的非

振荡性，并在连续区域达到六阶精度，相关验证结果将在后续的数值试验中给出。 

3. Lax-Wendroff 时间离散 

设时间步长为 t∆ ， nu 表示第 n 时间层， ( )ru 表示 u 的 r 阶时间导数，则 ,u v 在时间方向上的 Taylor
展开式为 
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上述展开式的精度可以进行选择，本文取 4r = ，可参考文献[14]。Lax-Wendroff 时间离散方法的构

造过程如下： 
第一步，利用 HWENO 格式求解得到一阶导数 ,u v′ ′。 
第二步，先通过偏微分方程求解二阶导数，再通过插值进行近似，得到： 
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其中， 
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第三步，类似的，对于三阶导数： 

( )

( )

2 1 1 22

2 1 1 22

1 16 30 16
12

1 16 30 16
12

i i i i i i

i i i i i i

u
x

v
x

φ φ φ φ φ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− − + +

− − + +

′′′ ≈ − − + − +
∆

′′′ ≈ − − + − +
∆

 

其中， 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

,

2 .

l u u l u u

l u v u l u v u vu l u v

φ

ϕ

′ ′′ ′′ ′= +

′′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′= + + +
 

第四步，对于四阶导数： 
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利用此方法，可以得到时空同步的数值离散格式。其原理与 Lax-Wendroff 格式类似，即通过空间导

数替代泰勒展开中的时间导数，因此称为 Lax-Wendroff 时间离散。理论上，这种离散格式能够实现任意

阶精度，但随着精度的提升，计算量也会相应增加。 

4. 数值试验 

本节利用大量数值算例验证格式的精度及稳定性。为了确保在精度测试中空间误差占主导地位，我

们选取适合的 CFL 数为 0.35，进行数值试验使用的计算机硬件配置：联想 AMD Ryzen 5 2500U。 

4.1. 精度验证 

我们首先验证六阶有限差分 HWENO 格式在求解周期边界热传导方程初值问题时的精度。 

 ( ) ( )
,

,0 sin ,
t xxu u

u x x x
=

 = − ≤ <π π
 (7) 

方程(7)的精确解为 

( ) ( ), e sin .e tu x t x−=  

在表 1 中，我们展示了 2T = 时使用 HWENO-LW 与 HWENO-RK 格式求解的数值结果，表 2 则给出

了两种格式的计算时间。结果表明，两种格式都能达到预期的精度阶，且计算精度相近。然而，根据表 2 

中的结果，HWENO-LW 格式的计算时间比 HWENO-RK 节省了约
1
3
，说明 Lax-Wendroff 格式在计算效 
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率上更具优势。 
 
Table 1. The order of accuracy of the HWENO scheme 
表 1. HWENO 格式的精度阶 

 HWENO-LW HWENO-RK 

N 1L  error order L∞  error order 1L  error order L∞  error order 

10 1.79E−05  2.75E−05  3.36E−06  5.18E−06  

20 3.03E−07 5.89 4.79E−07 5.84 5.25E−08 6.00 8.31E−08 5.96 

40 4.79E−09 5.98 7.55E−09 5.99 8.09E−10 6.02 1.27E−09 6.03 

80 7.51E−11 6.00 1.18E−10 6.00 1.26E−11 6.00 1.98E−11 6.01 

160 1.16E−12 6.02 1.82E−12 6.02 1.98E−13 5.99 3.11E−13 5.99 
 
Table 2. The computational time of the HWENO scheme 
表 2. HWENO 格式的计算时间 

 N = 10 N = 20 N = 40 N = 80 N = 160 

HWENO-LW 0.015625 0.046875 0.781250 2.046875 10.546875 

HWENO-RK 0.046875 0.125000 1.625000 4.734375 13.062500 

4.2. 对流扩散 Buckley-Leverett 方程 

研究标量对流扩散方程即 Buckley-Leverett 方程[18] 

( ) ( )( ) ( ), 0.t xx x
u F u u u uε τ ετ+ = ≥  

该模型常用来模拟地下石油勘探中的两相流。 
这里我们取参数 0.01ε = ，非凸的流通量函数 ( )F u   

( )
( )

2

22
,

1
uF u

u u
=

+ −
 

和 

( ) ( )4 1 , 0 1,
0,
u u u

uτ
− ≤ ≤

= 
 其他.

 

初值条件为 

( )

10, 0 1 ,
2,0

11, 1 1,
2

x
u x

x

 ≤ ≤ −= 
 − ≤ ≤


 

( )0, 1u t = 为边界条件。 
对于对流项，采用五阶有限差分 HWENO 格式和 Lax-Friedrichs 数值流通量分裂。图 1 给出了 0.2T = ，

计算区域 [0,1]被分成 100N = 个一致网络时的数值解，并与[18]的数值结果进行对比，结果表明 HWENO-
LW 与 HWENO-RK 格式均能精确地收敛到正确的熵解，并且在间断处保持了无振荡特性。从表 3 的运

行时间可知，HWENO-LW 格式的计算效率更高。 
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Table 3. The computational time of the HWENO scheme for solving the Buckley-Leverett equation 
表 3. HWENO 格式求解 Buckley-Leverett 方程的解的运行时间 

时间 HWENO-LW HWENO-RK 

N = 100 15.254 s 20.568 s 
 

 
Figure 1. The solution of the Buckley-Leverett equation 
图 1. Buckley-Leverett 方程的解 

4.3. 强退化对流扩散方程 

考虑强退化对流扩散方程[18] 

( ) ( )( ) ( ), 0.t xx x
u F u u u uε τ ετ+ = ≥  

参数 0.1ε = ， ( ) 2F u u= ，及 

( )
0, 0.25,
1, 0.25,

u
u

u
τ

 ≤=  >
 

初值条件为 

( )

1 11, 0.4 0.4,
2 2

,0 1 11, 0.4 0.4,
2 2

0,

x

u x x

 − − < < − +
= − − < < +

 其他.

 

计算区域为 [ ]2,2− 。图 2 给出了 0.7T = ，网格数取 100N = 时的数值计算结果。表示 HWENO-LW
格式数值计算结果，×表示 HWENO-RK 格式的计算结果，与数值结果[18]一致，并且在间断处是本质无

振荡的。 
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Figure 2. The solution of the Riemann problem 
图 2. 黎曼问题的解 

4.4. 二维多孔介质方程 

对于高维问题在实际实现中，可以逐维分别进行 HWENO 离散。这里我们数值模拟二维多孔介质方

程[19] 

( ) ( )2 2 ,t xx yy
u u u= +  

其中初值条件 ( ), ,0u x y 为两个凸包 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1 ,
2 26 2 2

1 ,
2 26 2 2

e 2 2 6,
, ,0

e 2 2 6,
0,

x y

x y

x y
u x y

x y

−

− − − +

−

− + − −


 − + + <


= 
 + + − <

 其他.

 

计算区域为 [ ] [ ]10,10 10,10− × − 。图 3 中从左上到右下分别给出了 0,0.5,1.0,4.0T = 时的数值解，其中

计算区域分成 80 × 80 的均匀网络，数值结果同[19]中一致。 
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Figure 3. The solution of the two-dimensional porous media equation 
图 3. 二维多孔介质方程的解 

5. 结论 

本文采用 Lax-Wendroff 时间离散的有限差分 HWENO 格式来求解非线性退化抛物方程。具体来说，

HWENO 方法用于处理空间导数项，而通过将空间导数替换为 Taylor 展开中的时间导数项，构造了 Lax-
Wendroff 时间离散方法，从而得到了 HWENO-LW 格式。数值实验表明，与传统的 Runge-Kutta 时间离

散方法相比，Lax-Wendroff 方法在保持精度的同时显著提高了计算效率，证明了该方法的有效性和工程

应用前景。 
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