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摘  要 

本文研究了带不等式约束的DC型切向凸优化问题的混合型对偶。首先利用约束规范条件建立了混合型对

偶模型。其次，利用伪凸函数的性质建立了带不等式约束的DC型切向凸优化问题的弱对偶定理、强对偶

定理和逆对偶定理。并且推广了前人已有的结论。 
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Abstract 
In this paper, we study mixed-type duality for DC-type tangentially convex optimization problems 
with inequality constraints. Firstly, we introduce constraint qualification conditions to establish a 
mixed-type dual model. Subsequently, leveraging properties of pseudoconvex functions, we derive 
weak duality, strong duality, and converse duality theorems for the proposed optimization prob-
lem. Furthermore, our results generalize and extend existing conclusions from prior studies. 
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1. 引言 

约束优化问题是现代最优化理论的核心问题之一，许多实际问题在一定条件下都可以转化成一个约

束优化问题。可广泛应用于工农业生产、经济管理、金融投资、交通运输、通信控制等实际问题。因此，

约束优化问题的研究引起了学者们的广泛重视，许多学者对经典的约束优化问题进行了深入的研究，并

得到了一系列有意义的结论[1]-[5]。 
对偶理论是约束优化问题的主要研究内容之一，它不仅具有十分重要的理论价值，而且在金融算法

设计和最优控制等领域有着广泛的应用。常见的对偶模型除经典的 Lagrange 型对偶外，还有 Wolfe 对偶、

Mond-Weir 对偶和混合型对偶问题。注意到，Wolfe 对偶问题和 Mond-Weir 对偶问题均为混合型对偶问

题的特例[6]-[8]。例如，文[6]针对一类非线性规划问题引入了不完全拉格朗日函数，解释了 Mond-Weir
型对偶构造背后的原因。针对一类分式和广义分式规划问题，提出了一种混合型对偶，并建立了各种对

偶定理。文[7]在非线性优化中，利用扰动方法，统一了 Wolfe 对偶与 Mond-Weir 对偶的框架。文[8]利用

Fritz-John 必要最优性条件建立了关于一类多目标规划问题的混合型逆对偶，并推广了前人逆对偶定理的

结论。 
进一步，当约束优化问题的目标函数为 DC 函数(即两个凸函数的差)，文[9]在几个约束规范条件之间

建立了关系，并且利用这些约束规范条件刻画了 DC 无限优化问题的强 Lagrange 对偶和全 Lagrange 对

偶。文[10]利用共轭函数的卷积给出了新的约束规范条件，刻画了稳定零对偶性，并弱化了传统下半连续

性和凸性假设。文[11]为保证原问题和对偶问题之间的强对偶性成立，利用上图引入新的闭性约束规范条

件，并在局部凸 Hausdorff 拓扑向量空间中研究了锥约束复合 DC 优化问题的对偶理论。 
近来，切向凸函数及其对应的切向凸优化问题引起了学者们的广泛关注。他们利用切向次微分建立

了切向凸优化问题的最优性条件和对偶理论[12]-[16]。例如，文[12]首先提出切向次微分的概念，并利用

它建立了非线性规划的最优性条件。文[13]则通过切向次微分获得了非凸不确定优化问题的必要和充分

最优性条件。文[14]利用切向次微分给出了非凸半无限规划问题的最优性条件，并且刻画了最优解集。 
受上述文献启发，本文将研究如下带不等式约束的 DC 型切向凸优化问题的混合对偶： 

( )
( ) ( ){ }
( )

inf

s.t. 0, ,
,

t

f x g x

P g x t T
x M

−

≤ ∈
∈

 

其中 { }, : :n
tf g R R R→ = ∪ +∞ 为切向凸函数， : ng R R→ 为下半连续真凸函数，M 为近凸集。 

2. 记号与定义 

设  nR 是 n 维欧氏空间， ,x y 表示向量 , nx y R∈ 的内积。设 T 为任意(可能无限)指标集，记

( ){ }: : 0t tt T
TR λ λ λ

∈
= = ≠只有有限个 ，定义

TR 的非负锥为 
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( ){ }: : 0, .T T
t tt T

R R t Tλ λ λ+ ∈
= = ∈ ≥ ∈  

设 M 为 nR 中的非空子集， cl M 和 cone M 分别表示 M 的闭包和锥包。定义集合 M 在 x M∈ 处的法

锥为 

( ) { }: : , 0, .n
MN x R y x y Mξ ξ= ∈ − ≤ ∀ ∈  

令 Mδ 表示 M 的示性函数，定义为 

( )
0, ,

:
, .M

x M
x

x
δ

∈
= +∞ ∈ 其他

 

设 : nf R R→ 是真函数，f 的有效域、次微分和共轭函数分别定义为 

( ){ }dom : : ,nf x R f x= ∈ < +∞  

( ) ( ) ( ){ }: : , , , ,n n nf x v R v y x f y f x y R x R∂ = ∈ − ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈  

( ) ( ){ }: sup , : , .n nf x x x f x x R x R∗ ∗ ∗ ∗= − ∀ ∈ ∀ ∈  

记 cl f 表示 f 的闭包，由文献[17]可知 ( )cl f f ∗∗ = 。特别地，当 f 是  nR 上的真凸函数时， f ∗ 和二次

共轭函数 f ∗∗ 总是  nR 上的闭真凸函数，且有 cl f f∗∗ = 。显然，当 f 为闭真凸函数时，则有 

 cl .f f f∗∗ = =  (1) 

设 dom x f∈ 。若对任意的 nd R∈ ，极限 

( ) ( ) ( )
0

, : lim
t

f x td f x
f x d

t↓

+ −
′ =  

存在，则称 ( ),f x d′ 为 f 在 x 处沿 d 方向的方向导数。特别地，当 0d = 时，定义 ( ),0 0f x′ = 。 

定义 2.1 [18] 设函数 : nf R R→ 是实值函数， dom x f∈ 。若对任意的 nd R∈ ， ( ),f x d′ 存在并有限， 
且 ( ),f x′ ⋅ 是关于 d 的实值凸函数，则称 f 在点 x 处是切向凸的。若 f 在任意 x M∈ 处均为切向凸的，则称

f 是集合 M 上的切向凸函数。 
需注意的是， ( ),f x′ ⋅ 是具有正齐次性的函数。若 f 在点 dom x f∈ 处是切向凸函数，则 ( ),f x′ ⋅ 在  nR

上是次可加函数。 
定义 2.2 [12] 设函数 : nf R R→ 在点 dom x f∈ 处的切向次微分 ( )T f x∂ 定义为 

( ) ( ){ }: : , , , .n n
T f x v R v d f x d d R′∂ = ∈ ≤ ∀ ∈  

若 f 是凸函数，则 f 在点 dom x f∈ 处是切向凸的，且 ( ) ( )T f x f x∂ = ∂ 。当 f 在点 dom x f∈ 处为切向

凸函数时，由文献[19]可知， ( )T f x∂ 是  nR 中的一个非空凸紧子集，且 ( ),f x d′ 是 ( )T f x∂ 的支撑函数，即

对于任意的 nd R∈ 有 

( )
( )

, max , .
Tv f x

f x d v d
∈∂

′ =  

引理 2.1 [15] 设函数 , : nf g R R→ 为实值函数。若 ,f g 在点 dom dom x f g∈ ∩ 处是切向凸的，则有

( )( ) ( ) ( )T T Tf g x f x g x∂ + = ∂ + ∂ 。 

引理 2.2 [14] 设函数 : nf R R→ 在点 dom x f∈ 处是切向凸函数，则函数 ( ),y f x y x′→ − 是凸函数，

且满足 

 ( ) ( )( ) ( )( ), , 0 .T f x f x x x f x′ ′∂ = ∂ ⋅− = ∂ ⋅  (2) 
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定义 2.3 [15] 设函数 : nf R R→ 在  nR 上是实值函数， dom x f∈ 。 

(i) 若对任意 nx R∈ ，当 ( ) ( )f x f x< 时有 

 ( ), 0,f x x x′ − <  (3) 

则称 f 在点 x 处是伪凸的。若 f 在任意 nx M R∈ ⊆ 处是伪凸的，则称 f 在集合 M 上是伪凸函数。 
(ii) 若对任意 { }\nx R x∈ ，当 ( ) ( )f x f x≤ 时有 

 ( ), 0,f x x x′ − <  (4) 

则称 f 在点 x 处是严格伪凸的。若 f 在任意 nx M R∈ ⊆ 处是严格伪凸的，则称 f 在集合 M 上是严格

伪凸函数。 
定义 2.4 [15] 设集合 M 是  nR 中的非空子集。对于给定的 x M∈ ，若存在非负序列{ } ( )1

0,i i
λ

≥
⊂ +∞ ，

使得对任意的 y M∈ ，当 0iλ ↓ 时有 ( ) ,ix y x M i Nλ+ − ∈ ∈ ，则称集合 nM R⊆ 在 x M∈ 处是近凸的。特别

地，若集合 M 在任意 x M∈ 处均为近凸的，则称集合 M 是近凸集。 
显然，凸集 M 是近凸集。若集合 M 是闭集，则 M 是近凸集当且仅当集合 M 是凸集。 

3. 混合型对偶理论 

设 nM R⊆ 是非空近凸集，函数 , : n
tf g R R→ 在  nR 上是切向凸函数， : ng R R→ 是下半连续真凸函

数。问题(P)的可行集和最优解集分别定义为 

( ) ( ){ }: : 0, ,tF P x M g x t T= ∈ ≤ ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: : , .S P x F P f x g x f y g y y F P= ∈ − ≤ − ∀ ∈  

由于 g 是下半连续真凸函数，故由(1)式可知 g g∗∗ = 。从而，由共轭函数的定义可知 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

dom 

dom 

sup ,

inf , .

x g

x g

f x g x f x x x g x

f x x x g x

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗ ∗

∈

− = − −

= − +
 

因此问题(P)等价于 

( ) ( ){ }* * *

( )dom 
inf inf , .

x F Px g
f x x x g x

∗ ∗ ∈∈
− +  

令 dom x g∗ ∗∈ 。记问题(P)的子问题为 

( ) ( )
( ) ( ){ }inf , .

x x F P
P f x x x g x∗

∗ ∗ ∗

∈
− +  

令 ( )x
v P ∗ 和 ( )x

S P ∗ 分别代表问题(
x

P ∗ )的最优值和最优解集。进一步，定义 : n
x

h RR∗ → 为 

( ) ( ) ( ): , ,  .n
x

h x f x x x g x x R∗
∗ ∗ ∗= − + ∀ ∈  

令 ( )x F P∈ ，记 ( ) ( ){ }: : 0,T
t tx R g x t Tλ λ+Λ = ∈ = ∀ ∈ 。为了建立强对偶定理，引入如下约束规范条件： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ),  .t T t MF P
t Tx

CQ N x g x N x x F P
λ

λ
∈∈Λ

 
 


⊆


∂ + ∈∑

 

命题 3.1 设 ( )F P 是近凸集， ( )x
x S P ∗∈ 。若(CQ)条件在 x 处成立，则存在

TRλ +∈ ，使得 
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( ) ( ) ( ) ( ),  0,  .T t T t M t t
t T

x f x g x N x g x t Tλ λ∗

∈

∈∂ + ∂ + = ∀ ∈∑  

证明：设 ( )x
x S P ∗∈ ，由于 ( )F P 为近凸集。因此对任意的 ( )x F P∈ ，存在序列{ } ( )1

0,i i
λ

≥
⊂ +∞ ，使

得 i →+∞时有 0iλ ↓ 且 ( ) ( ) ( )ix x x F P i Nλ+ − ∈ ∈ 。由于 ( )x
x S P ∗∈ ，因此 

( ) ( )( )* * ,ix x
h x h x x x i Nλ≤ + − ∈ ，即 

( ) ( )( ) ( ) *, , ,  .i if x x x f x x x x x x x i Nλ λ∗− ≤ + − − + − ∈  

故对任意的 ( )x F P∈ 有 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

* *

*
0

* *

, lim

, ,
lim

0.

x x
x

i i

i
i

h x x x h x
h x x x

f x x x x x x x f x x x

λ

λ

λ
λ λ

λ

↓

→+∞

+ − −
′ − =

+ − − + − − −
=

≥

 

即 

( ) ( ) ( ), , 0 , , ,  .f x x x x x x f x x x x x x x F P∗ ∗′ ′− − − ≥ = − − − ∀ ∈  

这说明 x 是下述凸优化问题的极小点： 

( )
( )

min , ,

.
x

h x x x

x F P
∗′ −

∈
 

由引理 2.2 可知 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , .TF P F Px x
h x x x N x h x N x∗ ∗′∈∂ ⋅− + = ∂ +  

再结合引理 2.1 和(CQ)条件可得 

( ) ( ) ( ) ( ), 0, .T t T t M t t
t T

x f x g x N x g x t Tλ λ∗

∈

∈∂ + ∂ + = ∀ ∈∑  

对任意的 * *dom x g∈ ，定义问题(
x

P ∗ )的 Lagrange 函数 * : T
x

L M R R+× → 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
* * *, : , ,  , .T

t tx
t T

L x f x x x g x g x x M Rλ λ λ +
∈

= − + + ∀ ∈ ×∑  

证毕。 
注 3.1 命题 3.1 在可行集为近凸集的前提下，给出了问题( *x

P )解存在的必要条件，弱化了文献[16]中
要求其可行集为凸集的条件。 

定义问题(
x

P ∗ )的混合型对偶问题为 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

** * , ,dom 
*

inf max ,

s.t. ( )

0,

, ,

xxx g

T t t T t M
t T

t t
T T

L x

x f x g x N x
D

g x t T

x M R R

λ µ
λ

λ µ

µ

λ µ

∈

∈

+ +



 ∈∂ + + ∂ +

 ≥ ∈

 ∈ × ×

∑
 

令 ( )v D 和 ( )S D 表示问题(D)的最优值和最优解集。对任意的 dom x g∗ ∗∈ 定义问题(D)的子问题为 
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( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

*
, ,

*

max ,

s.t. ( )

0,

, ,

xx

T t t T t M
t T

x

t t
T T

L x

x f x g x N x
D

g x t T

x M R R

λ µ
λ

λ µ

µ

λ µ

∗ ∈

+ +



 ∈∂ + + ∂ +

 ≥ ∈


∈ × ×

∑
 

令 ( )x
v D ∗ 、 ( )x

F D ∗ 和 ( )x
S D ∗ 分别表示问题(

x
D ∗ )的最优值、可行集和最优解集。特别地，当 0g = 时，

有 dom 0g∗ = 。记 0:L L= ，故 

( ) ( ) ( ) ( ), : ,  , .T
t t

t T
L x f x g x x M Rλ λ λ +

∈

= + ∀ ∈ ×∑  

定理 3.1 (弱对偶定理) 设 ( ) ,  domx g x F P∗ ∗∈ ∈ 和 ( ) ( ), ,
x

x F Dλ µ ∗∈ 。 

(i) 若 ( )x g x∗ ∈∂ ， ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在点 x 处是伪凸的，则 ( ) ( ) ( ),
x

L x f x g xλ∗ ≤ − ； 

(ii) 若 ( )x g x∗ ∈∂ ， ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在点 x 处是严格伪凸的，则 ( ) ( ) ( ),
x

L x f x g xλ∗ < − 。 

证明：设 ( )x F P∈ ，则 

 ( ) 0, .tg x t T≤ ∀ ∈  (3) 

设 ( ) ( ), ,
x

x F Dλ µ ∗∈ ，则存在 ( ) ( ), ,T t T tu f x v g x t T∈∂ ∈∂ ∈ 和 ( )Mw N x∈ 使得 

 ( ) ,t t t
t T

u v w xλ µ ∗

∈

+ + + =∑  (4) 

 ( ) 0.t t
t T

g xµ
∈

≥∑  (5) 

从而，由(4)可得 

 ( ) , 0.t t t
t T

u v w x x xλ µ ∗

∈

+ + + − − =∑  (6) 

(i) 用反证法。假设 ( ) ( ) ( ),
x

L x f x g xλ∗ > − ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .t t
t T

f x g x f x x x g x g xλ∗ ∗ ∗

∈

− < − + +∑  

由于 , TRλ µ +∈ ，因此由(3)式和(5)式可知 

( ) ( ) 0,t t t
t T

g xλ µ
∈

+ ≤∑  

( ) 0.t t
t T

g xλ
∈

≥∑  

进而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .t t t t t t
t T t T

f x g x g x f x x x g x g xλ µ λ µ∗ ∗ ∗

∈ ∈

− + + < − + + +∑ ∑  

同时，由于 ( )x g x∗ ∈∂ ，由 Young 等式有 ( ) ( ) ,g x g g x x∗ ∗ ∗+ = ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .t t t t t t
t T t T

f x x x g x g x f x x x g x g xλ µ λ µ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

− + + + < − + + +∑ ∑  

即 

( ) ( ), , .
x x

L x L xλ µ λ µ∗ ∗+ < +  
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由于 ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在点 x 处是伪凸函数，因此，由定义 2.3 可知 ( )( ), , 0
x

L x x xλ µ∗′ ⋅ + − < 。再由切向次

微分定义可得 

( ) , 0.t t t
t T

u v w x x xλ µ ∗

∈

+ + + − − <∑  

这与(6)式矛盾，故原结论成立。 

(ii) 用反证法。假设 ( ) ( ) ( ),
x

L x f x g xλ∗ ≥ − 。先证 x x≠ 。由于
TRµ +∈ ，再结合(5)式可知，存在 t T∈

使得 ( ) 0tg x > 。若 x x= ，此时由(3)式可知 ( ) ( ) 0t tg x g x= ≤ ，矛盾。因此 x x≠ 。类似(i)的证法可知 

( ) ( ), , .
x x

L x L xλ µ λ µ∗ ∗+ ≤ +  

因为， ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在 x 处是严格伪凸的，因此，结合 x x≠ 可得 

( )( ), , 0.
x

L x x xλ µ∗′ ⋅ + − <  

故由切向次微分定义和(6)式可得 

( )0 , 0,t t t
t T

u v w x x xλ µ ∗

∈

= + + + − − <∑  

矛盾。故原结论正确。 

定理 3.2 (强对偶定理) 设 ( )x S P∈ ， , TRλ µ +∈ 。对任意的 ( )x g x∗ ∈∂ ，若条件(CQ)在 x 处成立，则

存在 ( )xλ µ+ ∈Λ ，使得 ( ) ( ), ,
x

x F Dλ µ ∗∈ 以及 ( ) ( ) ( ),
x

L x f x g xλ∗ = − 。进一步，若 ( ),
x

L x λ µ∗ + 在 x 处

是伪凸函数，则 ( ) ( ), ,
x

x S Dλ µ ∗∈ 。 

证明：设 ( )x S P∈ ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  .f x g x f x g x x F P− ≤ − ∀ ∈  

由于 ( )x g x∗ ∈∂ ，由 Young 等式有 ( ) ( ) ,g x g x x x∗ ∗ ∗+ = ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .f x g x f x x x g x f x g x∗ ∗ ∗− = − + ≤ −  

结合 Young-Fenchel 不等式可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .f x x x g x f x g x f x x x g x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + ≤ − ≤ − +  

即 ( ) ( )x x
xxh h∗ ∗≤ ，故 ( )x

x S P ∗∈ 。再由命题 3.1 可知存在 ( )xλ µ+ ∈Λ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )* .T t t T t M
t T

x f x g x N xλ µ
∈

∈∂ + + ∂ +∑  

由于 , TRλ µ +∈ ， ( )xλ µ+ ∈Λ 且 ( ) ( )x S P F P∈ ⊆ ，因此 

 ( ) ( ) 0.t t t t
t T t T

g x g xλ µ
∈ ∈

= =∑ ∑  (7) 

故 ( ) ( ), ,
x

x F Dλ µ ∗∈ 。又因为 ( )x g x∗ ∈∂ ，因此结合(7)式可知 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

,

,

, .

t t
t T

x

f x g x f x x x g x

f x x x g x g x

L x

λ

λ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∈

− = − +

= − + +

=

∑  
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进一步，由于 ( ),
x

L x λ µ∗ + 在 x 处是伪凸函数，故由定理 3.1 (i)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,  , , .
x x x

L x f x g x L y y F Dλ λ λ µ∗ ∗ ∗= − ≥ ∀ ∈  

因此 ( ) ( ), ,
x

x S Dλ µ ∗∈ 。证毕。 

定理 3.3 (逆对偶定理) 设 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
x

x F P x F D xλ µ λ∗∈ ∈ ∈Λ 。若存在 ( )x g x∗ ∈∂ ，使得对任意的

( )x F P∈ ，有 ( )*x g x∈∂ 以及 ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在点 x 处是伪凸的，则 ( )x S P∈ 。 

证明：设 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
x

x F P x F D xλ µ λ∗∈ ∈ ∈Λ 。因此 ( )xµ ∈Λ ，且 

 ( ) ( ) 0.t t t t
t T t T

g x g xλ µ
∈ ∈

= =∑ ∑  (8) 

由于 ( ) ( ), ,
x

x F Dλ µ ∗∈ ，所以存在 ( ) ( ), ,T t T tu f x v g x t T∈∂ ∈∂ ∈ 和 ( )Mw N x∈ 使得 

 ( ) .t t t
t T

x u v wλ µ∗

∈

= + + +∑  (9) 

用反证法。假设 ( )x S P∉ ，则存在 ( )y F P∈ 使得 ( ) ( ) ( ) ( )f y g y f x g x− < − 。由于 , TRλ µ +∈ ，

( ) 0tg y ≤ ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t
t T

f y g y g y f x g xλ µ
∈

− + + < −∑  

再结合(8)式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t
t T t T

f y g y g y f x g x g xλ µ λ µ
∈ ∈

− + + < − + +∑ ∑  

注意到 ( ) ( )x g x g x∗ ∈∂ ∩∂ ，因此由 Young 等式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .t t
t T t T

f y y x g x g y f x x x g x g xλ µ λ µ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

− + + + < − + + +∑ ∑  

即 

( ) ( ), , .
x x

L y L xλ µ λ µ∗ ∗+ < +  

由于 ( ),
x

L λ µ∗ ⋅ + 在点 x 处是伪凸的，故 ( )( ), , 0
x

L x y xλ µ∗′ ⋅ + − < 。再由切向次微分定义可知 

( ) , 0.t t t
t T

u v w x y xλ µ ∗

∈

+ + + − − <∑  

这与(9)式矛盾，因此 ( )x S P∈ 。证毕。 
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