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摘  要 

交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM)广泛应用于线性约束优化问题，

无论是凸目标函数还是非凸目标函数，其约束一般是线性约束。文章研究了具有绝对值形式的非线性约

束的非凸极小化问题的ADMM。在假设相关函数满足Kurdyka-Lojasiewicz (KL)不等式的情况下，证明

了由ADMM生成的迭代子序列收敛于问题的一个临界点，并根据一些数值例子说明了ADMM是可行的。 
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Abstract 
The Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) is widely used for linear constraint optimi-
zation problems, whether the objective function is convex or non-convex, with constraints generally 
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being linear. This article studies the ADMM applied to non-convex minimization problems with non-
linear constraints in the form of absolute values. Under the assumption that the relevant functions 
satisfy the Kurdyka-Lojasiewicz (KL) inequality, it is proved that the iterative subsequence generated 
by ADMM converges to a critical point of the problem. Additionally, some numerical examples are 
provided to illustrate the feasibility of ADMM. 
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1. 引言 

近年来，Gabay 等[1]提出的交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM)由于

能够解决套索问题[2]、矩阵完成问题[3]等凸优化问题而得到了广泛的关注。许多学者对 ADMM 的收敛

性进行了分析[4] [5]。此外，部分学者还存在对 ADMM 的收敛速度的研究。例如，He 等[6]利用变分不

等式给出了 ADMM 在遍历意义上的收敛速度为 O(1/k) (k 表示迭代度量)，其研究问题为： 

( ) ( ){ }1 1 2 2 1 1 2 2min | 0f x f x A x A x b+ + − =  

并且 Davis 等[7]指出，在遍历意义上的收敛速度是紧的。此外，对于非遍历意义，He 等[8]表明

ADMM 的收敛速度为 ( )1O k ，Davis 等[7]也指出它是紧密的。 
ADMM 最初被用于求解具有线性约束的凸优化问题。目前，为了得到更广泛的应用，ADMM 发展

了两个方面：(1) 算法的推导。如通过线性化增强项和光滑目标函数[9]的线性化版本，以及通过将线性

ADMM 与 Nesterov 加速度[10]相结合的 Fast-ADMM (FADMM)等。(2) 应用范围的扩展。一些研究人员

已经将其扩展到更一般的约束，包括线性等式约束、线性不等式约束和非线性约束等[11]。 
非凸目标函数的 ADMM 是近年来研究的热点之一。例如，Wang 等[12]利用布雷格曼距离提出了近

似 ADMM。Zhang 等[13]使用指数平均布雷格曼距离到所有历史迭代近似 ADMM。最近，Guo 等[14]使
用 ADMM 用来求解线性约束下的非凸目标函数，即 

 ( ) ( ){ }min | 0f x g y Ax y b+ + − =  (1) 

其迭代格式为： 

( ){ }
( ){ }

( )

1

1 1

1 1 1

arg min ,

arg min

.

,

, ,

k k k

k k k

k k k k

x x y

y x y

Ax y b

β

β

λ

λ

λ λ β

+

+ +

+ + +

 ∈

 ∈

 = − + −




  

在本文中，受式(1)的启发，考虑了以下形式的具有非线性约束的优化问题： 

 ( ) ( ){ }min | 0f x g y Ax y b+ + − =  (2) 

式中， { }: nf R R→ ∪ +∞ 是一个下半连续函数， : mg R R→ 是一个连续可微的函数，并且 g∇ 满足 L > 0
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的利普希兹连续， n nA R ×∈ 是一个矩阵， nb R∈ 是一个向量，y 中每个元素非零。另外， ( )β ⋅ 表示为问题

(2)的增广拉格朗日函数，其定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, , ,

2
x y f x g y Ax y b Ax y bβ

βλ λ= + − + − + + −   (3) 

式中， ⋅ 在表示 2-范数。 

目前，还没有研究表明可以将 ADMM 用于问题(2)。因此，本文将使用 ADMM 来解决不同凸性假设

下的问题(2)。我们将通过 Kurdyka-Lojasiewicz (KL)不等式证明，如果增广拉格朗日函数是 KL 函数，那

么 ADMM 生成的序列收敛到问题(2)的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)点。最后用一些数值实验来说明其

ADMM 的有效性。 

2. 预备知识 

在本节中，将回顾一些关于非凸非光滑问题下的次梯度微分的符号和相关概念[15]。 : n mF R R 是

点对集的映射，其图被定为： 

( ) ( ) ( ){ }, : .n mGraph F x y R R y F x= ∈ × ∈  

对任意的集合 nS R⊆ ，任意的点 nx R∈ ，若 S 非空，点 x 到 S 的距离记为： 

 ( ), inf .
y S

d x S y x
∈

= −   (4) 

若 S = ∅，则令 ( ),d x S = +∞。 

定义 1 [8]：若函数 { }: nf R R→ ∪ +∞ 在 0x 处满足 ( ) ( )
0

0 x x
lim inff x f x

→
≤ ，则称函数 f 在 0x 处下半连

续。若 f 在每一点处均下半连续，则称 f 为下半连续函数。 
定义 2 [16]：设函数 { }: nf R R→ ∪ +∞ 为适当下半连续函数： 

(1) f 在 x domf∈ 处的 Fréchet 次微分定义为 

( ) ( ) ( ) ,ˆ lim inf .: 0n

y x y x

f y f x u y x
f x u R

y x≠ →

 − − − ∂ = ∈ ≥ 
−  

 

当 x domf 时，令 ( )ˆf x∂ = ∅。 

(2) f 在 x domf∈ 处的极限次微分定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: ˆ, and as .n k k kf x u R x x f x f x u f x u k∂ = ∈ ∃ → → ∈∂ → →∞  

注 1 
(1) 极限次微分是通过在 x 附近的点取Fréchet次微分的极限得到的，即定义 2意味着 ( ) ( )ˆf x f x∂ ⊆ ∂  

对于每个 nu R∈ ，其中第一个集合是闭凸的，而第二个集合仅是闭的。并不是在所有 x domf∈ 处都有

Fréchet 次微分。 
(2) x domf∈ 为 f 的极小值的一个必要条件是 ( )0 f x∈∂ 。 

(3) 设 ( ) ( )*
,k kx x Graph f∈ ∂ 为一个序列，收敛到 ( )*,x x 。根据 ( )f x∂ 的定义，如果 ( )kf x 收敛到

( )( )f x k → +∞ ，则 ( ) ( )*,x x Graph f∈ ∂ 。 

(4) 如果 { }: nf R R→ ∪ +∞ 是一个适当的下半连续函数， : ng R R→ 是连续可微的，那么对于任意

x domf∈ ，有 ( ) ( ) ( )f g f x g y∂ + = ∂ +∇ 。 
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引理 1 [17]：设函数 ( ) ( ) ( ),G x y f x h y= + ，其中 { }: nf R R→ ∪ +∞ 和 : mh R R→ 都是适当下半连续

函数。当 ( ),x y domG domf domh∀ ∈ = × ，有 

( ) ( ) ( ), , , .x yG x y G x y G x y∂ = ∂ ×∂  

定义 3 [17]：(KL 不等式) 设 { }: nf R R→ ∪ +∞ 为一个适当的下半连续函数。对于 

1 2η η−∞ < < ≤ +∞， 

[ ] ( ){ }1 2 1 2:nf x R f xη η η η< < = ∈ < < 。 

我们说函数 f 在 *x domf∈ 处具有 KL 性质，如果存在 ( ]0,η ∈ +∞ ， *x 的一个邻域 U，以及一个连续

凹函数 [ ): 0, Rϕ η +→ ，使得 

(1) ( )0 0ϕ = ； 

(2) ϕ 在 ( )0,+∞ 上连续可微且在 0 处连续； 

(3) ( ) ( )0, , 0s sη ϕ′∀ ∈ > ； 

(4) 对于所有 x 在 ( ) ( )* *U f x f f x η ∩ < < + 中，KL 不等式成立 

( ) ( )( ) ( )( )* 0, 1f x f x d f xϕ′ − ∂ ≥ 。 

定义 4 [18]：(一致 KL 性质) 设Ω 为一个紧集，函数 { }: nf R R→ ∪ +∞ 是一个适当的下半连续函

数。 
(1) 如果在给定点 ( ){ }|x dom f x f x∈ ∂ = ∂ ≠ ∅ 处，存在 0, 0ε η> > ，和 ηϕ ∈Φ 使得对于所有

x ∈Ω， 

( ){ } ( ) ( ): ,nx R d x f x f f xε η∈ Ω < ∩ < < +     

且以下不等式成立 

( ) ( )( ) ( )( )0, 1f x f x d f xϕ′ − ∂ ≥ 。 

(2) 如果 f 在 dom f∂ 上的任意点都满足(1)，则 f 是一个 KL 函数。 
定义 5 [19]：(梯度利普希茨连续) 给定一个可微函数 f，对于所有 ,x y domf∈ ，如果存在 0L > ，使

得 

( ) ( )f x f y L x y∇ −∇ ≤ − 。 

引理 2 [19]：(二次上界) 设可微函数 f 的定义域为 nR ，并且 f∇ 是利普希茨连续的，L 为其利普希茨

常数，则 f 具有二次上界： 

( ) ( ) ( ) ( ) 2T , ,
2
Lf y f x f x y x y x x y domf− −∇ − ≤ − ∀ ∈ 。 

定义 6： ( )* * *, ,x y λ 是问题(2)的增广拉格朗日函数 ( )β ⋅ 的一个临界点。则其满足 

( ) ( ) ( )T * * * * * * *; sign ; 0.A f x g y y Ax y bλ λ∈∂ ∇ = ⋅ + − =  

备注 1：定义 6 中，我们可以看“ ⋅”表示两个向量相乘得到一个新的向量。下文中的表示意义同上。 
定理 1 [20]：(有限长度性质) 设函数Ψ是一个 KL 函数，并且满足下面的假设： 
(1) ( ]: ,nf R → −∞ +∞ 和 ( ]: ,mg R → −∞ +∞ 均是适当下半连续函数，并且 inf , inf

n m nR R R
f

×
Ψ > −∞ > −∞以
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及 inf
mR

g > −∞； 

(2) : n mH R R R× → 是个连续可微函数，并且 H∇ 在有界集上是联合利普希茨连续的，即对任意的

( )1 2 1 2, 0, , , 1, 2n m
i iB B R R L x y B B i∀ × ⊂ × ∃ > ∀ ∈ × = 有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , .x x y yH x y H x y H x y H x y L x x y y∇ −∇ ∇ −∇ ≤ − −  

则有以下结论成立： 
(1) 序列{ }kz 的长度有限，即 

1

1
;k k

k
z z

∞
+

=

− < +∞∑  

(2) 序列{ }kz 收敛到Ψ的一个临界点 ( )* * *,z x y= 。 

备注 2：续可根据临界点的性质， ( )0zω 是一个非空紧集，并且Ψ在 ( )0zω 上连续。在定义 4 中，

设 ( )0zωΩ = ，对于任意的 k l>  (l 是一个足够大的正整数)， 

( ) ( )( ) ( )( )0, 1.k kz z d zϕ′ Ψ −Ψ ∂Ψ ≥  

备注 3：定理 1 中{ }kz 的迭代序列是收敛的。不难看出，问题(2)中 ( )β ⋅ 的临界点正是其 KKT 点。 

引理 3：设迭代序列{ }ky 收敛到{ }* , k ny y R∈ 。则总存在 N 使得对于 k N> ，使得 

( ) ( )1sign sign .k ky y +=  

3. 收敛性分析 

在本节中，假设问题(2)至少存在一个 KKT 点。此外，假设问题(2)中的两个子问题的最小化问题都

具有解。因此，问题(2)的 ADMM 是定义良好的，并且生成一个无限迭代序列 ( ){ }, ,k k kx y λ 。求解问题

(2)的 ADMM 设计如下： 

 

( ){ }
( ){ }

( )

1

1 1

1 1 1

arg min , ,

arg min , ,

.

k k k

k k k

k k k k

x x y

y x y

Ax y b

β

β

λ

λ

λ λ β

+

+ +

+ + +

 ∈

 ∈

 = − + −



  (5) 

根据问题(2)的优化条件，有 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 T T 1

1 1 1 1 1

0

0 sign sign

k k k k

k k k k k k

f x A A Ax y b

g y y Ax y b y

λ β

λ β

+ +

+ + + + +

 ∈∂ − + + −


= ⋅∇ − + + − ⋅

 (6) 

基于(6)和(5)中的第三个等式，得到 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

T T 1 1

1 1 1

1 1 1

sign

k k k k

k k k

k k k k

A A Ax y b f x

g y y

Ax y b

λ β

λ

λ λ β

+ +

+ + +

+ + +

 + + − ∈∂

∇ = ⋅

 = − + −

 (7) 

在本文中，我们还做了以下假设： 
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假设 1：设 { }: nf R R→ ∪ +∞ 是一个适当的下半连续函数， : ng R R→ 是一个可微函数，并且 g∇

满足利普希茨连续，并且 0L > 。假设 [ ]2 , 0,1Lβσ σ> ∈ 使得 ( ) 22 2 0L Lδ βσ β= − − > 。 

为了后续讨论，需要以下引理： 
引理 4 ：设 ( )* * *, ,x y λ 是 ( )1k

β ω + 的一个临界点，并且 *y 中的每个元素均不为 0 。设

{ } ( ){ }0 0
, ,k k k k

k k
x yω λ

≥ ≥
= 为算法(5)生成的序列。假设假设 1 成立并且{ }ky 收敛到 *y 。存在一个 N 当

k N> ，则有 

 ( ) ( ) 21 1 .k k k ky yβ βω ω δ+ +≤ − −   (8) 

证明：基于增广拉格朗日函数 ( )β ω 的定义，有 

 
( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1

21 1 1

, , , , ,

1, ,

k k k k k k k k k k

k k k k k

x y x y Ax y b

x y

β β

β

λ λ λ λ

λ λ λ
β

+ + + + + + + +

+ + +

= + − + −

= + −

 


 (9) 

和 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

21 1 1

21 1 1 1 1 1

2 21 1 1 1 1

, , , ,

,
2

,
2

, .
2 2

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k k k

x y L x y

f x g y Ax y b Ax y b

f x g y Ax y b Ax y b

g y g y y y Ax y b Ax y b

β βλ λ

βλ

βλ

β βλ

+ + +

+ + +

+ + + + + +

+ + + + +

−

= +



− + − + + −

− + − + − + + −

= − + − + + − − +


 

−






  (10) 

由于 g∇ 满足 0L > 的利普希兹连续，根据引理 2 和式(7)中的第二个等式，可得： 

 ( ) ( ) ( )( )T 21 1 1 1 1sign .
2

k k k k k k k kLg y g y y y y y yλ+ + + + +≥ + − − −  (11) 

将(11)带入到(10)中可得： 

 
( ) ( ) ( ) 21 1 1 1 1 1 1

2 21 1 1 1

, , , , sign ,
2

, .
2 2

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k

x y L x y y y y Ax y b

LAx y b y y y y

β β
βλ λ λ

β λ

+ + + + + + +

+ + + +

− ≥ − + + −

− + − − − − −

⋅
 (12) 

回忆 

( )1 1 1k k k kAx y bλ λ β+ + += − + − , 

即 

( ) ( )1 1 11 .k k k k k kAx y b y yλ λ
β

+ + ++ − = − + −   

然后 

 
( ) ( )

2
21 1 1

221 1 1 1

1
2 2

1 ,
2 2

k k k k k k

k k k k k k k k

Ax y b y y

y y y y

β β λ λ
β

βλ λ λ λ
β

+ + +

+ + + +

+ − = − + −

= − + − + − −

 (13) 

组合(12)和(13)，可得 
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( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1

2 21 1 1 1

, , , , sign , ,

, .
2 2

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

x y L x y y y y y y

Ly y y y y y

β βλ λ λ λ

β λ λ

+ + + + + + +

+ + + +

− ≥ − − −

+ − + − − − −

⋅
 (14) 

而 

 

( )
( )
( )
( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

sign , , ,

, sign , ,

, sign , , ,

, sign ,

, sign , sign

k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k

k k k k k k

y y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y

y y y

y y y y

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + +

+ + +

− − − + − −

= − − − + − −

⋅

⋅

⋅

⋅

⋅ ⋅

= − − +

= −

= −

= ( ) ( )( )1 1, sign sign .k k k ky y yλ + + −⋅

  (15) 

从式(15)中容易看出，存在一个 N，当 k N> 时，根据引理 3，可得： 

( )1 1 1 1 1 1sign , , , 0.k k k k k k k k k k ky y y y y y yλ λ λ λ+ + + + + +− − − − − =⋅ +  

根据 

[ ]
2 21 1 , 0,1k k k k

k ky y y yσ σ+ +− = − ∈  

可得： 

 

( ) ( ) 2 21 1 1 1 1

2 21 1

21

, , , ,
2 2

2 2

.
2

k k k k k k k k k k

k k k kk

k kk

Lx y L x y y y y y

Ly y y y

L
y y

β β
βλ λ

βσ

βσ

+ + + + +

+ +

+

− ≥ − − −

= − − −

−
= −



 (16) 

利用定义 5 和等式(7)当中的第二个等式，可得： 

 ( ) ( )1 1 1sign sign .k k k k k ky y L y yλ λ+ + +⋅ ⋅− ≤ −  (17) 

根据式(17)，可以知道存在一个利普希茨常数 L，使得： 

 1 1 .k k k kL y yλ λ+ +± ≤ −  (18) 

组合(9)、(16)和(18)可得： 

( ) ( )

( )

2 21 1 1 1 1

2 21 .

, , , ,
2

, ,
2

k k k k k k k kk

k k k k kk

L Lx y x y y y

L Lx y y y

β β

β

βσ
λ λ

β

βσ
λ

β

+ + + + +

+

 −
≤ − − − 

 
 −

≤ − − − 
 

 



. 

其中，上述第二个不等式满足 1kx + 是 ( ), ,k kx yβ λ 中关于 x 的最小值，即 

( ) ( )1, , , , .k k k k k kx y x yβ βλ λ+ ≤    

令 { }inf kσ σ= ，则 
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22 .
2

L Lβσδ
β

−
= −  

因此，引理 4 成立。 
备注 4：由于 { }inf kσ σ= 和 ( ]0,1kσ ∈ ，则说明 0σ ≥ 。然而对于任意的 k，都有 0 1kσ< ≤ ，这就意

味着 { } { }00
inf min 0k k kk

σ σ σ≥≥
= = > 。因此，存在

{ }0min
2

k kσξ ≥= 使得 0σ ξ> > 。 

备注 5：由 0δ > ，根据引理 3， ( )k
β ω 单调递减。 

接下来，我们给出一些充分条件来保证算法(5)生成的序列 ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是有界的。 

引理 5：设{ } ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是算法(5)生成的序列，并假设 

( ) ( ){ }2
inf : .

y
g y g y gτ− ∇ = > −∞  

那么以下陈述是正确的。 
(1) f 是强制性的，即 ( )2liminf

x
f x

→+∞
= +∞； 

(2) 存在常数
1

2L
τ = 。 

证明：根据引理 4，可得： 

( ) ( )0 0 0, , , , .k k kx y x yβ βλ λ≤   

然后，结合 ( ) ( )signk k ky g yλ = ∇⋅ ，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

20 0 0

2
2

2
2 2

2
2

, , ,
2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 .
2 2

k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

x y f x g y Ax y b Ax y b

f x g y Ax y b

f x g y g y Ax y b
L L

f x g Ax y b

β
βλ λ

βλ λ
β β

βλ λ
β β

βτ λ λ
β β

≥ + − + − + + −

= + − + + − −

 
= + − ∇ + − + + − − 

 

 
≥ + + − + + − − 

 
 
 

 



 

观察陈述(1)意味着 ( )inf
x

f x > −∞ 。由 2Lβ > 得到 { } { },k kx λ 和

2
1

2
k k kAx y bβ λ

β

  + − − 
  

是有界

的。因此，{ }ky 是有界的，从而，{ }kω 是有界的。 

引理 6：设{ } ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是算法(5)生成的序列，且{ }kω 是有界的。那么， 

 
21

0
.k k

k
ω ω

+∞
+

=

− < +∞∑   (19) 

证明：为了证明(19)成立，考虑三种情况： 
2 2 21 1 1

0 0 0
, , .k k k k k k

k k k
y y x xλ λ

∞ ∞ ∞
+ + +

= = =

− < +∞ − < +∞ − < +∞∑ ∑ ∑  

首先，证明
21

0

k k

k
y y

∞
+

=

− < +∞∑ 。由于 { }kω 是有界的，它至少有一个聚点。设{ }*ω 是 { }kω 的一个
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聚点，{ }jkω 是收敛到它的子序列，即 *jkω ω→ 。由于 f 是下半连续的且 g 是连续的， ( )β ⋅ 是下半连续

的，可得： 

( ) ( )* lim inf .
jk

jβ βω ω
→+∞

≤   

由 于 ( ){ }jk
β ω 收 敛 ， 所 以 ( ){ }jk

β ω 有 界 。 此 外 ， ( ){ }k
β ω 是 收 敛 的 ， 并 且

( ){ } ( ){ }*k
β βω ω≥  。根据式(8)，可得： 

 ( ) ( )21 1 .k k k ky y Lβ βδ ω ω+ +− ≤ −  (20) 

根据式(20)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )21 0 1 0 *

0
.

n
k k n

k
y y L L Lβ β β βδ ω ω ω ω+ +

=

− ≤ − ≤ − < +∞∑   

由于 0δ > ，有： 

21

0
.k k

k
y y

∞
+

=

− < +∞∑  

其次，证明
21

0

k k

k
λ λ

∞
+

=

− < +∞∑ 。这显然来自于方程(18)。 

最后，证明
21

0

k k

k
x x

∞
+

=

− < +∞∑ 。回忆 

( ) ( )1 1 1 1, .k k k k k k k kAx y b Ax y bλ λ β λ λ β+ + + −= − + − = − + −   

那么 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 .k k k k k k k kAx Ax y yβ λ λ λ λ β+ + − +− = − − − − −   

所以 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

221 1 1 1

22 21 1 2 1

2 2 21 1 2 1

3

3 .

k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

Ax Ax y y

y y

y y

β λ λ λ λ β

λ λ λ λ β

λ λ λ λ β σ

+ + − +

+ − +

+ − +

− = − − − − −

 ≤ − + − + − 
 

= − + − + −

  (21) 

根据 ( )T
max2A A Aλ= ，有 

 ( ) 2 21 2 1
max .k k k kAx Ax x xβ β λ+ +− = −  (22) 

然后，根据公式(21)和公式(22)，可以看出 

21

0
.k k

k
x x

∞
+

=

− < +∞∑   

因此，引理 6 的结果成立。 

备注 4：如果 ( )β ⋅ 于是有界的，那么容易推
21

0

k k

k
ω ω

+∞
+

=

− < +∞∑ 而无需保证{ }kω 的有界性。 
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引理 7：设{ } ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是算法(5)生成的序列，且{ }kω 是有界的。定义 

( ) ( ) ( )* T 1 T 1 * 1 * 1
1 1 1; 1; .k k k k k k k k

k k kx A y y A yβ λ λ λ λ λ λ λ
β

+ + + +
+ + += − + − = − = −   

则有 

( ) ( )* * * 1
1 1 1, , .k

k k kx y βλ ω +
+ + + ∈∂  

此外，存在 0ζ > ，使得 

( )( )1 10, .k k kd y yβ ω ζ+ +∂ ≤ −   

证明：根据增广拉格朗日函数 ( )β ⋅ ，我们可知 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 T 1 1 T 1 1T T 1

1 1 1T T 1 1T T 1

1 1T T 1

,

,

.

k k k k k k k
x

k k k k k k
y

k k k

f x A y A y x A y b

g y x A x A y b

x A y b

β

β

λ β

ω λ β

ω λ β

ω

+ + + + + + +

+ + + + + +

+ + +

∂ = ∂ − + −

∂ = ∇ − + −

∂ = − −







 

下再结合(7)，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

T 1 T 1 1

1 1 1

1 1

;

sign ;

1 .

k k k k k
x

k k k k
y

k k k

A y y A

y

β

β

λ β

β λ λ ω

λ λ ω

λ λ ω
β

+ + +

+ + +

+ +

− + − ∈∂

− ⋅ ∈∂

− ∈∂







 

因此，根据引理 1，我们可知 ( ) ( )* * * 1
1 1 1, , k

k k kx y βλ ω +
+ + + ∈∂ 。除此之外，存在 1 2, 0ζ ζ > 使得 

( )* * * 1 1
1 1 1 1 2, , .k k k k

k k kx y y yλ ζ σ ζ λ λ+ +
+ + + ≤ − + −   

连通过定义 1 2Lζ ζ σ ζ= + ，再根据(18)可知 

( )( ) ( )1 * * * 1
1 1 10, , , .k k k

k k kd x y y yβ ω λ ζ+ +
+ + +∂ ≤ ≤ −  

这就完成了此引理的证明。 
引理 8：设{ } ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是算法(5)生成的序列，且{ }kω 是有界的。令 ( )0S ω 表示其极限点的

集合。那么： 
(1) ( )0S crit βω∅ ≠ ⊂  ； 

(2) ( )β ⋅ 在 ( )0S ω 上是有限的且为常数； 

(3) ( )0S ω 是一个非空连通的紧集，并且 

( )( )0lim , 0.k

k
d Sω ω

→∞
=  

定理 2：设{ } ( ){ }, ,k k k kx yω λ= 是算法(5)生成的序列，且{ }kω 是有界的。假设 f 和 g 是半代数函

数，那么 kω 具有有限长度，即 

1

0

k k

k
ω ω

+∞
+

=

− < +∞∑  

因此， kω 收敛到 ( )β ⋅ 的一个临界点。 

证明：从引理 8 可知，对于所有 ( )* 0Sω ω∈ ，有 ( ) ( )*k
β βω ω→  ，考虑两种情况： 
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(1) 如果存在一个整数 0k ，使得 ( ) ( )0 *k
β βω ω=  。根据方程(8)以及备注 3，对于任意 0k k> ，有 

( ) ( ) ( ) ( )0
21 1 * 0kk k k ky y L L Lβ β β βδ ω ω ω ω+ +− ≤ − ≤ − = 。 

对于任意 0k k> ，有 1k ky y+ = 。结合引理 5 的证明，对于任意 0 1k k> + ，有 1k kω ω+ = ，因此定理 2
成立。 

(2) 假设对于所有 k 都有 ( ) ( )*k
β βω ω>  。由于 ( )( )0, 0kd Sω ω → ，对于任意 0ε > ，存在

1 0k > ，使得对于任何 1k k> ，有 ( )( )0,kd Sω ω ε< 。再次，由于 ( ) ( )*k
β βω ω→  ，对于任意 0η > ，

存 在 2 0k > ， 使 得 对 于 任 意 2k k> ， 有 ( ) ( )*k
β βω ω η< +  。 因 此 ， 对 于 所 有 , 0ε η > ， 当

{ }1 2max ,k k k k> = 时， 

( )( ) ( ) ( ) ( )0 * *, ,k kd S β β βω ω ε ω ω ω η< < < +   ， 

由于 ( )0S ω 是一个非空紧集，并且 ( )β ⋅ 在 ( )0S ω 上是常数，应用定义 4中 ( )0S ωΩ = ，推导出对于

任意 k k> ，有 

( ) ( )( ) ( )( )* 0, 1k kdβ β βϕ ω ω ω′ − ∂ ≥   . 

由于 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 * 1 * .k k k k
β β β β β βω ω ω ω ω ω+ +− = − − −        

根据ϕ 的凹性，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* 1 * * 1 * .k k k k
β β β β β β β βϕ ω ω ϕ ω ω ϕ ω ω ω ω+ +′− − − ≥ − −         

关联 ( )( ) ( ) ( )( )1 *0, , 0k k k kd y yβ β βω ζ ϕ ω ω− ′∂ ≤ − − >   ，得到 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* 1 *
1

*

1 * 1 * .

k k
k k

k

k k k ky y

β β β β

β β

β β

β β β β

ϕ ω ω ϕ ω ω
ω ω

ϕ ω ω

ζ ϕ ω ω ϕ ω ω

+

+

− +

− − −
− ≤

−

 ≤ − − − − 

   
 

 

   

 (23) 

设 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
,

p q
p q β β β βϕ ω ω ϕ ω ω∆ = − − −    。 

结合引理 3 和不等式(23)，得到对于所有 k k> ， 

 1 1 1
, 1 , 1

1 .
2

k k k k k k
k k k ky y y y y yζ ζ

δ δ
+ − −

+ +
 − ≤ ∆ − ≤ − + ∆ 
 

 (24) 

从方程(24)可以得出 

 1 1
1, 1

1 1

1 .
2

m m
k k k k

k m
k k k k

y y y y ζ
δ

+ −
+ +

= + = +

 
− ≤ − + ∆ 

 
∑ ∑ 

 

 (25) 

注意到 ( ) ( )( )1 * 0m
β βϕ ω ω+ − >  ，重写(25)，并令 m → +∞，有 
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 ( ) ( )( )1 1 1 1 *

1
.k k k k k

k k
y y y y β β

ζ ϕ ω ω
δ

+∞
+ + + +

= +

− ≤ − + −∑   



   (26) 

这意味着 

1

0

k k

k
y y

+∞
+

=

− < +∞∑ 。 

从方程(18)，知道 

1

0

k k

k
λ λ

+∞
+

=

− < +∞∑ 。 

另一方面，从方程(21)和方程(22)可以得出 

( )

( ) ( )

1 222 21 1 1 2 1
2 T

max

1 1 1
2 T

max

3

3 .

k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y
A A

y y
A A

λ λ λ λ β
β λ

λ λ λ λ β σ
β λ

+ + − +

+ − +

 − ≤ − + − + − 
 

≤ − + − + −

 

且{ }kω 是一个柯西序列(参见 Botel 等[18]的第 482 页的一个简单证明)。因此，根据备注 3 可知它是

收敛的。 

4. 数值实验分析 

例 1：二次规划(Quadratic Programming, QP)问题：二次规划(QP)是一个数学优化问题，其目标是求

解满足一组线性或不等式约束的二次函数的最小值或最大值。在优化问题中，QP 问题是一个非常重要

的问题，因为它广泛应用于金融、工程、计算机视觉、机器学习等领域。QP 问题的约束通常是线性约

束，将其扩展到非线性约束问题，并通过以下例子来说明 

( ) ( )2 2min 1 3

s.t. 2 4 0
7 5, 8 1.

x y

x y
x y

− + −

+ − =

− ≤ ≤ − ≤ ≤

 

上述问题的增广拉格朗日函数为 

( ) ( ) ( ) 2
, , , 2 4 2 4 .

2
x y f x g y x y x yβ

βλ λ= + − + − + + −   

在此实验中，每个问题的子问题根据(5)进行求解。然后，列出了(5)的每次迭代过程中的子 x 问题和

y 子问题： 
x 子问题为 

( )
1

2 2 4 2
.

2 4

k k

k
y

x
λ β

β
+

 − − + =
+

 

y 子问题为 

( ) ( )1
1

sign 2 4 6
.

2

k k k
k

y x
y

λ β

β

+

+
 − − + =

+
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(a) β = 0.5                                             (b) β = 1 

Figure 1. The relationship between function value and the number of iterations 
图 1. 函数值与迭代次数的关系 
 
Table 1. Iteration results with different initial values 
表 1. 不同初始值下的迭代结果 

x 1 −2 −5 7 

y 1 −2 −5 −1 

(x*, y*) (1.5, 1.0) (1.5, 1.0) (1.5, 1.0) (1.5, 1.0) 

β 1 1 1 1 

IT 49 48 47 48 

CPU 5.691 6.238 6.274 5.346 

β 0.5 0.5 0.5 0.5 

IT 49 48 47 48 

CPU 5.657 5.561 6.120 4.367 
 

在计算中，令 ( ), ,x yβ λ 中的 1.75λ = ，分别测试了四组 ( ),x y 的初始值：S1： ( ) ( ), 1,1x y = ；S2：

( ) ( ), 2, 2x y = − − ；S3：( ) ( ), 5, 5x y = − − ；S4： ( ) ( ), 7, 1x y = − ，分别取 0.5β = 和 1β = 。在这种情况下，图

1 和表 1 中显示了一些数值结果。从图 1 中可以看出，随着迭代次数的增加，函数值逐渐减少，最终达到

平稳状态。通过表 1 可以看出，不同初始值达到最优解的迭代次数是不同的。在 x 和 y 的定义域下，发

现 β 的变化不会影响最优解的变化，且最优解都是 ( ) ( )* *, 1.5,1.0x y = 。不出所料，随着参数 β 的增加，

CPU 时间变长。 
例 2：矩阵 n nA R ×∈ ，向量 nb R∈ 。考虑问题(2)具体的函数形式为 ( ) ( )2 21 , 1f x x g y y= − = − ，即 

 
2 2min 1 1 ,

s.t. 0,

x y

Ax y b

− + −

+ − =
  (27) 

且 

( ) ( )
10, .

7, 1. , 1, 2, , , 0,0, ,0,0 .
2, 1.

ij

i j
A a j i i j n b

i j

=
 = = − − = = = 
 − =
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上述问题的增广拉格朗日函数为 

( ) 22 2, , 1 1 , .
2

x y x y Ax y b Ax y bβ
βλ λ= − + − − + − + + −  

在此实验中，每个问题的子问题根据(5)进行求解。在求解过程中，我们引入变量 z y= ，则问题

(27)可改写为 

{ }2 2 |min 1 1 0,x y Ax z b z y− + − + − = = . 

对应的子问题为： 
x 子问题为 

( ) ( )( )11 .k k kx A A I A b zβ λ
−+ = + − +   

y 子问题为 

( )1 1sign max ,0 .k k ky y z
β

+  
= ⋅ − 

 
  

z 相当于约束投影，其子问题为 

( )1 1 1 .k k kz y b Ax+ + += + +   
 

  
(a) n = 1000                                       (b) n = 10,000 

Figure 2. The relationship between ( )( )* *kh w h h−  and the number of iterations 

图 2. ( )( )* *kh w h h− 与迭代次数的关系 

 
在实验中，设定 1β = ，初始向量为： ( ) ( ) ( )0 0 01,1, ,1,1 1,1, ,1,, 1 , 1,1, ,1,1x y λ= = =  

  
。在这种情 

况下，我们在图 2 中展示了当 n = 1000 和 n = 10,000 时的数值结果。很容易发现，当 n = 1000 时，在迭

代 562 次后得到最优解，而当 n = 10,000 时，在迭代 565 次后得到最优解。虽然维数增加迭代次数也增

多，但维数的变化对达到最优解的迭代次数变化的影响不是很显著。通过图 2，我们可以看到横坐标和 
纵坐标反映了迭代次数与 ( )( )* *kh w h h− 的关系 ( *h 代表函数的最优解 )。随着迭代次数的增加 ,

( )( )* *kh w h h− 的值是递减的，并最终保持为平稳状态。这就表明 ( )kh w 是非递增的，并最终收敛到

*h 。 
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5. 结论 

本文通过使用 KL 不等式，研究了带有绝对值形式非线性约束的最小化问题的 ADMM，并证明了

ADMM 生成的迭代子序列收敛到问题的一个关键点。更重要的是，通过数值例子，进一步验证了本文

设计的 ADMM 在带有绝对值形式的非线性约束的最小化问题中是实用的。值得注意的是，文章仅考虑

了这种情况下 y 的每个元素都非零的情况，而包含零元素的 y 的另一种情况则有待进一步研究。 
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