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摘  要 

最近对于脊椎动物的野外实验表明，仅是捕食者的存在就会引起猎物种群数量的巨大变化。猎物因捕食

者存在而产生的恐惧会影响到猎物自身的繁殖。基于实验结果，我们提出了一个考虑恐惧效应和捕食者

染病的捕食模型。本文我们提出了一个三物种的食物链模型，由于捕食者物种内有传染病，所以将捕食

者分为染病捕食者和易感捕食者,且传染病会削弱捕食者的捕食能力。我们研究了平衡点的所有性质，建

立了模型局部稳定的条件。利用李雅普诺夫函数来研究平衡点的全局稳定性，并研究了局部分岔分析。 
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Abstract 
Recent field experiments on vertebrates have shown that merely the presence of predators can 
cause significant changes in the population size of prey. The fear of predators in prey can affect their 
own reproduction. Based on the experimental results, we proposed a predator-prey model consid-
ering the fear effect and the disease of predators. In this paper, we present a three-species food 
chain model. Since there is an infectious disease within the predator species, the predators are 
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divided into infected predators and susceptible predators, and the disease weakens the predation 
ability of the predators. We studied all the properties of the equilibrium points and established the 
conditions for local stability of the model. The global stability of the equilibrium points was studied 
using the Lyapunov function, and the local bifurcation analysis was also conducted. 
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1. 介绍 

生物数学模型作为一种重要的研究方式，在描述生态现象、解决生态问题、揭示物种发展规律方面

发挥了巨大的作用。它不仅是生物数学研究的基础，还是解决实际生态问题的有力手段，因此越来越受

到人们的重视。捕食与被捕食系统是生物数学最重要的组成部分之一，每年都有大量的文献来研究它[1]-
[4]。此外，自从 1927 年 Kermack 与 McKendrick 首次提出了著名的 SIR 仓室模型之后，人们对传染病模

型的研究也越来越重视，目前研究流行病模型的文献已经有很多了[5]-[9]。 
虽然研究捕食模型和传染病模型的文献很多，但大部分都是独立研究的，只是研究单个种群中疾病

的传播。但在自然界中，每个种群并非是独立存在的，它与其他种群都存在捕食或竞争的关系，因此我

们有必要考虑将二者结合起来研究，在传染病模型上考虑捕食关系的影响，或是在捕食模型上考虑疾病

的影响。这样建立起来的模型更贴近实际，能更有效解决实际生态问题，同时也开辟了一个新的研究方

向。至此，很多专家学者开始对这一方向进行了研究。在将种群动力学和流行病动力学结合研究的过程

中，很多学者观察到了一个容易被忽略的现象：在野外很容易可以观察到捕食者直接杀死猎物的过程，

这种捕食机制会造成猎物种群规模的减少；但是当猎物居住在有捕食者存在的环境里时，猎物因捕食者

存在而产生的恐惧也会对其种群规模产生一定的影响。 
本文就是在这样的背景下提出了一个三物种的食物链模型，由于捕食者种群内有传染病，所以将捕

食者分为染病捕食者和易感捕食者，且传染病会削弱捕食者的捕食能力。其中猎物的恐惧是因捕食者的

存在而产生的，和捕食者的捕食能力大小无关。借助之前所学的知识[10] [11]，我们研究了平衡点的所有

性质，建立了模型局部稳定的条件。Lyapunov 函数用于研究平衡点的全局稳定性，进行了局部分岔分析。 

2. 模型建立 

本文在文献[1]的基础上，假设疾病只在捕食者种群内传播，以 ( )S t S= 表示猎物在 t 时刻的种群规

模， ( )I t I= 表示染病捕食者在 t 时刻的种群规模， ( )P t P= 表示易感捕食者在 t 时刻的种群规模，建立

如下模型： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ] ( )

1 1

2 2

3 3

d 1 , ,
d 1

d 1 , ,
d
d , ,
d

S rS bS a m I aP d Sf S I P
t k P I

I I a m S P d If S I P
t
P P aS I d Pf S I P
t

α β

α β

  
= − − − − − =  

+ +   

 = − + − =  

 = − − =


 (1) 
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r 为猎物的内禀增长率，k 为猎物对捕食者的恐惧率，b 为猎物的种内竞争系数， β 为捕食者的种内

竞争系数，a 为捕食系数，m 为疾病对捕食者捕食能力的削弱系数，α 为转化系数， 1d 为猎物的自然死

亡率， 2d 为染病捕食者的死亡率，包括因病死亡和自然死亡， 3d 为易感捕食者的自然死亡率，且所有参

数都是正的。 
此外，系统(1)右侧的函数 1,2,3if = 是连续的，并在以下空间中有连续的偏导数 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3 3, , : 0 0, 0 0, 0 0R S I P R S I P+ = ∈ > > >  

因此，系统(1)的解存在且唯一。  

2.1. 解的正性 

从生物学实际意义来考虑，系统(1)在 3R+ 中都有以下正初始值： ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0S I P> > > 。 

通过 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )10 , , d0 e 0
t f S h I h P h hS t S   ∫= >  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )20 , , d0 e 0
t f S h I h P h hI t I   ∫= >  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )30 , , d0 e 0
t f S h I h P h hP t P   ∫= >  

可证明系统的解是正的。 

2.2. 解的有界性 

定理 1 系统(1)的满足初始条件 ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0S I P 的正解有界。 

证明：设 ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t P t 为任意的满足初始条件的正解，其中 ( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0S I P> > > 。 

因为 ( )d
d
S S r bS
t
≤ − 。 

所以由比较定理可得： ( )lim sup
t

rS t
b→+∞

≤ 。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )W t S t I t P t= + + ，则有 

( ) ( )

( ) [ ]

1

2 3

2
1 2 3

d d d d
d d d d

1
1

1

W S I P
t t t t

rS bS a m I aP d
k P I

I a m S P d P aS I d

rS d S d I d P bS
rS MW

σ

α β α β

= + +

 
= − − − − − 

+ +  
+ − + − + − −  

≤ − − − −

≤ −

 

{ }( )1 2 3min , ,M d d d=其中  

由比较定理可得： ( )
2

lim sup
t

rW t
Mb→+∞

≤ 。 

所以在区域 ( )
2

3, , , , 0rS I P R W
Mb

B ε ε+

 
∈ ≤ + ∀ >


= 


中解是有界的。 
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3. 平衡点的存在性及稳定性分析 

3.1. 平衡点的存在性 

通过解方程组 

( ) ( )

( )

[ ]

1

2

3

1 0
1

1 0

0

rS bS a m I aP d
k P I

I a m S P d

P aS I d

α β

α β

  
− − − − − =  

+ +   



− + − =   

 − − =

可得系统(1.1)有以下非负平衡点： 

1) ( )0 0,0,0E 总是存在。 

2) 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

总是存在(显然猎物的出生率 > 死亡率)。 

3) 无病平衡点 ( )2 ,0,E S P 。 

解方程组

( )

1

3

0
1

0

rS bS aP d
kP

P aS dα

  − − − =  + 
 − =

。 

由第二个式子可以得出 3d
S

aα
= ，将其代入第一个式子中可得： 

 2 3 3
1 1 0

kbd bd
kaP kd a P d r

a aα α
 + + + + + − = 
 

 (1 式) 

P 表示(1 式)的正根， 

当(1 式)满足

2
3 3

1 1

3
1

1 2

4 0

0

kbd bd
kd a ka d r

a a
bdd r

aP P
ka

α α

α

    ∆ = + + − + − >    
   


+ −

 = <


即 3
1 0

bd
d r

aα
− <+                   (1a) 

时，该方程有唯一正根，即有唯一无病平衡点。 

当 3
1 0

bd
d r

aα
+ − = 时，方程无正根；当 3

1 0
bd

d r
aα

+ − > 时，方程有两个正根或两个负根，不满足唯一

性。 

4) 平衡点 ( )3 , ,0E S I 。 

同理得：当
( )

2
1 0

1
bd d r

a mα
+ − <

−
时，该方程有唯一正根，即有唯一平衡点 3E ；当 

 
( )

2
1 0

1
bd d r

a mα
+ − =

−
 (2a) 

时，方程无正根；当
( )

2
1 0

1
bd d r

a mα
+ − >

−
时，方程有两个正根或负根，不满足唯一性。 

5) 正平衡点 ( )* * * *, ,E S I P 。 
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( ) ( )

( )

( )

1

2

3

1 0
1

1 0

0

rS bS a m I aP d
k P I

I a m S P d

P aS I d

α β

α β

  
− − − − − =  

+ +   



− + − =   

 − − =

 (3) 

由 (3) 式的最后两个方程可以得出：
*

* 3aS d
I

α
β
−

= ，
( ) *

2* 1d a m S
P

α
β

− −
= ，且满足条件

( )
*3 2

1
d dS

a a mα α
< <

−
                                                                     (3a) 

将其代入第一个方程中可得： 2
1 2 3 0A S A S A+ + =                                           (4) 

其中 2
1 0A bm aβ α= > ， ( ) ( )2 2 3 3 2 11A b kd kd ma a m d ad dβ β β α β= − + − − − − +   ， 

( ) ( ) 2
3 3 2 1 2 31A a m d ad d kd kd rβ β β= − − + + − −    

由 2
2 1 34 0A A A∆ = − > 可知方程存在两个解。 

由 3
1 2

1

A
S S

A
= 可知：当 3 0A < 时，即 ( ) ( ) 2

3 2 1 2 31 0a m d ad d kd kd rβ β β− − + + − − <                (3b) 

方程存在唯一正根；当 3 0A = 时，方程无正根；当 3 0A > 时，方程有两个正根或两个负根，不满足唯一性。 
综上所述，在同时满足条件(3a) (3b)的情况下，存在唯一的正平衡点。 

3.2. 局部稳定性分析 

设 ( ), ,E S I P 是系统(1)的任一个非负平衡点，则系统(1)的 Jacobi 矩阵为： 

( )

1 1 1
1

2 2 2
2

3 3 3
3

f f ff S S S
S I P

f f fI f I I
S I P
f f f

P P f P
S I P

J E

∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ 

 

其中： 

( )
( )

( )

( )

1 1 1
2 2

3 3 32 2 2

, 1 , ,
1 1

1 , 0, , , , 0

f f fkr krb a m a
S I Pk P I k P I

f f ff f fa m a
S I P S I P

α β α β

∂ ∂ ∂− −
= − = − − = −

∂ ∂ ∂+ + + +      
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

= − = = = = − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

1) 对于平衡点 ( )0 0,0,0E ，它的 Jacobi 矩阵变为 ( )
1

0 2

3

0 0
0 0
0 0

r d
J E d

d

− 
 = − 
 − 

。 

它的特征方程为 ( ) ( )( )1 2 3 0r d d dλ λ λ− − + + =   ，很显然此特征方程对应的特征根为 01 1r dλ = − ，

02 2dλ = − ， 03 3dλ = − ，因此 0E 是一个不稳定的结点。 

2) 对于平衡点 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

，它的 Jacobi 矩阵变为 
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( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

( )

1 1
1

1
1 2

1
3

1

1
0 0

0 0

r d kr a m r d kr a
d r

b b
a m r d

J E d
b

a r d
d

b

α

α

 − + −  − + − − − 
 
 − −
 = −
 
 −
 − 
 

 

它的特征方程为 ( ) ( )( ) ( )1 1
1 2 3

1
0

a m r d a r d
r d d d

b b
α α

λ λ λ
− − −   

+ − − + − + =   
   

，对应的特征值为

11 1d rλ = − ，
( )( )1

12 2

1a m r d
d

b
α

λ
− −

= − ，
( )1

13 3

a r d
d

b
α

λ
−

= − ，因此，当且仅当满足以下条件时，平衡

点 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

是局部渐近稳定的。 

 
( )1 2

1
a r d d

b m
α −

<
−

 (4a) 

 
( )1

3

a r d
d

b
α −

<  (4b) 

3) 定理 2 当满足以下条件(5a) (5b)时， 3
2 ,0,

d
E P

aα
 
 
 

是局部渐近稳定的。 

 3
1 1

1
2 1

bdr aP d r d
kP aα

 − − < < − + 
 (5a) 

 ( ) 3 21 0m d P dβ− + − <  (5b) 

证明 对于平衡点 3
2 ,0,

d
E P

aα
 
 
 

，其 Jocabi 矩阵为 

( ) ( )
( )

( )
( )

3 3 3
1 2 2

2

3

2
1

1 1 1

0 1 0
0

bd d dr kr kraP d a m a
a kP a akP kPJ E

m d P
aP P

α α α

β
α β

    − − −    + − − − − −
    + + +   =  
 − +
  − 

 

其特征方程为： ( ) ( )2
3 2 1 11 0m d P d T Dλ β λ λ − − − + − + =   

( )
3

1 1 1 3 2

2
, 0

1 1

bdr krT aP d D Pd a
kP a kPα

 
 = − − − = + >
 + + 

 

其特征根为： ( ) 2 21 1
21 3 2 22 1 1 23 1 1

1 11 , 4 , 4
2 2 2 2
T Tm d P d T D T Dλ β λ λ= − + − = + − = − − 。 

可知当且仅当 21 10, 0Tλ < < 时，平衡点 2E 是局部渐近稳定的。 

4) 定理 3 当满足以下条件(6a) (6b)时，
( )

2
3 , ,0

1
dE I

a mα
 
  − 

是局部渐近稳定的。 

 ( ) ( )
2

1
1 1
2 11

bdr a m I r d
a mkI α

 
− − < < −  −+ 

 (6a) 
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 2
3 0

1
d I d

m
β− − <

−
 (6b) 

证明 对于平衡点
( )

2
3 , ,0

1
dE I

a mα
 
  − 

，其 Jocabi 矩阵为 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )

2 2 2 2 2
1 2 2

3

2
3

2 1
1 11 1 1 1 1

1 0

0 0
1

bd krd d krd dr a m I d
a m mkI a m kI a m kI

J E
a m I I

d I d
m

α α αα α

α β

β

− − − + − − − − − − −+ − + − + 
 =  −
 
 − − 

− 

 

其特征方程为： ( )22
3 2 2 0

1
d I d T D

m
λ β λ λ
  − − − − + =  −  

  

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 2
2 1 2 2

2 1 , 1 0
1 1 1 1

bd krd drT a m I d D a m I
a m kI a m kI

α
α αα

 
−  = + − − − = − + > − + − + 

 

 

其特征根为： 2 22 2 2
31 3 32 2 2 33 2 2

1 1, 4 , 4
1 2 2 2 2

d T TI d T D T D
m

λ β λ λ= − − = + − = − −
−

。 

可知当且仅当 31 20, 0Tλ < < 时，平衡点 2E 是局部渐近稳定的。 

5) 定理 4 若 ( )* * * *, ,E S I P 存在，当 1 0∆ > ，且 2 0∆ > 时，正平衡点 *E 局部渐近稳定。 

证明 ( )* * * *, ,E S I P 的 Jocabi 矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

* * * *
1 2 2* * * * * *

*

* * * *
2

* * *
3

2 1 1
1 1 1

1 1

r kr krbS a m I aP d S a m S a
k P I kP kI kP kIJ E

a m I a m S P d I
aP P aS I d

α α β β
α β α β

    
− −    − + − − − − − − −    + + + + + +    =    

 − − + − 
 − − − 

 

其特征方程为 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

3 * *
1 2 3 1 1 2 3 1 3 2* *

* * * * *
32 2* * * *

* * * * *
2 2* *

1 1
1

1
1 1

1 1
1

krA A A A A A A A A a m I S a m
kP kI

kr kraP S a S a m aS I d
kP kI kP kI

kra m S P d a m S I P a
kP kI

λ λ α

α λ α β

α β αβ

  
−  − + + + + + − − − −   + +  

   
− −   + − + − − − −    + + + +    


− × − + − + − − 

+ +

( ) ( ) ( )* * * * * * *
1 2 3* *

2 1 1
1

rbS a m I aP d a m S P d aS I d
k P I

α β α β




 
 

 
     − − + − − − − − + − − −    + + 
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( ) ( )
( )

( )
( )

* * *
2 2* * * *

* * * *
22* *

1
1 1

1
1

0

kr krS a S a m I
kP kI kP kI

krS a a m S P d aP
kP kI

β

α β α

   
− −   − − − −

   + + + +      
 

−   + − − + −  + +  
=

 

其中 
( ) ( )* *

1 1* *
2 1

1
rA bS a m I aP d

k P I
= − + − − − −

+ +
； 

 ( ) * *
2 21A a m S P dα β= − + − ； 

 *
3 3A aS I dα β= − − 。 

令 ( )1 1 2 3M A A A= − + +  

( )
( )

( )
( )

* * * *
2 1 1 2 3 1 3 2 2* * * *

1 1
1 1

kr krM A A A A A A a m I S a m aP S a
kP kI kP kI

α α
   

− −   = + + − − − − + −      + + + +   

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

* * * * *
3 3 22* *

* * * * * *
12 * ** *

* * * *
2 3

*
2* *

1 1
1

1 2 1
11

1

1

krM S a m aS I d a m S P d
kP kI

kr ra m S I P a bS a m I aP d
k P IkP kI

a m S P d aS I d

krS a
kP kI

α β α β

αβ

α β α β

 
−   = − − − − − + −  + +  

   −   + − − − − + − − − −
   + ++ +    

   × − + − − −   
 

− − −
 + +   ( )

( )

( )
( )

* *
2* *

* * * *
22* *

1
1

1
1

krS a m I
kP kI

krS a a m S P d aP
kP kI

β

α β α

 
− − −

 + +  
 

−   + − − + −  + +  

 

这里 1 1 2 1 2 3,M M M M∆ = ∆ = − 。 

由 Hurwitz 判据知：当 1 20, 0∆ > ∆ > 时，特征方程的一切根有负实部，故 *E 局部渐近稳定。 

3.3. 全局稳定性分析 

定理 5 设 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

是局部渐近稳定的，当满足以下条件时，它是全局渐近稳定的。 

 
( )1 2

1
a r d d

b m
−

<
−

 (7a) 

 
( )1

3

a r d
d

b
−

<  (7b) 

证明 构造一个 Lyapunov 函数 ( )1 , , ln Sg S I P S S S I P
S

 = − − + + 
 

 



，其中 1r dS
b
−

= 。 
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对其求导，再化简可得 

( ) ( ) ( )21
2 3

d 1
d
g b S S d a m S I aS d P
t

 ≤ − − + − + − + − 
    

当满足条件(7a) (7b)时， 1d
d
g
t
是负定的，由 Lyapunov 函数稳定性判别定理知该平衡点是全局渐近稳

定的。 

定理 6 设 3
2 ,0,

d
E P

aα
 
 
 

是局部渐近稳定的，当满足以下条件时，它是全局渐近稳定的。 

 
( )1

2 0
a d r

d P
b

β
−

+ − >  (8a) 

 ( )( )2
1 1 2 3bS d aP r S S M M M− + − − < + +  (8b) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 3 2, ,
42

a aM b S S P P M P P M I d aS P
bb

β 
= − − − = − = − − 
 

。 

证明 构造一个 Lyapunov 函数 ( )2 , , ln lnS Sg S I P S S S I P P P
S P

   = − − + + − −   
   

，其中 3d
S

aα
= 。 

对其求导，再化简可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 22
2 1

2
1 2 3 1

d 2
d
g b S S a S S P P I d aS P bS r d aP S S
t

M M M bS d aP r S S

β≤ − − + − − − − − + + − − −

= − − − + − + − −
 

当满足条件(8a) (8b)时， 2d
d
g
t
是负定的，由 Lyapunov 函数稳定性判别定理知该平衡点是全局渐近稳

定的。 

定理 7 设
( )

2
3 , ,0

1
dE I

a mα
 
  − 

是局部渐近稳定的，当满足以下条件时，它是全局渐近稳定的。 

 
( )1

3 0
a r d

I d
b

β
−

+ − >  (9a) 

 ( ) ( ) ( )
22

2
1 1 2

1
1

4
a m

r d a m I S S bS N N
b
−

+ − − − − + < +    (9b) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3

1
,

2
a m

N b S S I I N P I d aS
b

β
− 

= − − − = + − 
 

。 

证明 构造一个 Lyapunov 函数 ( )3 , , ln + lnS Ig S I P S S S I I I P
IS

   
= − − − − +   

  
，其中

( )
2

1
dS

a mα
=

−

对其求导，再化简可得 

( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
3

3

2
1

22
2

1 2 1

d
1

d

1

1
1

4

g
b S S a m S S I I P aS I d

t

r d S S bS a m I S S

a m
N N r d a m I S S bS

b

β≤ − − + − − − + − −

+ − − + − − −

−
= − − + − − − − +  
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当满足条件(9a) (9b)时， 3d
d
g
t
是负定的，由 Lyapunov 函数稳定性判别定理知该平衡点是全局渐近稳

定的。 
根据文献[7]相关定理可得出以下定理： 
定理 8 只要 *E 存在，则其为全局渐近稳定的。 
证明 构造一个 Lyapunov 函数 

( ) * * * * * *
4 1 2 3* * *, , ln ln lnS I Pg S I P c S S S c I I I c P P P

S I P
     = − − + − − + − −     
     

 

对其求导，再化简可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

* * *4
1 1 3 1 1

* *
2 2 3 3

2* * *
1 3 1 1

* * * *
2 1 1 2 3

d 1
d 1

1

g rc S S bS a m I aP d c a c c a S S P P
t k P I

c I I a m S P d c P P aS I d

c b S S c a c c a S S P P

c a c c a S S I I c c I I P P

α β α β

β β

 
= − − − − − − + − − − − 

+ +  

+ − − + − + − − −  

= − − + − − − −

+ − − − − + − − −

 

取 3 1 1 2 1 1 2 30, 0, 0c a c c a c a c c a c cβ β− − = − − = − = 。 

则 ( )2*4
1

d 0
d
g c b S S
t
= − − ≤ ，由 Lyapunov 函数稳定性判别定理知该平衡点是全局渐近稳定的。 

4. 分岔分析 

本文研究了改变参数值对系统动态的影响。动力系统中的非双曲平衡点是捕食系统发生分岔的必要

条件，但不是充分条件。因此，选择使平衡点为非双曲点的值作为候选分岔参数。将系统(1)改写为向量

形式： 

( ) ( ) ( )1 2 3
d , , , , , , ,
d
X F X X S I P F Sf If Pf
T

ε Τ= = =  

系统(1)的二阶方向导数也可以计算为： 

 ( )( ) [ ]2
1 3 1

, , iD F X qε
×

Φ Φ =  (10) 

其中 ( )1 2 3, ,v v v ΤΦ = ， ε 为任意分岔参数，且 

( )
( )

( )

( )
( )

2
11 1 1 2 1 32 2

2
2 2

2 3 2 33

2 2 1 2
1 1

4
1

rk rkq bv a m v v a v v
kP kI kP kI

rk S v v v v
kP kI

   
= − − + − − +   

+ + + +      

+ + +
+ +

 

( )21 1 2 2 32 1 2q a m v v v vα β= − +  

31 1 3 2 32 2q av v v vα β= −  

定理 9 如果条件(4b)得到满足，当参数 2d 经过
( )( )1*

2

1a m r d
d

b
α − −

= 时，系统(1)在 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

附

近发生跨临界分岔。 
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证明 当 *
2 2d d= 时，系统(1)在 1E 处的 Jocabi 矩阵为 

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 1
1

*
1 1 2

1
3

1

, 0 0 0

0 0

r d kr a m r d kr a
d r

b b
J J E d

a r d
d

b
α

 − − + −  − − + − 
 
 = =
 

− − 
 

 

此时 1J 所对应的特征方程的两个特征值
( )1* *

11 1 13 3,
a r d

d r d
b

α
λ λ

−
= − = − 有负实部，而第三个特征值

*
12λ 为 0，所以 1

1 ,0,0r dE
b
− 

 
 

是一个非双曲点。 

设 ( )1 11 12 13, ,v v v ΤΦ = 为 特 征 值 *
12 0λ = 所 对 应 的 特 征 向 量 ， 根 据 1 1 0J Φ = 可 以 得 出

( ) ( )1
1 12 12

1
, ,0

r d k a m
v v

b

Τ
 − + −  Φ =   
 

，其中 12v 是任何非零实数。 

设 ( )1 11 12 13, ,ψ ϕ ϕ ϕ Τ= 为与零特征值相关的特征向量，根据 1 1 0J ψΤ = 可以得出 ( )1 120, ,0ψ ϕ Τ= ，其中 12ϕ
是任何非零实数。 

此时，因为 ( ) ( )
2 2, 0, ,0dF X d I Τ= − ，从而 ( ) ( )

2

*
1 2, 0,0,0dF E d Τ= ， ( )2

*
1 1 2, 0dF E dψ Τ = ，所以系统(1)不存

在鞍结分岔。 

此外， ( )2

*
1 1 2 1 12 12, 0dDF E d vψ ϕΤ  Φ = − ≠  。 

通过式(10)可以得出 

( )( )
( )( ) ( )12 * 2

1 1 2 1 1 12 12

2 1 1
, , 0

a m r d k a m
D F E d v

b
α

ψ ϕΤ
− − + −   Φ Φ = ≠   

根据 Sotomayor 定理，可以证明当 *
2 2d d= 时系统(1)在 1

1 ,0,0r dE
b
− 

 
 

附近发生跨临界分岔。 

定理 10 当满足条件 1 20, 0∆ > ∆ > 时，如果参数 m 经过 *m m= 且满足以下条件时，系统(1)在

( )* * * *, ,E S I P 附近发生鞍结分岔。 

 33 31
21 33 31

21 23

0
h h

q q
h h

ϕ
−

+ ≠
−

 (11) 

证明 当 *m m= 时，系统(1)在 *E 处的 Jocabi 矩阵为 

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

* *
2

* * * * * *
1 2 2* * * * * *

* * *

* * *
3

,

2 1 1
1 1 1

1 0

ij

J J E m

r kr krbS a m I aP d S a m S a
k P I kP kI kP kI

a m I I

aP P aS I d
h

α β

α β α β

=

    
− −    − + − − − − − − −    + + + + + +       =

 
− 

 
− − − 

=

 

此时 2J 所对应的特征方程的两个特征值有负实部，而第三个特征值 *
22λ 为 0，所以 ( )* * * *, ,E S I P 是一

个非双曲点。 
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设 ( )2 21 22 23, ,v v v ΤΦ = 为特征值 *
22 0λ = 所对应的特征向量，根据 2 2 0J Φ = 可以得出 

33 33 11 13 31
2 33 33 33

31 31 12

, ,
h h h h h

v v v
h h h

Τ
 − −

Φ =  
 

，其中 33v 是任何非零实数。 

设 ( )2 21 22 23, ,ψ ϕ ϕ ϕ Τ= 为与零特征值相关的特征向量，根据 1 1 0J ψΤ = 可以得出 

33 31
2 33 33

21 23

0, ,
h h
h h

ψ ϕ ϕ
Τ

 −
=  − 

，其中 33ϕ 是任何非零实数。 

此时，因为 ( ) ( ), , ,0mF X m aSI aSIα Τ= − ，从而 ( ) ( )* * * * *, , ,0mF E m aS I aS Iα
Τ

= − ， 

( )* * * * 33 31
2 23

21 23

, 0m
h h

F E m aS I
h h

ψ α ϕΤ −
= − ≠

−
。 

通过式(10)和式(11)可以得出 

( )( )2 * * 33 31
2 2 2 33 21 33 31

21 23

, , 0
h h

D F E m q q
h h

ψ ϕ ϕΤ  − Φ Φ = + ≠   − 
 

根据 Sotomayor 定理，可以证明当 *m m= 时系统(1.1)在 ( )* * * *, ,E S I P 附近发生鞍结分岔。 

5. 数值模拟 

在本节中，我们使用数值模拟来验证理论结果，并了解改变 k 的参数值对系统动力学的影响。因此，

使用 MATLAB 版本 R2013a 对不同初始值的系统(1)进行数值求解。因此，为了运行模拟，本节使用了以

下假设的生物可行性数据集： 

0.5r = ; 0.2b = ; 0.25a = ; 0.9m = ; 0.25c = ; 

1 0.1d = ; 2 0.7d = ; 3 0.6d = ; 0.4n = . 

我们通过设置不同的 k 值得到的模拟结果如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. The time series graph of the population when k is 0.4 and 0.6 
图 1. k 为 0.4 和 0.6 时种群的时间序列图 

 
由此可见，猎物种群的存在取决于 K 的值。 

6. 结论 

本文中，我们讨论了带有恐惧的捕食者染病的捕食者–食饵模型动力学行为。通过上述的讨论可知， 
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系统 (1)所有正解均为最终有界的，系统总有不稳定的平衡点 ( )0 0,0,0E = ；当
( )1 2

1
a r d d

b m
−

<
−

且

( )1
3

a r d
d

b
−

< 时，平衡点 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

是全局渐近稳定的；当 3
1 1

1
2 1

bdr aP d r d
kP aα

 − − < < − + 
，且

( ) 3 21 0m d P dβ− + − < ，系统存在局部渐近稳定的无病平衡点 3
2 ,0,

d
E P

aα
 
 
 

，当其满足条件(8a) (8b)时为

全 局 渐 近 稳 定 的 ； 当 2
3 0

1
d I d

m
β− − <

−
且 ( ) ( )

2
1

1 1
2 11

bdr a m I r d
a mkI α

 
− − < < −  −+ 

时 ，

( )
2

3 , ,0
1
dE I

a mα
 

=   − 
是局部渐近稳定的，且满足条件(9a) (9b)时其为全局渐近稳定的；当 ( )* * * *, ,E S I P

存在，即 *S 在
( )

3 2

1
d dS

a a mα α
< <

−
内有唯一解，且满足 ( ) ( ) 2

3 2 1 2 31 0a m d ad d kd kd rβ β β− − + + − − <   时，

正平衡点 *E 为全局渐近稳定的。 

关于分岔的研究，我们得出以下结果：当满足
( )1

3

a r d
d

b
α −

< 时，参数 2d 经过
( )( )1*

2

1a m r d
d

b
α − −

=

时，系统(1)在 1
1 ,0,0r dE

b
− 

 
 

附近发生跨临界分岔。 

当满足条件 1 20, 0∆ > ∆ > 时，参数 m 经过 *m m= 且满足 33 31
21 33 31

21 23

0
h h

q q
h h

ϕ
−

+ ≠
−

时，系统 (1)在

( )* * * *, ,E S I P 附近发生鞍结分岔。 

经过数值模拟，我们可以得出 k 值影响猎物种群的存在，且 k 值越大猎物种群规模越小。 
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