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摘  要 

在本文中，我们提出了一种修正的高阶有限差分Hermite WENO (HWENO)方法，用于求解均匀网格中的

一维和二维对流扩散方程。与求解双曲守恒律的有限差分HWENO方法不同，我们扩展了该方法以求解对

流扩散方程。其关键不是使用通量分裂技术，而是使用添加高阶修正项的想法来提高数值通量的精度。

此外，在重构过程中，我们不在单元界面上使用函数及其导数值，而是使用解及其导数的点值直接插值。

使用Hermite插值计算高阶导数和扩散项，以保持方法的紧凑性。这种方法的一个优点是数值通量的重

构过程可以采用任意单调通量。另一个优点是，修改后的方法仍然具有HWENO方案的紧性，并且在相同

的网格上也具有更小的数值误差和更好的分辨率。通过一维和二维问题的数值算例验证了所提方法的有

效性和稳定性。 
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Abstract 
In this paper, we propose a modified high-order finite difference Hermite WENO (HWENO) method 
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for solving one and two dimensions convection-diffusion equations in uniform meshes. Unlike the 
finite difference HWENO method for solving hyperbolic conservation laws, we extend the method 
to solve convection-diffusion equations. The key is not to use the flux splitting technique, but to use 
the idea of adding higher-order corrections to improve the precision of the numerical flux. Moreo-
ver, in the reconstruction process, we do not use the function and its derivative values on the cell 
interface, but use the direct interpolation of the point values of the solution and its derivatives. The 
higher derivatives and diffusion term are computed using Hermite interpolation to maintain the 
compactness of the method. An advantage of this method is that the reconstruction process of the 
numerical flux can adopt any monotone flux. Another advantage is that the modified method still 
has the compactness of the HWENO schemes, and also has smaller numerical errors and better reso-
lution on the same mesh. The validity and stability of the proposed method are verified by numeri-
cal examples of one and two dimensions problems. 
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1. 引言 

在本文中，我们根据求解双曲守恒律的数值方法[1]和文献[2]中的思想从而提出了一种修正的高阶

Hermite 加权本质非振荡(HWENO)方法来求解有限差分框架下对流占优的对流扩散方程。HWENO 方案

的构造基于从本质非振荡 (ENO)方案推导的加权本质非振荡(WENO)方案。它们是求解双曲守恒律的较

有效和流行的数值方案。Harten 和 Osher [3] [4]开创性的基于总变分递减(TVD)方法构造了有限体积 ENO
方案来求解一维问题。Harten 还在[5]中完成了二维问题的有限体积 ENO 方案的研究。在此之后，Casper
和 Atkins 在[6] [7]中开发了一种多维、高阶精度的有限体积 ENO 方案。随后，Shu 和 Osher [2] [8]于 1988
年和 1989 年提出了一类用于解决多维问题的有限差分 ENO 方案。1994 年，Liu 等[9]在有限体积框架内

提出了第一个 WENO 方案，这是第 r 阶 ENO 方案的改进版本，其数值精度可以达到(r + 1)阶。后来，

Jiang 和 Shu [10]提出了一个有限差分 WENO 方案，使用相同的模板可以达到(2r − 1)级精度，并给出了

方案的一般框架。与 ENO 方案相比，WENO 方案的重构过程也采用了自适应模板的思想。区别在于，

ENO 方案仅使用所有候选模板中的一个，而 WENO 方案使用所有候选模板的非线性凸组合，并为每个

模板分配与该模板上数值解的光滑度相关的非线性权重。WENO 方案与 ENO 方案相比具有一些如[11]中
所述的优势。 

由于高阶 WENO 方案需要使用有关目标单元及其相邻单元中的解的信息，因此高阶 WENO 方案需

要使用更宽的模板。为了同时实现高阶精度和紧凑性，Qiu 和 Shu [12] [13]提出了一类基于 WENO 方案

的有限体积 HWENO 方案，并将其用作 Runge-Kutta 间断 Galerkin 方法的限制器。HWENO 方案不仅具

有像 WENO 方案一样随时间演变的数值推进格式，而且这些解及其一阶导数值都随时间演变并参与空间

重构。因此，HWENO 方案以增加额外的工作为代价实现紧凑性。然而，这些方案使用不同的模板来获

得不同的多项式来重构解及其一阶导数，因此这些方案不够稳定和鲁棒，无法解决一些问题，例如这些

方案不能很好地模拟双马赫和向前步长问题[14]。后来，Liu 和 Qiu [1] [15]提出了一维和二维双曲守恒律
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的高阶有限差分 HWENO 方案，并解决了这个问题。在此方案中，与一维方案的五阶精度相比，二维方

案的精度降低为四阶。随后，Zhao 等[16]通过使用 Hermite 限制器修改了解的导数，以提高方案的稳定

性，并使有限差分 HWENO 方案在一维和二维情况下都达到五阶精度。对 HWENO 方案的更多参考可以

在[17]-[20]及其参考文献中找到。 
双曲守恒律与对流占优的对流扩散方程密切相关，因此我们希望应用 HWENO 方案在有限差分框架

上求解对流扩散方程。在本文方法中，我们使用 HWENO 重构作为空间离散化，使用 Runge-Kutta 方法

作为时间离散化，使用中心差分公式作为扩散项离散化。二维 HWENO 重构时我们使用逐维重构的思想，

这既提高了计算效率，又使其易于推进到更高的维度。与[1]相比，对流项的解有几个共同点：首先，可

以使用任意单调通量；第二种是直接使用解及其一阶导数点值插值进行计算，而不是使用函数及其一阶

导数值进行计算。也有一些差异：首先，我们使用中心差分公式而不是通量分裂来计算高阶通量[2]；其

次，我们使用 Hermite 插值而不是 WENO 重构来计算二维混合导数。改进的 HWENO 方法在一维情况下

可以达到五阶精度，但由于混合导数的影响，在二维情况下只能达到四阶精度。综上所述，修改后的 
HWNEO 方法大大简化了计算并提高了效率，同时也保持了之前方法的优点。 

2. 一维数值格式的构造 

为简单起见，我们首先考虑一维标量对流扩散方程： 
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其中 t 是时间变量，x 是一维情况下的空间变量。ε 则是扩散系数。此外，u 是守恒量，f(u)是空间 x 方向

上的通量函数。所提出的数值方法均定义在均匀网格中。计算区域[a, b]被 N 等分，也就是说 
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方程(1)和它关于空间变量的导数方程有 
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其中 ( ) ( )0 0 x
v x u= ， ( ) ( ),h u v f u v′= 。我们用以下半离散有限差分方案近似(2) 
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其中 1
2

ˆ
i

f
+
和 1

2

ˆ
i

h
+
分别是原始方程及其空间导数方程的数值通量。它们满足数值通量的一般条件，例如单调 

性、Lipschitz 连续性以及与物理通量 ( )f u 和 ( ),h u v 的一致性。 
如果直接使用 HWENO 重构来计算数值通量，则只能获得低阶精度。为了提高精度，经典的有限差
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分 HWNEO 方法使用通量分裂来重构函数及其一阶导数。本章我们没有使用这种方法，而是使用[1]中求

解双曲守恒律的想法来求解对流扩散方程。在一维有限差分框架中，五阶精度的离散化为 
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在[2]中，数值通量 1
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i

f
+
和 1
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的构造如下 
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其中由 Taylor 展开得到的高阶修正项 1
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其中α 定义为 ( )maxu f u′ 。高阶修正项 1
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i
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i
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+
的系数至少是 2x∆ ，再加上一维情况下要达到五阶精度， 

因此整体截断误差应达到 ( )6O x∆ 。即有 
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而线性权的值为 0 1 2
1 9 3, ,

16 16 8
γ γ γ= = = 。 

光滑指示子 jβ 的表达式如下 
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高阶导数进行近似处理 

1
2

1
2

2

1 1 22 2 2 2 2

1 1 2

4

1 1 24 4 4 4 4

1 1 23 3 3 3

27 27 27 27
64 64 64 64

19 99 99 19
192 64 64 192
45 45 45 45

4 4 4 4

11 57 57 11 ,
4 4 4 4

i

i

i i i i
x

i i i i

i i i i
x

i i i i

f f f f f
x x x x x

h h h h
x x x x

f f f f f
x x x x x

h h h h
x x x x

+

+

− + +

− + +

− + +

− + +

∂
= − + + −

∂ ∆ ∆ ∆ ∆

− − + +
∆ ∆ ∆ ∆

∂
= − − +

∂ ∆ ∆ ∆ ∆

+ + − −
∆ ∆ ∆ ∆
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以及公式 

1
2

1
2

2

1 1 22 3 3 3 3

1 1 22 2 2 2

4

1 1 24 5 5 5 5

14 4

281 513 513 281
288 32 32 288

19 297 297 19 ,
96 32 32 96

785 345 345 785
18 2 2 18

55 285 285
6 2 2

i

i

i i i i
x

i i i i

i i i i
x

i i

h f f f f
x x x x x

h h h h
x x x x

h f f f f
x x x x x

h h
x x x

+

+

− + +

− + +

− + +

−

∂
= + − −

∂ ∆ ∆ ∆ ∆

+ + + +
∆ ∆ ∆ ∆

∂
= − − + +

∂ ∆ ∆ ∆ ∆

− − −
∆ ∆ ∆ 1 24 4

55 ,
6i ih h

x+ +−
∆

 

其中 if 和 ih 分别是 ( )if u 和 ( ),i ih u v 的简写。 

2.3. 扩散项的离散 

由于对流占优的对流扩散方程与双曲守恒律密切相关，因此以上就完成了半离散格式(3)中对流项的

离散化。在这里，我们仍然使用 Hermite 插值的思想来离散扩散项。扩散项中的高阶导数的离散表达式如

下 

( )

( )

2

1 1 1 12 2

2

1 1 1 12 3

1 4 8 4 ,
2

1 15 15 3 24 3 ,
2

i

i

i i i i i
x

i i i i i
x

u u u u xv xv
x x

v u u xv xv xv
x x

− + − +

− + − +

∂
= − + + ∆ −∆∂ ∆


∂ = − + − ∆ − ∆ − ∆∂ ∆

              (15) 

其中该格式可以达到五阶精度。 

2.4. 时间项的离散 

完成上述步骤后，我们只需要离散时间项就能完成数值求解过程。在此，我们使用经典的三阶 TVD 
Runge-Kutta 方法来离散时间项 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2 1 1

1 2 2

,

3 1 1 ,
4 4 4

1 2 2 ,
3 3 3

n n

n

n n

U U tL U

U U U tL U

U U U tL U+


= + ∆


 = + + ∆

 = + + ∆

                        (16) 

这样，我们就完成了一个完整的对流扩散方程的一维数值格式。 

3. 二维数值格式的构造 

然后我们考虑二维标量对流扩散方程 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

0

,

, ,0 , ,

f u g uu u u
t x y x y

u x y u x y

ε
 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂

+ + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 =

                       (17) 

其中 ( ), ,u u x y t= 是守恒量， ( )f u 和 ( )g u 分别是空间变量 x 和 y 方向上的通量函数。为简化表述，数值 
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方法定义在均匀网格中。也就是说计算域被均匀网格点 1 1
2 2

,
i j

x y
+ +

   
      

划分，且 0, , xi N=  ， 0, , yj N=  。

1 1
2 2

i i
x x x

+ −
∆ = − 和 1 1

2 2
j j

y y y
+ −

∆ = − 分别是 x 和 y 方向上的空间步长。那么，单元和单元中心分别定义为

, 1 1 1 1
2 2 2 2

, ,i j i i j j
I x x y y

− + − +

   
   
  

×


= 和 ( ) 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1, ,
2 2i j i i j j

x y x x y y
− + − +

 
  
 

  
= + +      

。我们将守恒量 u 关于 x 和 y 的

一阶导数记为 v 和 w。然后，从方程(17)及其导数方程得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

02 2

2 2

02 2

2 2

02 2

, , ,0 , ,

, ,
, , ,0 , ,

, ,
, , ,0 , ,

f u g uu u u u x y u x y
t x y x y

h u v r u vv v v v x y v x y
t x y x y

q u w s u ww w w w x y w x y
t x y x y

ε

ε

ε

 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂
+ + = + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ + + = + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ + + = + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

            (18) 

其中 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

, , , , , ,

, , , , , .
x

y

h u v f u v r u v g u v v x y u

q u w f u w s u w g u w w x y u

′ ′ = = =
 ′ ′= = =

 

方程(18)的半离散有限差分格式为 

( )

( )

2 2
,

1 1 1 1 2 2, , , ,
2 2 2 2 ,

2 2
,

1 1 1 1 2 2, , , ,
2 2 2 2 ,

,

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ,

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ,

1 ˆ

i j

i j

i j

i j i j i j i j
x y

i j

i j i j i j i j
x y

i j

u u uf f g g
t x y x y

v v vh h r r
t x y x y

w
q

t x

ε

ε

+ − + −

+ − + −

∂  ∂ ∂
= − − − − + + ∂ ∆ ∆ ∂ ∂ 

∂  ∂ ∂
= − − − − + + ∂ ∆ ∆ ∂ ∂ 

   
      
   

   
     

∂




= −
∂ ∆

  

( )

2 2

1 1 1 1 2 2, , , ,
2 2 2 2 ,

1ˆ ˆ ˆ ,
i j

i j i j i j i j
x y

w wq s s
y x y

ε
+ − + −

 
  


   ∂ ∂
− − − + +     ∆ ∂ ∂   

             (19) 

其中 ( ) ( ), , , , ,i j i ju x y t v x y t 和 ( ), ,i jw x y t 的值近似表示为 , ,,i j i ju v 和 ,i jw 。需要注意的是，在二维对流扩散方 
程中的对流项和扩散项中都存在混合导数。这里，对流项中的非混合数值通量 1 1 1, , ,

2 2 2

ˆ ˆ ˆ, ,
i j i j i j

f h g
± ± ±

和 1,
2

ˆ
i j

s
±

以

及扩散项中的非混合导数
2 2 2

2 2 2, ,u v u
x x y
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

和
2

2
w

y
∂
∂

都是以类似的一维方式逐维重构的。唯一的例外是对流项

中混合数值通量 1 1, ,
2 2

ˆ ˆ,
i j i j

q r
+ +

和扩散项中混合导数
2 2

2 2,v w
y x
∂ ∂
∂ ∂

的构造，它们由简单的三点 Hermite 插值得出的 

四阶中心差分公式近似，而不是通常的通量分裂方法。再加上虽然对流项的处理可以使用[19]的最新研究

方法达到五阶数值精度，但是由于扩散项差分近似和该方法对于复杂问题的计算比较困难等原因使得本

文提出的方法在二维情况下只能达到四阶精度。 
混合数值通量 1 1, ,

2 2

ˆ ˆ,
i j i j

q r
+ +

的差分公式如下 

( )

( )

1 1, , 1, 1, , 1,,
2

1 , 1 , , 1 , 1 , , 1,
2

1ˆ 3 96 93 12 15 ,
64

1ˆ 3 96 93 12 15 .
64

i j i j i j i j i j i ji j

i j i j i j i j i j i ji j

q f f f xq xq xq
x

r g g g yr yr yr
y

− + − +
+

− + − +
+

 = − + + ∆ − ∆ − ∆ ∆

 = − + + ∆ − ∆ − ∆
 ∆

         (20) 
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混合导数
2 2

2 2,v w
y x
∂ ∂
∂ ∂

的数值近似如下 

( )
( )

( )
( )

2

, 1 , 1 , 1 , , 12 3
,

2

1, 1, 1, , 1,2 3
,

3 5 5 8 ,
2

3 5 5 8 .
2

i j

i j

i j i j i j i j i j
x y

i j i j i j i j i j
x y

v u u yv yv yv
y y

w u u xw xw xw
x x

− + − +

− + − +

∂
= − + − ∆ − ∆ −∆∂ ∆


∂ = − + − ∆ − ∆ −∆ ∂ ∆

               (21) 

4. 数值算例 

本节提供了上一节所构造的求解对流扩散方程数值方法的经典数值算例，以证明所提方法的准确性

和有效性。一维和二维均匀网格点的数量分别用 N 和 x yN N× 表示。三阶 TVD Runge-Kutta 方法用于一维

和二维数值方法的时间项离散，CFL 条件数为 0.6。 

4.1. 一维线性方程精度测试 

( ) ( )

2

2 ,

,0 sin , 0 2 .

u u u
t x x

u x x x

ε
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

 = ≤ ≤ π

                            (22) 

该问题选取周期边界条件。该问题的精确解为 ( ) ( ) ( ), exp sinu x t t x tε= − − 。终止时刻设置为 1t = 且

0.01ε = 。表 1 给出了用 HWENO 数值方法得到的数值精度。我们能够发现数值方法在一维情况下达到

了五阶精度。 
 

Table 1. One-dimensional accuracy test 
表 1. 一维精度测试 

N 1L 误差 精度 2L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 2.84E−03  3.18E−03  4.73E−03  

20 8.45E−04 5.07 9.87E−05 5.01 1.55E−04 4.93 

40 2.58E−06 5.03 2.93E−06 5.07 4.55E−06 5.09 

80 7.98E−08 5.02 8.89E−08 5.04 1.35E−07 5.07 

160 2.47E−09 5.01 2.74E−09 5.02 3.97E−09 5.09 

320 7.58E−11 5.02 8.41E−11 5.02 1.19E−10 5.06 

640 2.42E−12 4.97 2.69E−12 4.97 3.78E−12 4.98 

4.2. 一维 Burgers 方程 

( )

( ) ( )

2 2

2

2
,

,0 sin , 1 1.

uu u
t x x

u x x x

ε
 ∂∂ ∂ + =
 ∂ ∂ ∂
 = − π − ≤ ≤

                            (23) 

该问题选取 Dirichlet 边界条件，即有 ( ) ( )1, 1, 0u t u t− = = 。该问题没有直接的精确解，需要通过 Hopf-
Cole 变换[21]来获得。扩散系数取为 0.01ε = π，终止时刻为 0.69t = 。当 100N = 时我们在图 1 中给出数

值解和精确解的拟合图像。可以看见数值解较好地拟合了精确解，这意味着所设计的数值方法是有效的。 
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Figure 1. One-dimensional Burgers equation 
图 1. 一维 Burgers 方程 

4.3. 一维 Buckley-Leverett 方程 

( ) ( )( ) ( ), 0.xv u uf uu v u
t x x

ε ε
∂∂∂

+ = ≥
∂ ∂ ∂

                        (24) 

该算例的终止时刻设置为 0.2t = ，扩散系数取为 0.01ε = 。且 

( ) ( )4 1 , 0 1,
0, .

u u u
v u

− ≤ ≤
= 
 其他

 

该算例不考虑重力影响，故通量函数可以表示为 

( )
( )

2

22
,

1
uf u

u u
=

+ −
 

至于守恒量 u 的连续初始条件为 

( )
1 3 , 0 1 3,

,0
0, 1 3 1.

x x
u x

x
− ≤ ≤

=  ≤ ≤
 

空间计算区域 [ ]1,1− 上的边界条件为 ( ) ( )0, 1, 1, 0u t u t= = 。该问题目前尚未有精确的解析解，故我们

用 HWENO 数值方法在网格点 500N = 时得到的数值解作为参考的精确解。图 2 显示了 100N = 的数值解

与参考精确解之间的对比。我们发现即使在不连续处也没有振荡，数值解与研究中所述方法得出的参考

解非常吻合。 

4.4. 二维线性方程精度测试 

( ) ( )( )

2 2

2 2 ,

, ,0 sin 2 .

u u u u u
t x y x y

u x y x y

ε
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 = π +

                          (25) 

精确解为 ( ) ( ) ( )( )2, , exp 8 sin 2u x y t t x y tε= − π π + − 。此时计算域 ( ) [ ] [ ], 0,1 0,1x y ∈ × 上的所有边界均选
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取周期边界条件。终止时刻设置为 0.1t = 且扩散系数取为 0.001ε = 。表 2 列出了使用修正的 HWENO 方

法得到的数值结果。可以看出，所构造的数值方法达到了四阶精度。 
 

 
Figure 2. One-dimensional Buckley-Leverett equation 
图 2. 一维 Buckley-Leverett 方程 

 
Table 2. Two-dimensional accuracy test 
表 2. 二维精度测试 

x yN N×  1L 误差 精度 2L 误差 精度 L∞ 误差 精度 

10 * 10 3.43E−03  1.08E−02  3.42E−02  

20 * 20 8.15E−05 5.39 3.65E−04 4.89 1.63E−03 4.39 

40 * 40 2.75E−06 4.89 1.74E−05 4.39 1.10E−04 3.89 

80 * 80 1.22E−07 4.49 1.09E−06 3.99 9.75E−06 3.49 

160 * 160 5.09E−09 4.58 6.44E−08 4.08 8.14E−07 3.58 

320 * 320 2.55E−10 4.32 4.55E−09 3.82 8.15E−08 3.32 

4.5. 二维 Buckley-Leverett 方程 

( ) ( ) 2 2

2 2 .
f u g uu u u

t x y x y
ε

∂ ∂  ∂ ∂ ∂
+ + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                         (26) 

扩散系数取 0.01ε = 。两个空间方向上的通量函数可以写为 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2

22

2

,
1

1 5 1 .

uf u
u u

g u f u u

=
+ −

= − −

 

初始条件为 

( )
2 21, 0.5,

, ,0
0, .

x y
u x y

 + <
= 
 其他
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需要注意的是，该算例在 y 方向上有重力影响。由于二维情况下的问题比较复杂，故目前没有解析

解。矩形空间域 [ ] [ ]1.5,1.5 1.5,1.5− × − 被 80 80× 等分，在计算域上满足周期边界条件。图 3 给出了数值方

法在终止时刻 0.5t = 时的数值模拟结果。可以发现等高线图的结果与参考文献[22]中的结果一致。 
 

 
Figure 3. Two-dimensional Buckley-Leverett equation 
图 3. 二维 Buckley-Leverett 方程 

5. 总结 

在本文中，在有限差分框架中设计了一种修正的高阶 HWENO 方法，用于求解一维和二维的对流扩

散方程。在所提出的数值方法中，对流项用修正的 HWENO 重构，扩散项用中心差分公式近似，时间项

用 Runge-Kutta 方法近似。修正的 HWENO 重构直接使用解的点值及其一阶导数，这提高了计算效率。

此外，可以选择任意的单调数值通量。为了保持扩散项的紧凑性，我们使用 Hermite 插值推出的差分公式

对其进行近似。结合方程的特点，对二维情况下的高阶数值通量和混合导数进行了适当的处理，以保证

方法的有效性和紧凑性。最后的数值算例验证了所提方法的高级精度和守恒性等性质。 
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