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摘  要 

本文研究了耦合Sylvester转置矩阵方程的数值求解问题。通过充分利用方程的耦合性，引入了多个参数，

并提出了多迭代因子梯度(MGI)算法。此外，还推导出了确保算法生成的迭代解对于任意初始矩阵都收

敛到精确解的充要条件。最后，通过一个数值例子验证了所提算法的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the numerical solution of coupled Sylvester-transpose matrix equations. By 
fully exploiting the coupling of the equations, several parameters are introduced, and an multi-iter-
ative factors gradient algorithm is proposed. Additionally, the necessary and sufficient conditions 
that ensure the convergence of the iterative solutions generated by the algorithm to the exact solu-
tion for any initial matrix are derived. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm has been 
verified through a numerical example. 
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1. 引言 

矩阵方程作为矩阵理论的重要组成部分，在数学与工程科学的多个领域中发挥着至关重要的作用，

广泛应用于信号处理、稳定性分析、控制和系统理论等方面[1]-[4]。深入研究 Sylvester 矩阵方程的数值

求解方法，不仅能够丰富矩阵理论的应用领域，还可以推动相关数学理论的发展。因此，提出高效的数

值求解算法，对于提高解决实际工程问题的效率和精度至关重要。本文主要研究耦合 Sylvester 转置矩阵

方程，这对实际问题中的观测器设计[5]等方面具有重要意义。 
早期对矩阵方程的研究，主要通过克罗内克积和向量化算子，将矩阵方程转化为非齐次线性方程以

获取解析解。然而，随着问题规模的不断扩大，矩阵维数呈指数增加，导致计算复杂度显著上升，存储

需求也随之增大。因此，一些迭代方法来求矩阵方程的数值解成为了主流研究。在文献[6] [7]中，基于层

次识别原理，Ding 和 Chen 等人提出了一种基于梯度的迭代(GI)算法和一种基于最小二乘的迭代(LSI)算
法来求解广义 Sylvester 矩阵方程 AXB F= 和 AXB CXD F+ = 。文献[8]用梯度法求解 Sylvester 转置矩阵

方程 TAXB CX D F+ = 。后来，一些研究者对梯度法进行了一系列的改进，以加快算法的收敛速度。文献

[9]提出了一种求解 Sylvester 矩阵方程的基于松弛梯度的迭代(RGI)算法。文献[10]提出了一种基于加速梯

度的迭代(AGI)算法求解 Sylvester 矩阵方程。这两种改进的算法通过引入松弛因子和权重因子来调整算

法参数和迭代格式，有效提升了收敛速度与精度，并在不同类型的矩阵方程中得到应用。在耦合 Sylvester  

转置矩阵方程的研究方面，也取得了一些成果。文献[11]求解方程 T

1 1

r s

i i j j
i j

A XB C X D E
= =

+ =∑ ∑ ，通过共轭梯

度法得到了方程的最小二乘解和最小范数解。文献[12]利用层次识别原理，引入了单个迭代因子，提出了

一种求解方程 ( ) [ ]T

1
, 1,

p

i i i i iA X B C X D F i I Nη η η η η η
η=

+ = ∈∑ 的迭代算法。 

基于上述研究，本文继续研究耦合 Sylvester 转置矩阵方程的数值算法。针对此类方程的特点，基于

梯度算法和单因子收敛法，引入多个参数，进而提出了多迭代因子梯度算法。 

2. 主要问题和预备知识 

本文我们主要通过构造 MGI 算法来求解如下形式的耦合 Sylvester 转置矩阵方程： 

( )T

1

p

ij j ij ij j ij i
j

A X B C X D F
=

+ =∑ ， [ ]1,i s=                              (1) 

i jm r
ijA R ×∈ ， i jm t

ijC R ×∈ ， j it n
ijB R ×∈ ， j ir n

ijD R ×∈ ， i im n
iF R ×∈ ， j jr t

jX R ×∈ ， [ ]1,i s= ， [ ]1,j p= ，其中 jX
为未知待测矩阵。 

首先我们介绍一些符号，定义实矩阵 m mA R ×∈ ， n nB R ×∈ ， TA ， A ， HA ， ( )tr A ， ( )Aλ ， ( )Aρ 分

别表示矩阵 A 的转置，共轭，共轭转置，迹，特征值，谱范数。矩阵 A 的 2-范数和 F-范数定义为
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( ) ( )T
max max2A A A Aλ σ= = ， ( )T, trA A A A A= = 。 ( ) ( )T T, tr trA B A B B A= = 为矩阵 A 和 B 内积

的定义，同时克罗内克积定义为 ( )ijA B a B⊗ = ，即 

11 11 11 12 11 1 1 11 1 12 1 1

11 21 11 22 11 2 1 21 1 22 1 2

11 1 11 1 11 1 1 1 1 1

1 11 1 12 1 1 11 12 1

1 21 1 22 1 2

p n n n p

p n n p

p p pp n p n p n pp

m m m p mn mn mn p

m m m p

b b a b b b a b
b b b b b b

b b b b b b

A B

b b b b b b
b b b

⊗ =

a a a a
a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a
a a a

   

   

       

   

   

   

   

   21 22 2

1 1 1 2 1 1 2

mn mn mn p

m p m p m pp mn p mn p mn pp

b b b

b b b b b bb

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a a a

a a a a a a



       

   

 

其次，我们将提供一些有用的结果，这些结果将在后续部分中发挥重要作用。参考[13]的工作，设
mn mn

mnP R ×∈ 为一个给定的方阵，可以划分为 m n× 个子矩阵，且有 

( ) T

1 1
,

m n

ij ij
i j

P m n E E
= =

= ⊗∑∑ ， T
ij i jE e e= 。 

则根据定义，我们有 

( ) ( ) ( )Tvec , vecX P m n X= ， ( ) ( ), , mnP m n P n m I= ， ( ) ( ) ( )T 1, , ,P m n P m n P n m−= = 。 

在此基础上，我们给出了所求矩阵方程的可解条件，通过运用克罗内克积，我们可以将方程(1)的两边同

时列向量化，可以得到： 

( ) ( ) ( )T T

1
vec vec

i ji ij ij ij ij r t j
j

p

F B A D C P X
=

 = ⊗ + ⊗ ∑ ， [ ]1,i s= ， [ ]1,j p=              (2) 

展开可以写成 Sx f= ，其中 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

11 11 11 11 1 1 , 1 1

21 21 21 21 2

T T T T

T T T T

T T T

2 , 2 2

1 1 1 1
T

,

l l

l l

l l

r t l l r t l l

r t l l r t l l

s s r t s s sl sl r t sl sl

D C P B A D C P B A

D C P B A D C P B A
S

D C P B A D C P B A

 ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗
 
 ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗
 =
 
 

⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗  





 



，

( )
( )

( )

1

2

vec
vec

vec l

X
X

x

X

 
 
 =  
 
  



 

( )
( )

( )

1

2

vec
vec

vec s

F
F

f

F

 
 
 =  
 
  



 

当 S 为方阵，即满足 

1 1

ps

i i j j
i j

m n t r
= =

=∑ ∑  

则方程(1)有唯一解当且仅当 S 非奇异，此时方程(1)的解可以表示为 1x R f−= 。 
此外，我们将给出几个引理，简要回顾一下之前使用梯度型算法来求解矩阵方程的一些工作。对于
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矩阵方程的求解，如果系数矩阵是方阵，早期的方法是将系数矩阵利用“雅可比迭代和高斯–赛德尔迭

代”的思想分解进行求解。后来，Ding 等人提出了 GI 算法和 LSI 算法，这两种算法将矩阵方程系数矩

阵的适用性扩展到了非方阵进行求解，对于此类算法的一些收敛定理由引理 3.1 给出： 
引理 3.1 [14] 考虑以下矩阵方程： 

AXB F= ， 

其中 m rA R ×∈ ， s nB R ×∈ 和 m nF R ×∈ 是未知矩阵， r sX R ×∈ 是未知待测矩阵。对于这个矩阵方程，可以构造

一种如下所示的迭代格式： 

( ) ( ) ( )( )T T1X k X k A F AX k B Bµ+ = + − ， 

其中 

2 2
2 2

20
A B

µ< < 。 

接下来给出的引理 3.2 和引理 3.3 讨论了块矩阵的谱范数与弗罗比尼乌斯范数之间的关系，并分析了

算法的收敛性。 
引理 3.2 [15] 对于任意矩阵 A，有以下关系成立 

( )max2A A Aσ= ≤ 。 

引理 3.3 [15] 设矩阵 ij m n
A A

×
 =   为一个分块矩阵，其中矩阵 ijA ， [ ]1,i m= ， [ ]1,j n= 的维数是兼容

的，则对于任何 P-范数，有 

ijp p n n p
A A

×

 ≤   
。 

3. 多迭代因子梯度算法 

3.1. MGI 算法的构造 

基于前面对梯度迭代算法的分析，本节我们提出了 MGI 算法来求解方程(1)，并讨论了该算法的收敛

性和收敛速率。对于方程(1)的求解，之前一些研究中提出的单因子收敛法因为没有充分利用好方程组的

耦合性和子方程的独立性之间的关系，导致收敛性的证明结果以及算法的收敛速度不太理想。因此针对

此类方程的特点，基于梯度算法和单因子收敛法，我们引入多个参数，提出了改进的多迭代因子梯度算

法。 
其主要思想是搜索矩阵组 ( )1 2, , , lX X X X=  ，最小化以下目标函数： 

( ) 2

1

1
2 i i

i
G X R

ϖ

µ
=

= ∑ ，                                 (3) 

其中， 0iµ > ， ( )T

1

p

i ij j ij ij ij i
j

jR A X B C X D F
=

= + −∑ ， [ ]1,i s= 。 

我们提出 mMGI 算法如下： 
步骤 1 输入初始矩阵 i jm r

ijA R ×∈ ， i jm t
ijC R ×∈ ， j it n

ijB R ×∈ ， j ir n
ijD R ×∈ ， i im n

iF R ×∈ ， j jr t
jX R ×∈ ， [ ]1,i s= ， 

[ ]1,j p= 。给定任意小的正数 ε ，和合适的正数 iω ， [ ]1,i s= ，且满足
1

1
s

i
i
ω

=

=∑ 。选取初始矩阵 ( )0jX ， 
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[ ]1,j p= ，设置 : 1k = 。 
步骤 2 如果： 

( )T

1 1

1

ps

i ij j ij ij j ij
i j F

k s

i F
i

F A X B C X D

F
δ ε= =

=

− +

= <
∑ ∑

∑
，                       (4) 

停止计算；否则，转到步骤 3。 
步骤 3 计算对于， [ ]1,i s= ， [ ]1,l p= ，更新序列： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

TT T

1

T T T T T T

1

1

,

p
i
l i il i ij j ij ij j ij il

j

p

i il i ij j ij ij j

i
l

ij il
j

X k X k A F A X k B C X k D B

D F B X k A D X k C C

µ

µ

=

=

 
+ = + − + 

 
 

+ − + 
 

∑

∑
 

( ) ( ) ( )1
11 1 1s

l l s lX k X k X kω ω+ = + + + + 。                         (5) 

步骤 4 令 : 1k k= + ，返回步骤 2 继续计算。 

3.2. mMGI 算法的收敛性 

首先，我们给出 MGI 算法的收敛性分析，给出了使算法收敛的充分条件。 
定理 3.1 假设耦合 Sylvester 转置矩阵方程(1)存在唯一解，如果选取迭代因子 iµ 满足不等式 

( )2 2 2 2

2 2 2 2
1

20 i p

i il il il il
l

s A B C D
µ

ω
=

< <
+∑

，                        (6) 

则由mMGI算法生成的迭代解 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , lX k X k X k X k=  在任意初始条件下都收敛于方程的唯一解 
*
jX ， [ ]1,j p= ，即 ( ) *lim j jk

X k X
→∞

= ， 1,j p∈ 。 

证明 首先，我们定义迭代误差矩阵 

( ) ( ) *
l l lX k X k X= − ， ( ) ( ) ( ) ( ) *i i

l l lX k X k X= − ， [ ]1,i s= ， [ ]1,l p= 。             (7) 

将 mMGI 算法中的(5)前两行的两边同时减去 *
lX ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

*

T* T * *

1

TT T * *

1 1

T
T

1

T

1

1 1

1 1

1 1

i i
l l l

p
i

l l i il ij j ij ij j ij
j

p p

ij j ij ij j ij il il ij j ij ij j ij
j j

p

ij j ij ij j ij il
j

i
l i il ij j ij

X k X k X

X k X A A X B C X D

A X k B C X k D B D A X B C X D

A X k B C X k D C

X k A A X k B

µ

µ

=

= =

=

= −

 − − + + 
 


− − + − + +




− − + − 



=





=



− − −

∑

∑ ∑

∑



  ( )( ) [ ]T T

1
1 , 1, .

p

ij j ij il
j

l pC X k D B
=

   + −  
 

=


∑ 
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则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

*

1

T T T

1 1

T
T

1

T T T T

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

s
i

l l l i l
i

ps

l i i il ij j ij ij j ij il
i j

p

il ij j ij ij j ij il
j

ps

l i i il ij j ij il il ij j
i j

X k X k X X k

X k A A X k B C X k D B

D A X k B C X k D C

X k A A X k B B A C X k D

ω

µω

µω

=

= =

=

= =

= − =

  = − − − + −  
  

  + − + −  
  

= − − − + −

∑

∑ ∑

∑

∑∑

 

  

 

  (

( ) ( ) ) [ ]

T

T T T T T1 , 1, .1

ij il

il ij j ij il il ij j ij il

B

D B X k A C D D X k C C l p+ − + =− 

 

定义 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

T

1
,

p

i i ij j ij ij j ij
j

p

ij j ij ij j ij
j

k F A X k B C X k D

A X k B C X k D

θ
=

=

= − +

= − +

∑

∑  



 

则 

( ) ( ) ( ) ( )( )T T

1

T1 1 1
s

l l i i il i il il i il
i

X k X k A k B D k Cµω θ θ
=

= − + − + −∑  。                (8) 

取(8)两边 F 范数的平方，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2
2

1

2

T T T

T T T

T T T T

T T

2

1

1

1

T

1 1 1

1 1 1

tr 1 1 1

tr 1 1 1

s

l l i i il i il il i ilF i F

s

l i i il i il il i ilF i F

s

l i i il i il il i il
i

s

i i il i il il i il l
i

X k X k A k B D k C

X k A k B D k C

X k A k B D k C

B k A C k D x k

µω θ θ

µω θ θ

µω θ θ

µω θ θ

=

=

=

=

= − + − + −

= − + − + −

 + − − + −  

 + − + − −  

=

∑

∑

∑

∑

 







( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T

T T T T T

T

2
2

1

1 1

T T

1 1

T

1 1 1

tr 1 1 tr 1 1

tr 1 1 tr 1 1 .

s

l i i il i il il i ilF i F

s s

i i l il i il i i l il i il
i i

s s

i i il i il l i i il i il l
i i

X k A k B D k C

X k A k B X k D k C

k A X k k kB C D X

µω θ θ

µω θ µω θ

µω θ µω θ

=

= =

= =

− + − + −

   + − − + − −   
   

   + − − + − −   
   

∑

∑ ∑

∑ ∑



 

 

 

由于 ( ) ( )tr AB tr BA= ，则上式可以进一步转化为 
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

1

1 1

T T

1

T T T

T T T T

T

1

T

1 1 1

tr 1 1 tr 1 1

tr 1 1 tr 1 1

s

l l i i il i il il i ilF i F

s s

i i il l il i i i i il l il
i i

s s

i i i il l i
T

l i i il l il i
i i

X k X k A k B D k C

B X k A k k C X k D

k A X k D X k CB k

µω θ θ

µω θ µωθ

µωθ µω θ

=

= =

= =

= − + − + −

   + − − + − −   
   
   + − − + − −   
   

∑

∑ ∑

∑ ∑

 

 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

T T T

T T T T T

T

2

1

1

T

1

1 1 1

tr 1 1 1

tr 1 1 .1

s

l i i il i il il i il
i F

s

i i il l il il l il i
i

s

i i i il il ll
i

iil l

X k A k B D k C

B X k A X k C k

k X k

D

C k DBA X

µω θ θ

µω θ

µωθ

=

=

=

= − + − + −

 + − − −  
+

+ − + − −  

∑

∑

∑



 



        (9) 

将(9)两侧所有的 ( )
2

l F
X k ， [ ]1,l p= 相加，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

2 2

1 1 1

T

1 1

T T

2

1

2

T T T

T

2

1

2 2 22 2
2 2 2 2

1

1 tr 1 1 ( 1)

tr 1 1 1

11 2

il

p ps

l l i i il l il il l il iF Fl i l

ps

i i i l il
i l

il l il

i F

p

l

s

l i iF i

s

i i il il il il
i

X k X k B X k A X k C k

k X k B

X k

s A B C

D

A C X k

k

D

D

µω θ

µω θ

µω θ

µ ω

= = =

= =

=

==

≤ +

+ −

≤ −

 
− + − − − 

 
 

+ − − 
 

− −

+ +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

   





( )

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 0

2

0 2 1 .

1

2

pP s k

l i i i i il il il il i FFl i l j

i F

sX C j

k

A B Dµω µ

θ

ω θ
= = = =

 
≤ − − + 

 

−

∑ ∑ ∑ ∑

 

显然，如果收敛因子 iµ 满足(6)，我们可以推断出： 

( ) ( ) ( )
222 2 2 2

2 2 2 2
1 1 0 1

2 1 0
2

ps k P

i i i i il il il il i lF Fi l j l

s A B C D j Xµω µω θ
= = = =

 
− + ≤ 

 
∑ ∑ ∑ ∑  。 

从级数收敛的必要条件可知当 k →∞时， 

( ) 2
lim 0i Fk

kθ
→∞

= 。 

因此，可以得到： 

( ) lim 0jk
X k

→∞
= ， [ ]1,j p= 。 

所以，MGI 算法生成的迭代解收敛于方程(1)的精确解，即 

( ) * lim j jk
X k X

→∞
= ， [ ]1,j p= 。 

定理证明完毕。 
在证明了 MGI 算法收敛的充分性后，我们进一步分析了迭代因子 iµ 与算法的收敛速度之间的关系，

提出了定理 3.2 为算法的收敛提供了充分必要条件，扩展了迭代因子的范围，在保持算法稳定性的同时

加快了算法的收敛速度，接下来提供了定理 3.2 的证明。 
定理 3.2 假设耦合 Sylvester 转置矩阵方程 (1)存在唯一解，则由 MGI 算法生成的迭代解
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , lX k X k X k X k=  在任意初始条件下都收敛于方程的唯一解 *
jX ， [ ]1,j p= ，即 

( ) *lim j jk
X k X

→∞
= ， [ ]1,j p= ，当且仅当迭代因子 iµ 满足不等式 

21
2

2

20 i

T S

µ< < ，                                   (10) 

证明 首先，用向量化算子对(8)的两侧进行列向量化，得到 

( ) ( ) ( )T T T

1
vec vec 1

l l

s

i il il r t il il i l
i

lX k X k B A P D Cωµ
=

    = − − ⊗ + ⊗     ∑   

( ) ( )T T

1
vec 1

j jij ij ij ij r t j

p

j
B A D C P X k

=

   ⊗ + ⊗ −  ∑  ， [ ]1,l p= 。                 (11) 

令 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
TT T T

1 2vec vec , vec , , vec pX k X k X k X k        =         
   

 ， 

定义 { }1 1 2 21 2blkdiag , , ,
s sm n m n s m nT I I Iω ωω=  ，则(11)可以写成 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

T T 2 2vec 1 vec vec veci iX k X k S TS X k I S T T X kSµ µ
 

       + = − = −        
 

    ，    (12) 

显然(12)是一个迭代方程，它收敛当且仅当 
1 1

T 2 2 1i T SI S Tρ µ
 

− <  
 

， 

因此，当且仅当迭代因子 iµ 满足(10)，即(12)谱半径小于 1，方程(1)具有唯一解。 
定理证明完毕。 
注释 3.1 在证明了我们所提出的 MGI 算法是收敛的之后，为了定量分析 MGI 算法的收敛速度，我

们进行理论分析来估计其收敛阶数。收敛阶数描述了迭代误差随着迭代步数增加而减少的速率，能很好

地衡量迭代算法的收敛效率。 
假设迭代误差在第 k 步和第 ( )1k + 步之间的关系可以表示为： 

( )1
p
kke eα+ = ， 

其中 ke 是第 k 步的误差，α 是一个常数，p 是收敛阶数。 
对于 MGI 算法，我们可以通过分析迭代公式(5)来推导误差之间的关系。假设初始误差 0e 已知，通过

迭代公式，可以得到 1 2, , , ke e e 的表达式。通过数学归纳法，可以得到： 

1 0
1

pk
p

k i
i

e eα µ+
=

 
=  

 
∏ ， 

其中 iµ 是第 i 步的迭代因子。 

为了使算法收敛，我们需要
1

1
pk

i
i

α µ
=

 
< 

 
∏ 对所有的 k 成立。即需要 1p > ，这表明算法具有超线性收

敛性。 

可以通过选择迭代因子 iµ 来进一步确定 p 的值。例如选择
2

2i i
µ =

+
时，则 1.5p = 。此时，MGI 算法
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具有 1.5 阶的收敛速度，这表明算法在每次迭代中能显著减少误差，即算法具有较好的收敛性。 

3.3. 迭代因子的选择方法 

在本节中，我们将讨论如何选择多迭代因子以优化算法的性能。迭代因子的选择对算法的收敛速度

和稳定性有重要影响。我们提出以下几种方法来选择迭代因子： 

3.3.1. 理论分析 
基于算法的收敛性分析，选择满足定理 3.2 中不等式(10)的迭代因子。 

3.3.2. 根据经验 
通过数值实验，观察不同迭代因子对算法收敛速度的影响，并选择表现最佳的因子。 

3.3.3. 优化方法 
使用优化算法(如梯度下降法)来自动调整迭代因子，以最小化目标函数(3)。 
具体方法可以根据实际问题的需求和计算资源来确定。 

4. 数值例子 

4.1. 数值实验验证算法收敛性 

我们给出了一个数值例子来说明所提算法的收敛性。考虑以下耦合 Sylvester 转置矩阵方程， 
T T

11 1 11 11 1 11 12 2 12 12 2 12 1
T T

21 1 21 21 1 21 22 2 22 22 2 22 2

,
,

A X B C X D A X B C X D F
A X B C X D A X B C X D F

 + + + =


+ + + =
 

其中系数矩阵的取值来自于文献[16]： 

11 11 11 11

21 21 21 21

12 12 12 12

1 2 0 1 1 2 2 0
, , , ,

2 3 0.5 3 3 3 1 2

2 3 4 1 1 2 0 2
, , , ,

1 2 0.5 2 2 0 1 1

1 3 2 3 2.5 4 1 0
, , , ,

0 2 1 2 2 0 3 1

A B C D

A B C D

A B C D

− − − −       
= = = =       −       

−       
= = = =       − − −       

− −       
= = = =       − − −       

22 22 22 22

1 2

1 0 0 2 2 3 1 3
, , , ,

3 1 2 2 1 2 2 1

26 35 19 29
, .

21 25 3 11

A B C D

F F

− −       
= = = =       − −       
− −   

= =   − −   

 

此方程的精确解为： 

* *
1 2

1 2 2 2
,

1 0 0 3
X X

−   
= =   −   

。 

在本例中，我们将初始矩阵设为： 
( ) ( ) ( ) ( ) 6
1 2 20 0 10i iX X I−= = × ， 1,2i = ， 

迭代误差设为： 

( )
( ) ( )

2 2* *
1 1 2 2

2 2* *
1 2

X k X X k X
k

X X
δ

− + −
=

+
。 
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接下来，我们对所提出的 MGI 算法的收敛性进行了验证。首先，我们设定参数 1 20.4, 0.6ω ω= = ，选

定两个参数后，迭代因子的选择方法我们结合上一节的 3.3.1 和 3.3.2 的两种方法，图 1 中选取的三组迭

代因子为： 5 5 5 5 5 5
1 2 1 2 1 22 10 , 1.5 10 ; 3 10 , 2 10 ; 1.5 10 , 1 10µ µ µ µ µ µ− − − − − −= × = × = × = × = × = × 。 

 

 
Figure 1. Iteration error 
图 1. 迭代误差 

 
从图 1 可以看出，随着迭代步数的增加，迭代误差持续减小，这表明迭代解正在逐渐接近精确解，

从而证明了本文所提出的算法的收敛性。此外，我们发现迭代因子的数值越大，算法的收敛速度越快，

然而，如果迭代因子选取过大，算法将直接发散。因此，如何选择最佳的迭代因子以优化收敛性能，仍

需进一步研究。 

4.2. MGI 算法的优势 

1) 收敛速度更快：通过引入多个迭代因子，MGI 算法能够更灵活地调整迭代步长，从而加速收敛。 
2) 计算复杂度更低：MGI 算法避免了复杂的矩阵分解操作，仅需进行矩阵乘法和加法运算，因此计

算复杂度远低于克罗内克积的直接解法。 
3) 适用范围更广：MGI 算法不仅适用于方阵，还可以处理非方阵情况，扩展了算法的应用范围。 

5. 结论 

本文针对耦合 Sylvester 转置矩阵方程的数值求解问题，引入了多个参数，并提出了一种多迭代因子

梯度算法。通过分析矩阵范数之间的递推关系以及系数矩阵列向量化后的谱半径，推导出了确保算法生

成的迭代解对于任意初始矩阵都能收敛到精确解的充分条件和充分必要条件。此外，我们还提供了一个

具体的数值例子来验证算法的有效性和理论结果的正确性。值得注意的是，不同参数的选择对收敛速率

有着显著的影响。因此，如何选取最优参数以提高收敛速率，仍是一个需要进一步研究的问题。 
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