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摘  要 

本文研究了冠图 n mP P 的重构性及其两种度结合边重构数。通过分析冠图 n mP P 边主子图的结构，确定

冠图 n mP P 所有可能的扩展及其度结合边主子图；利用图同构的必要条件和充分条件，探索冠图 n mP P
扩展的度结合边主子图与冠图 n mP P 度结合边主子图的同构情况；结合上下界逼近法证明了冠图 n mP P
的可重构性，确定了它的两种度结合边重构数。 
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Abstract 
The investigation covers the reconfigurability of the corona graph n mP P  and explores two kinds 
of degree associated edge reconstruction numbers. By analyzing the structure of the edge-card of 
the corona graph n mP P , determine all possible extensions of the corona graph n mP P  and its de-
gree associated edge-card. Explore the isomorphism between the degree associated edge-card of 
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the corona graph n mP P  extension and the corona graph n mP P  by utilizing the necessary and 
sufficient conditions of graph isomorphism. Using the upper and lower bounds approximation 
method, the reconfigurability of the corona graph n mP P  is proved, and its two kinds of degree 
associated edge reconstruction numbers are identified. 
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1. 引言 

图重构猜想是图论中至今未被解决的重要问题之一。图重构猜想最早由Ulam [1]和Kelly [2] [3]提出：

指每个至少有 3 个顶点的图都能唯一地被它的主子图集所确定。其后，Harary [4]提出边重构猜想，即至

少含有 4 条边的图能够被它的边主子图集所确定。 
当前关于图重构猜想已有较丰富的成果。2012 年，Monikandan [5]等为研究图的重构数提供了新的方

法，并运用图同构的充分条件与必要条件，确定了当图G 为正则图、完全二部图、路、轮图、双星图和

平衡三部图时，图G 的度结合边重构数 ( )( )dern G 和一致度结合重构数 ( )( )adern G 。2015 年，Monikandan 
[6]等通过分析冠图 , , ,n m n m n m n mK K C C P K K C    和 n mK P 的结构，确定了这些图的两种度结合边重构

数。2016 年，黄陈辰[7]等探究了冠图 n mP C 的度结合边重构数，进一步丰富了冠图重构猜想的研究内容。

关于图重构猜想问题还有如下重要进展：2019 年~2021 年，Monikandan 与他的团队对距离遗传图[8]、双

正则图[9]、2-连通图[10]、强双扫帚图[11]等图类的重构猜想问题进行了大量研究，推动了图重构猜想的

研究。其他学者对图重构猜想问题的研究也作出了许多贡献：2020 年，Douglas [12]提出从图的诱导子图

重构原图的方法。2021 年 Garamvölgyi [13]等结合代数几何的知识研究具有特殊性质图的弱可重构性与

强可重构性。2022 年，Hosaka [14]研究了有限简单图和相关有向图的重构猜想。Kapuhennayake [15]根据

网图与轮图的度序列对原始图进行了重构。2024 年 Clifton [16]等研究了无三角形图的重构与边重构，证

明了直径为 2 且连通度为 3 的任意无三角形图的重构猜想成立。图重构猜想问题的研究不仅丰富和发展

了图结构理论，而且也在计算机网络[17]、鲁棒优化[18]方面有较好的应用。 
冠图是两个或两个以上图的合并，经过冠积后可以生成巨大的节点网络，冠图也常常被用于理解化

合物的结构、网络建模[19]等方面。虽然图重构猜想问题已经在很多图类上展开探讨，但关于冠图 n mP P
的重构猜想问题研究较少，因此本文在前人研究基础上，基于冠图 n mP P 的复杂结构，探究冠图 n mP P 的

可重构性及其两种度结合边重构数。 

2. 基础知识 

本节介绍相关的基本术语与符号，其他未加说明的术语与符号参见文献[20]。本文所研究的图均为非

空的、有限的无向简单图。一个无向图G 是一个有序二元组 ,V E ，记作 ,G V E= ，其中V 是一个非空

集合，V 中的元素称为结点或顶点；E 是无序积 &V V 的多重子集(元素可重复出现的集合)，称 E 是G 的

边集，E 中的元素称为无向边或简称为边。设 ,G V E= 为一无向图，v V∈ ，与 v相关联边的次数称为 v
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的度数，简称为度，记作 ( )d v 。在一个无向图G 中，若存在结点 iv 到 jv 的通路(当然也存在 jv 到 iv 的通

路)，则称 iv 与 jv 是连通的。若无向图G 中任意两个节点都是连通的，则称图G 是连通图。关联于同一对

顶点的两条边称为平行边。不含平行边和环的图称为简单图。一条路径是一个简单图，其顶点排序可以

使得两个顶点是邻接的当且仅当它们在顶点的序列中是前后相继的。设无向图 ,G V E= ，若存在V V′ ⊆

( E E′ ⊆ )，且V ′ ≠ ∅  ( E′ ≠ ∅ )使得 ( ) ( )G V Gω ω′− >  ( ( ) ( )G E Gω ω′− > )，而对于任意的V V′′ ⊂  ( E E′′ ⊂ )
有 ( ) ( )G V Gω ω′′− =  ( ( ) ( )G E Gω ω′′− = )，则称V ′是G 的点割集( E′是G 的边割集)；若V ′  ( E′ )是单元

集，即 { }V v′ =  ( { }E e′ = )，则称 v为割点( e为割边)。 
图 1G 和图 2G 的冠图，指图 1G 的一个拷贝和图 2G 的 ( )1V G 个拷贝，满足图 1G 的第 k 个顶点与图 2G

的第 k 个拷贝上的每个顶点相连，记为 1 2G G 。边主子图，即图G 删去一条边 e后得到的子图。度结合边

主子图，即一个有序对 ( )( ),G e d e− ，由一个边主子图G e− 与被删除边的度 ( )d e 组成，其中 

( ) ( ) ( ) 2d e d u d v= + − ，点 ,u v 为边 e的两结点。在图G 中，由度结合边主子图 ( )( ),G e d e− 添加一条 ( )d e
度边后得到的图称为图 ( )( ),G e d e− 的扩展。度结合边重构数，指能够重构图G 所需的度结合边主子图的

最少个数，记为 ( )dern G ；一致度结合边重构数：即任意 k 个度结合边主子图都能重构图G 的最小整数 k ，

记为 ( )adern G 。对于每个图G ，都有 ( ) ( )dern G adern G≤ 。 

3. 主要结果 

本文主要研究了冠图 n mP P 的两种度结合边重构数，对于图G ，为了证明 ( ) ( )( )dern G k adern G k= =

按下列步骤即可： 
(1) 确定图G 的度结合边主子图；(2) 确定图G 的每一个度结合边主子图所有可能的扩展；(3) 证明

除图G 外至少有一个扩展(除G 以外每一个扩展)与图G 最多有 1k − 个相同的度结合边主子图，且存在图

H ′与图G 有 1k − 个相同的度结合边主子图。 
定义 1 从简单图 G 到简单图 H 的同构是一个双射 ( ) ( ):f V G V H→ ，使得 ( )uv E G∈ 当且仅当

( ) ( ) ( )f u f v E H∈ ，记为G H≅  [20]。 
引理 1 图G 与图 H 同构的 4 个必要条件： 
(1) 顶点数相等；(2) 边数相等；(3) 度序列相同；(4) 割边(点)数相等 
证明：由定义 1，两图若同构，则可在两图的顶点之间、边与边之间找到一一对应关系，使得图G 的

顶点为 ,u v 的每一条边映射到一条顶点为 ( )f u 和 ( )f v 的边，即两图若同构，两图的顶点数、边数、度序

列、割边(点)数相同。 
引理 2 两个图同构当且仅当它们对应的邻接矩阵可以通过一系列的行列互换从一个图变换到另一个

图[21]。 
结合两图同构的充分条件与必要条件得出如下推论与定理： 
推论 1 若在度结合边主子图 ( )( ),G e d e− 中，任意添加一条不同于边 e的边 e′，都不能使得 

( ) ( )d e d e′= ，则度结合边主子图 ( )( ),G e d e− 可重构图G 。 
证明：考虑在图G e− 中任意添加一条不同于边 e的边 e′，记添加边 e′后的图为 H ′，若不存在边 e′，

使得 ( ) ( )d e d e′ = ，则当且仅当边 e′与边 e 相同时，有 H G′ ≅ ，即度结合边主子图 ( )( ),G e d e− 除图G 外

无其余扩展；故度结合边主子图 ( )( ),G e d e− 可重构图G ，证毕。                                □ 

引理 3 令 1nG P P=  ，则： ( )
2, 1,2,4
1,

n
dern G

≠
= 
 其他

， ( )
1, 1,2

3, 3

4, 3

n

adern G n

n

=


= =


>

 [6]。 
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引理 4 令 1 mG P P=  ，则： ( ) 1dern G = ， ( )
1, 4
3, 4

m
adern G

m
≤

=  >
 [6]。 

定理 1 令 ( )2, 2n mG P P m n= ≥ ≥ ，则： ( ) 2, 3, 5 3, 3 4, 5
1,

m n m n m n
dern G

= ≥ = = = ≥
= 


或 或

其他
。 

证明：情况 1： 2m = 。 2nG P P=  ，在图G 中取一条 2 度边 e，如图 1 边 1,1 1,2x x ，其度结合边主子图

为 ( ),2G e− ，在图G e− 中任意添加一条与边 e不同的边 e′， ( ) 3d e′ = 或 4 或 5 或 6 或 7 或 8，由推论 1
知，度结合边主子图 ( ),2G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 

情况 2： 3m =  
情况 2.1：当 2n = 时， 2 3G P P=  ，在图G 中取一条 6 度边 e，如图 1 边 1 2z z ，其度结合边主子图为

( ),6G e− ，在图G e− 中任意添加一条与边 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5，由推论 1 知，度结合边主子图

( ),6G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 2.2：当 4n = 时， 4 3G P P=  ，在图G 中取一条 8 度边 e，如图 1 边 2 3z z ，其度结合边主子图为

( ),8G e− ，在图G e− 中任意添加一条与边 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5或 6 或 7 ，由推论 1 知，度结合边

主子图 ( ),8G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 2.3：当 3n = 或 5n ≥ 时， 3nG P P=  ，在图G 中取一条 3 度边 e，如图 1 边 2,1 2,2x x ，其度结合边

主子图为 ( ),3G e− ，令 H ′为 ( ),3G e− 中添加一条 3 度边 e′后得到的图，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，

且 ( ) 3d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 1n − 条割边，而G e− 有 n 条割边，即 ( ) ( ),3 ,3H e G e′ ′′− − ，所以图 H ′与

图G 有 1 个相同的度结合边主子图 ( ),3G e− 。下面考虑图G 的其余度结合边主子图，在度结合边主子图

( )( ),G e d e− 中任意添加一条 ( )d e 度边 e′，若 ( ) 4d e = ，边 e′连接一个 1 度点与一个 3 度点或两个 2 度

点；若 ( ) 5d e = ，边 e′连接一个 2 度点与一个 3 度点或一个 4 度点与一个 1 度点；若 ( ) 7d e = ，边 e′连接

一个 4 度点与一个 3 度点或一个 2 度点与 5 度点；若 ( ) 6d e = ，边 e′连接两个 3 度点或一个 2 度点与一

个 4 度点；若 ( ) 8d e = ，边 e′连接一个 5 度点与一个 3 度点或两个 4 度点。即总能找到一个图 H ′与图G
有相同的度结合边主子图。故 ( ) 2dern G = 。 

情况 3： 4m =  
情况 3.1：当 2n = 时， 2 4G P P=  ，在图G 中取一条 8 度边 e，如图 1 边 1 2z z ，其度结合边主子图为

( ),8G e− ，在图G e− 中任意添加一条与边 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5 或 6 或 7，由推论 1 知，度结合

边主子图 ( ),8G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 3.2：当 3n = 时， 3 4G P P=  ，在图G 中取一条 9 度边 e，如图 1 边 1 2z z ，其度结合边主子图为

( ),9G e− ，在图G e− 中任意添加一条与 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5 或 6 或 7 或 8，由推论 1 知，度结

合边主子图 ( ),9G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 3.3：当 4n = 时， 4 4G P P=  ，在图G 中取一条 10 度边 e，如图 1 边 2 3z z ，其度结合边主子图为

( ),10G e− ，在图G e− 中任意添加一条与 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5 或 6 或 7 或 8，由推论 1 知，度结

合边主子图 ( ),10G e− 可重构图G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 3.4：当 5n ≥ 时， 4nG P P=  ，在图G 中取一条 3 度边 e，如图 1 边 2,1 2,2x x ，其度结合边主子图

为 ( ),3G e− ，令 H ′为 ( ),3G e− 中添加一条 3 度边 e′后的图，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且

( ) 3d e′′ = ，此时图 H e′ ′′− 至多有 1n − 条割边，而图G e− 有 n 条割边，即 ( ) ( ),3 ,3H e G e′ ′′− − ，故图 H ′

与图G 有 1 个相同的度结合边主子图 ( ),3G e− 。下面考虑图G 的其余度结合边主子图，在度结合边主子

图 ( )( ),G e d e− 中添加一条 ( )d e 度边 e′，若 ( ) 5d e = ，边 e′连接一个 2 度点与一个 3 度点或一个 4 度点与

一个 1 度点；若 ( ) 9d e = ，边 e′连接一个 4 度点与一个 5 度点或一个 6 度点与一个 3 度点；若 ( ) 4d e = ，
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边 e′连接不同 4P 的两个 2 度点；若 ( ) 6d e = ，边 e′连接不同 4P 的两个 3 度点；若 ( ) 7d e = ，边 e′连接不

同路上的一个 2 度点与一个 5 度点；若 ( ) 10d e = ，边 e′连接位于同一连通分支的两个 5 度点。即总能找

到一个图 H ′与图G 有相同的度结合边主子图。故 ( ) 2dern G = 。 
情况 4： 5,6m = 。此时 n mG P P=  ，在图G 中取一条 2 1m + 度边 e，如图 1 边 1 2z z ，其度结合边主子

图为 ( ),2 1G e m− + ，在边主子图G e− 中任意添加一条与边 e不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5 或 6 或 2m + 或

3m + 或 4m + 或 5m + 或 2 2m + 或 2 3m + 或 2 4m + ，由推论 1 知，度结合边主子图 ( ),2 1G e m− + 可重构图

G 。故 ( ) 1dern G = 。 
情况 5： 7m ≥ 。此时 n mG P P=  ，在图G 中取一条 1m + 度边 e，如图 1 边 1 1,1z x ，其度结合边主子图

为 ( ), 1G e m− + ，在图G e− 中任意添加一条与 e不同的边 e′， ( ) 3d e′ = 或 4 或 5 或 6 或 2m + 或 3m + 或

4m + 或 5m + 或 2 1m + 或 2 2m + 或 2 3m + ，由推论 1，度结合边主子图 ( ), 1G e m− + 可重构图 G ，故

( ) 1dern G = ，证毕。                                                                      □ 
考虑图 ( )2, 2n mG P P m n= ≥ ≥ ，易知图G 有 7 类度结合边主子图，分别为： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 3
1 2 2 3 4 4

1 3

5 5 6 6 7 7

,2 , 2 ,2 , 2
, , 1 , , ,4 4 ,

,3 , 3 ,2 1 , 3

, 2 3 , , 3 3, 3 , ,2 2 4 .

G e m G e m n
G e m G e m

G e m G e m n

G e m m G e m n m G e m n

α α α α

α α α

 − = − = = = − + = = − ≥ − ≥ − + ≥  
= − + ≥ = − + ≥ ≥ = − + ≥

 

其中， 

{ } { } { }

{ } { } { }

1 ,1 ,2 , 1 , 2 1 1,1 1 1, ,1 , 3 1 2 1
1

1

4 ,2 ,3 ,3 ,4 , 2 , 1 5 1 1, 1 , 1 ,1 ,
1 3 2

6 2 2,

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

n

j j j m j m m n n n n m n n
j

n m n

j j j j j m j m k n n k j j j j m
j k j

e x x x x e z x z x z x z x e z z z z

e x x x x x x e z z z z z z z z

e z x

− −
=

−

− − − −
= = =

  ∈ ∈ ∈ 
 

     ∈ ∈   
    

∈





  

{ } { }
1 2

3 3, 1 1, 4 1
2 2

, , , , .
m n

k k n n k j j
k j

z x z x e z z
− −

− − +
= =

    ∈   
  



 

 

 

 

Figure 1. Corona graph n mP P  
图 1. 冠图 n mP P  

 

定理 2 令 ( )2, 2n mG P P m n= ≥ ≥ ，则： ( ) { }
2, 42,

2, 2,3 2, 5 4, 23,
4, 3, 2
5, 5, 2

m n
m n m n m n

adern G
m n
m n

= =
 = ∈ = ≥ = ≥= 

= ≥
 ≥ ≥

或 或
。 

证明： ie 如上定义， [ ]7i∈ 。由对称性知，图G 的各类度结合边主子图中同构图不超过 4 个。 
情况 1： 2m =  
情况 1.1：当 2n = 时， 2 2G P P=  ，显然图G 有 3 类度结合边主子图，分别为：( ) ( )1 2,2 , ,3 ,G e G e− −
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( )3,4G e− 。 
情况 1.1.1：令 H ′为 ( )1,2G e− 添加一条 2 度边 e′后的图，在 ( )1,2G e− 中只有两个 1 度点，故 H G′ ≅ 。 
情况 1.1.2：令 H ′为 ( )2 ,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图，边 e′连接一个 1 度点与 2 度点，若 H G′ ，

则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 3d e′′ = ，图 ( ),3H e′ ′′− 与 ( )2 ,3G e− 的邻接矩阵相等，即 ( ) ( )2,3 ,3H e G e′ ′′− ≅ − 。

故图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子图 ( )2 ,3G e− 。 
情况 1.1.3：令 H ′为 ( )3,4G e− 添加一条 2 度边 e′后的图，图 3G e− 是由两个 3 顶点的环构成的非连

通图，任意连接两个不相邻的 2 度点得到图 H ′，有 H G′ ≅ 。 
由上分析可得： ( ) 3adern G ≤ 。由图 2与图G 有 2个公共度结合边主子图 ( )2 ,3G e− 可知， ( ) 3adern G ≥ 。

综上所述，当 2, 2m n= = 时， ( ) 3adern G = 。 
 

 
Figure 2. Reconstructed graph of degree associated edge-card 
common to corona graph 2 2P P  
图 2. 与冠图 2 2P P 有公共度结合边主子图的重构图 

 
情况 1.2：当 3n = 时， 3 2G P P=  ，则图G 有 4 类度结合边主子图，分别为： ( ) ( )1 2,2 , ,3 ,G e G e− −

( ) ( )3 5,5 , ,4G e G e− − 。 
情况 1.2.1：令 H ′为 ( )1,2G e− 添加一条 2 度边 e′后的图。其证明与情况 1.1.1 类似，限于文章篇幅这

里不再赘述。 
情况 1.2.2：令 H ′为 ( )2 ,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图，显然 e′连接一个 1 度点和一个 2 度点，若

H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 3d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 2 条割边，而 2G e− 有 4 条割边，即

( ) ( )2,3 ,3H e G e′ ′′− − ，故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )2 ,3G e− 。 
情况 1.2.3：令 H ′为 ( )3,5G e− 添加一条 5 度边 e′后的图，易知 e′连接一个 2 度点和一个 3 度点，若

H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 5d e′′ = ，度结合边主子图 ( ),5H e′ ′′− 与 ( )3,5G e− 的邻接矩阵相等，

即 ( ) ( )3,5 ,5H e G e′ ′′− ≅ − 。故图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子图 ( )3,5G e− 。 
情况 1.2.4：令 H ′为 ( )5 ,4G e− 添加一条 4 度边 e′后的图，易得 e′连接两个 2 度点或一个 3 度点与一

个 1 度点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 4d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 3 条割边，图 5G e− 有 4
条割边，即 ( ) ( )5,4 ,4H e G e′ ′′− − ，故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )5 ,4G e− 。 

由上述分析可得： ( ) 3adern G ≤ 。由图 3 与图G 有 2 个公共度结合边主子图 ( )3,5G e− 可知， 

( ) 3adern G ≥ 。即：当 2, 3m n= = 时， ( ) 3adern G = 。 
 

 
Figure 3. Reconstructed graph of degree associated edge-card 
common to corona graph 3 2P P  
图 3. 与冠图 3 2P P 有公共度结合边主子图的重构图 
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情况 1.3：当 4n ≥ 时， 2nG P P=  ，则图G 有 5 类度结合边主子图，分别为： ( ) ( )1 2,2 , ,3 ,G e G e− −

( ) ( ) ( )3 5 7,5 , ,4 , ,2 2G e G e G e m− − − + 。 
情况 1.3.1：令 H ′为 ( )1,2G e− 添加一条 2 度边 e′后的图。其证明与情况 1.1.1 类似。 
情况 1.3.2：令 H ′为 ( )2 ,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图，显然 e′连接一个 1 度点和一个 2 度点，若

H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 3d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 1n − 条割边， 2G e− 有 1n + 条割边，即

( ) ( )2,3 ,3H e G e′ ′′− − 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )2 ,3G e− 。 
情况 1.3.3：令 H ′为 ( )3,5G e− 添加一条 5 度边 e′后的图，易知 e′连接一个 2 度点和一个 3 度点，若

H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 5d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 4n − 条割边， 3G e− 有 2n − 条割边，即

( ) ( )3,5 ,5H e G e′ ′′− − 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )3,5G e− 。 
情况 1.3.4：令 H ′为 ( )5 ,4G e− 添加一条 4 度边 e′后的图，那么 e′连接两个 2 度点或一个 3 度点与一

个 1 度点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 4d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 n 条割边， 5G e− 有 1n +
条割边，即 ( ) ( )5,4 ,4H e G e′ ′′− − 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )5 ,4G e− 。 

情况 1.3.5：对 n 的取值进行如下讨论。 
情况 1.3.5.1：当 4n = 时，在图 ( )7 ,2 2G e m− + 中任意添加一条与 7e 不同的边 e′， ( ) 4d e′ = 或 5 或 6 或

3m + 或 4m + ，由推论 1，度结合边主子图为 ( )7 ,2 2G e m− + 可重构图G 。 
情况 1.3.5.2：当 5n ≥ 时，令 H ′为 ( )7 ,2 2G e m− + 添加一条 2 2m + 度边 e′后的图，若 H G′ ，且 e′的

两端点在图 7G e− 的同一分支，则 e′在图 H ′的一个圈上，圈上各边度为 2 2m + ，删去圈上任意一边得到

的边主子图与图 7G e− 同构，即图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子图 ( )7 ,2 2G e m− + 。 
由上分析可知，当 4n = 时， ( ) 2adern G ≤ ；由图 4 与图G 有 1 个公共度结合边主子图 ( )3,5G e− 可知：

( ) 2adern G ≥ 。当 5n ≥ 时， ( ) 3adern G ≤ ；由图 5 与图G 有 2 个公共度结合边主子图 ( )7 ,6G e− 可知：

( ) 3adern G ≥ 。综上所述，当 2, 4m n= = 时， ( ) 2adern G = ，当 2, 5m n= ≥ 时， ( ) 3adern G = 。 
 

 
Figure 4. Reconstructed graph of degree associated edge-card common 
to corona graph 4 2P P  
图 4. 与冠图 4 2P P 有公共度结合边主子图的重构图 

 

 
Figure 5. Reconstructed graph of degree associated edge-card common 
to corona graph ( )2 4nP P n ≥  

图 5. 与冠图 ( )2 4nP P n ≥ 有公共度结合边主子图的重构图 

 
情况 2： 3, 2m n= ≥  
令图 ( )3 2nG P P n= ≥ ，则图G 有以下几类度结合边主子图，分别为：( ) ( ) ( )1 2 3,3 , ,4 , ,7 ,G e G e G e− − −

( ) ( ) ( )5 6 7, 2 , , 3 , ,2 2G e m G e m G e m− + − + − + 。 
情况 2.1：令 H ′为 ( )1,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图，显然 e′连接一个 1 度点与一个 2 度点，若
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H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 3d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 1n − 条割边，而图 1G e− 有 n 条割边，即

( ) ( )1,3 ,3H e G e′ ′′− − 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )1,3G e− 。 
情况 2.2：令 H ′为 ( )2 ,4G e− 添加一条 4 度边 e′后的图， e′连接两个 2 度点或一个 1 度点与一个 3 度

点，若 H G′ ，且 e′连接两个同一 3P 上的 2 度点，那么边 e′与 3P 构成一个圈，任意删去圈中一条边得到

的度结合边主子图与 ( )2 ,4G e− 同构，即图 H ′与图G 至多有 3 个相同的度结合边主子图 ( )2 ,4G e− 。 
情况 2.3：对 n 的取值进行如下讨论。 
情况 2.3.1：当 2n = 时，令 H ′为 ( )3,2G e m− 添加一条 2m度边 e′后的图，此时 H G′ ≅ 。 
情况 2.3.2：当 3n = 时，令 H ′为 ( )3,2 1G e m− + 添加一条 2 1m + 度边 e′后的图，且边 e′连接同一连通

分支的一个 m度点与 1m + 度点，图 ( ),2 1H e m′ ′′− + 与 ( )3,2 1G e m− + 的邻接矩阵相等，即 

( ) ( )3,2 1 ,2 1H e m G e m′ ′′− + ≅ − + 。故图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子图 ( )3,2 1G e m− + 。 
情况 2.3.3：当 4n ≥ ，令 H ′为 ( )3,2 1G e m− + 添加一条 2 1m + 度边 e′后的图，e′连接一个 m度点与一

个 1m + 度点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 2 1d e m′′ = + ，图 H e′ ′′− 至多有 3n − 条割边，而

图 3G e− 有 2n − 条割边，即 ( ) ( )3,2 1 ,2 1H e m G e m′ ′′− + − + 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边

主子图 ( )3,2 1G e m− + 。 
情况 2.4：令 H ′为 ( )5 , 2G e m− + 添加一条 2m + 度边 e′后的图，易得 e′连接一个 m度点与一个 2 度点

或一个 1m + 度点与一个 1 度点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 2d e m′′ = + ，图 H e′ ′′− 至多有

1n − 条割边，而图 5G e− 有 n 条或 1n − 条割边，当图 H e′ ′′− 与图 5G e− 都有 1n − 条割边时，图 H e′ ′′− 含

有 1 度点，而图 5G e− 无 1 度点，即 ( ) ( )5, 2 , 2H e m G e m′ ′′− + − + 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度

结合边主子图 ( )5 , 2G e m− + 。 
情况 2.5：令 H ′为 ( )6 , 3G e m− + 添加一条 3m + 度边 e′后的图，显然 e′连接一个 2 度点与一个 1m + 度

点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 3d e m′′ = + ，图 H e′ ′′− 至多有 2n − 条割边，而图 6G e− 有

1n − 条割边，即 ( ) ( )6, 3 , 3H e m G e m′ ′′− + − + 。故图 H ′与图 G 至多有 1 个相同的度结合边主子图

( )6 , 3G e m− + 。 
情况 2.6：令 H ′为 ( )7 ,2 2G e m− + 添加一条 2 2m + 度边 e′后的图。其证明与情况 1.3.5 类似。 
由上分析可知，图 ( )3 2nG P P n= ≥ ，其 ( ) 4adern G ≤ ，由图 6 与图G 有 3 个公共度结合边主子图

( )2 ,4G e− 可知： ( ) 4adern G ≥ ，综上所述， ( ) 4adern G = 。 
 

 
Figure 6. Reconstructed graph of degree associated edge-card common 
to corona graph ( )3 2nP P n ≥  

图 6. 与冠图 ( )3 2nP P n ≥ 有公共度结合边主子图的重构图 

 
情况 3： 4, 2m n= ≥  
令图 ( )4 2nG P P n= ≥ ，易知图G 有以下几类度结合边主子图，分别为： ( ) ( )1 2,3 , ,5 ,G e G e− −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 5 6 7,2 2 1 , ,4 , , 2 , , 3 , ,2 2 4G e m m G e G e m G e m G e m n− + − − + − + − + ≥或 。 
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情况 3.1：令 H ′为 ( )1,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图。其证明与情况 2.1 类似。 
情况 3.2：令 H ′为 ( )2 ,5G e− 添加一条 5 度边 e′后的图，显然 e′连接一个 2 度点与一个 3 度点或一个

1 度点与一个 4 度点，若 H G′ ，且边 e′在图 H ′的一个圈上，删去圈中任意 5 度边 ( )e e e′′ ′′ ′≠ 得到的度

结合边主子图与 ( )2 ,5G e− 同构。故图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子 ( )2 ,5G e− 。 
情况 3.3：当 2n = 时，其证明与情况 2.3.1 类似；当 3n = 时，图 3G e− 中除 3e 的两端点外无其余 m度

点与 1m + 度点，H ′为 ( )3,2 1G e m− + 添加一条 2 1m + 度边 e′后的图，则 H G′ ≅ ；当 4n ≥ 时，其证明与情

况 2.3.3 类似。 
情况 3.4：令 H ′为 ( )4 ,4G e− 添加一条 4 度边 e′后的图，e′连接两个 2 度点，若 H G′ ，且 e′连接两

个位于同一 mP 上的 2 度点，则边 e′与 mP 构成一个圈，圈上每条边的度都为 4，任意删去圈中一条边得到

的度结合边主子图与 ( )4 ,4G e− 同构。由对称性知，图G 的度结合边主子图 ( )4 ,4G e− 中，同构图不超过两

个，故图 H ′与图G 至多有 2 个相同的度结合边主子图 ( )4 ,4G e− 。 
情况 3.5：令 H ′为 ( )5 , 2G e m− + 添加一条 2m + 度边 e′后的图。其证明与情况 2.4 类似。 
情况 3.6：令 H ′为 ( )6 , 3G e m− + 添加一条 3m + 度边𝑒𝑒′后的图。其证明与情况 2.5 类似。 
情况 3.7：令 H ′为 ( )7 ,2 2G e m− + 添加一条 2 2m + 度边 e′后的图。其证明与情况 1.3.5 类似。 
综上所述，当 4, 2m n= ≥ 时， ( ) 3adern G ≤ ，由图 7 与图G 有 2 个公共度结合边主子图 ( )4 ,4G e− 可

知： ( ) 3adern G ≥ 。即 ( ) 3adern G = 。 
 

 
Figure 7. Reconstructed graph of degree associated edge-card 
common to corona graph ( )4 2nP P n ≥  

图 7. 与冠图 ( )4 2nP P n ≥ 有公共度结合边主子图的重构图 

 
情况 4： 5, 2m n≥ ≥  
令图 ( )2n mG P P n= ≥ ，易知，图G 有以下几类度结合边主子图，分别为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

3
1 1 2 2 3 4 4

3

5 5 6 6 7 7

,2 , 2
,3 , , 1 , , ,4 ,

,2 1 , 3

, 2 , , 3 3 , ,2 2 4 .

G e m n
G e G e m G e

G e m n

G e m G e m n G e m n

α α α α

α α α

 − == − = − + = = − − + ≥
= − + = − + ≥ = − + ≥

 

情况 4.1：令 H ′为 ( )1,3G e− 添加一条 3 度边 e′后的图。其证明与情况 2.1 类似。 
情况 4.2：对 m的取值进行如下讨论。 
情况 4.2.1：当 5m = 时，令 H ′为 ( )2 ,6G e− 添加一条 6 度边 e′后的图，显然 e′连接两个 3 度点或一个

1 度点与一个 5 度点，若 H G′ ，则对 ( ) { }\e E H e′′ ′ ′∀ ∈ ，且 ( ) 6d e′′ = ，图 H e′ ′′− 至多有 n 条割边， 2G e−
只有 n 条割边，当图 H e′ ′′− 与图 2G e− 都有 n 条割边时，在图 H e′ ′′− 中存在一个顶点度为 4,3,4的回路，

即 ( ) ( )2,6 ,6H e G e′ ′′− − 。故图 H ′与图G 至多有 1 个相同的度结合边主子图 ( )2 ,6G e− 。 
情况 4.2.2：当 6m ≥ 时，在图 ( )2 , 1G e m− + 中任意添加一条与边 2e 不同的边 e′， ( ) 3d e′ = 或 4 或 5 或

6 或 2m + 或 3m + 或 4m + 或 5m + 或 2 1m + 或 2 2m + 或 2 3m + ，由推论 1，度结合边主子图 ( )2 , 1G e m− +

可重构图G 。 
情况 4.3：令 H ′为 ( )3,2 2 1G e m m− +或 添加一条 2m或 2 1m + 度边 e′得到。其证明与情况 3.3 类似。 
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情况 4.4：令 H ′为 ( )4 ,4G e− 添加一条 4 度边 e′后的图，e′连接两个 2 度点，若 H G′ ，且 e′连接两

个位于同一 mP 上的 2 度点，则 e′与 mP 构成一个圈，圈上每条边的度都为 4，任意删去圈中一条边得到的

度结合边主子图与 ( )4 ,4G e− 同构。即图 H ′与图G 至多有 4 个相同的度结合边主子图 ( )4 ,4G e− 。 
情况 4.5：令 H ′为 ( )5 , 2G e m− + 添加一条 2m + 度边 e′后的图。其证明与情况 2.4 类似。 
情况 4.6：令 H ′为 ( )6 , 3G e m− + 添加一条 3m + 度边 e′后的图。其证明与情况 2.5 类似。 
情况 4.7：令 H ′为 ( )7 ,2 2G e m− + 添加一条 2 2m + 度边 e′后的图。其证明与情况 1.3.5 类似。 
综上所述，当 5, 2m n≥ ≥ 时， ( ) 5adern G ≤ ，由图 8 与图G 有 4 个公共度结合边主子图 ( )4 ,4G e− 可

知： ( ) 5adern G ≥ 。即 ( ) 5adern G = ，证毕。                                                 □ 
 

 
Figure 8. Reconstructed graph of degree associated edge-card common to corona graph 

( )5, 2n mP P m n≥ ≥  

图 8. 与冠图 ( )5, 2n mP P m n≥ ≥ 有公共度结合边主子图的重构图 

4. 总结与展望 

本文通过分析图 n mG P P=  的边主子图结构，结合上下界逼近法，证明了图G 是可重构的，并得到如

下结果： 

( ) 2, 3, 5 3, 3 4, 5
1,

m n m n m n
dern G

= ≥ = = = ≥
= 


或 或

其他
， 

( ) { }
2, 42,

2, 2,3 2, 5 4, 23,
4, 3, 2
5, 5, 2

m n
m n m n m n

adern G
m n
m n

= =
 = ∈ = ≥ = ≥= 

= ≥
 ≥ ≥

或 或
。 

本文得到的结果可以帮助我们分析冠图的顶点度分布、边的连接方式，以及它的重构能力，在选用

冠图作为网络模型时提供参考。同时，本文的结论和方法期望用来进一步研究不同图类的重构数，拓展

图重构猜想的研究工作，但本文在判断两图的同构情况时所用方法比较单一，下一步，可继续探究冠图

n mP P 的两种度结合重构数，并试图设计算法辅助验证两图同构。 
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