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摘  要 

梳齿驱动模型作为微机电系统(MEMS)中的核心组件，其动力学特性对器件性能至关重要。本文针对两类

典型的梳齿驱动模型——线性刚度项模型与非线性立方刚度项模型，系统总结了其周期解存在性及稳定

性的研究方法。 
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Abstract 
The comb-drive model, as a core component in Micro-Electro-Mechanical Systems (MEMS), has dy-
namics characteristics that are crucial to the performance of the device. This paper systematically 
summarizes the research methods for the existence and stability of periodic solutions for two typi-
cal comb-drive models: the linear stiffness model and the nonlinear cubic stiffness model. 
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1. 引言 

微机电系统(MEMS)是一种基于微电子技术的多学科交叉技术，可在微小尺度实现传感、控制与执行

功能[1]-[4]。该技术凭借体积小、效率高、功耗低、可批量生产等优势，在工业[5] [6]、医疗[7]-[9]、通信

[10] [11]、国防[12] [13]、资源勘测[14]-[17]等不同现代科技领域得到了广泛应用。 
梳齿驱动器是一种基于静电驱动原理的微机电系统(MEMS)，广泛应用于传感器[18]、谐振器[19] [20]

及光学器件[21]-[24]中。其核心结构由固定电极与可动电极组成，通过电压控制可动电极的横向位移。由

于静电力的非线性特性及机械结构的复杂性，梳齿驱动模型的动力学行为常表现为强非线性振动，因此

周期解的存在性与稳定性直接影响器件的稳定性和可靠性[25]。 
现有研究中，梳齿驱动模型主要分为两类：带线性刚度项模型与非线性立方刚度项模型[26]-[29]。前

者假设弹性恢复力与位移呈线性关系，后者则考虑机械刚度的高次非线性项(如立方刚度)。这两类模型分

别对应不同的物理场景，其周期解的研究方法亦存在显著差异[30]-[36]。基于此，本文系统总结两类模型

的周期解存在性及稳定性分析方法，并对比其结论的异同。 

2. 模型介绍 

线性刚度梳齿驱动模型和立方刚度梳齿驱动模型依赖于具有交叉指的两个梳状结构，其中一个梳状

结构是固定的，另一个梳状结构是可移动的，如图 1 所示。可移动电极(可移动指)连接在类似弹簧的柔性

锚上，在固定电极(固定指)之间纵向移动，当运动到中心时与固定电极上下两端的距离为 d。使用相同的

电压源从上下两侧对固定电极施加等效偏压，在这种配置下，两个静电力作用在可移动电极上，此时两

模型中可移动电极的运动分别由以下方程表示： 
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其中，x 表示可移动电极从其静止位置的垂直位移， 2 k mω = ，k 和 c分别代表线性和非线性刚度系数，

m是可移动电极的质量， 2h el mε= ，ε 是粘性阻尼系数， e是电容器的宽度， l 相互作用区中电容器的

长度， ( )V τ 表示输入电压。 
通过选择适当的距离和时间单位，上述两个弹簧–质量模型可以表示为： 
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Figure 1. Comb-drive ideal model 
图 1. 梳齿驱动器理想模型 

3. 研究现状 

作为微机电系统中的核心驱动结构，梳齿驱动器模型凭借其优异的力电耦合特性，在精密传感与动

态执行领域具有重要应用价值。该系统的动力学特性通常通过外部激励电压调控，但在实际工况下需严

格限制电压幅值以防止可移动电极与固定电极间的接触失效(“pull-in”不稳定现象)。这种因静电驱动力

超过机械恢复力而引发的 pull-in 不稳定现象[37]，可能直接导致器件功能失效甚至结构损毁，因此精确

建立电压阈值与动态稳定性间的量化关系成为优化系统可靠性的关键问题。 
在基础理论研究方面，Nathanson 模型作为 MEMS 动力学研究的奠基性工作，最早由 Nathanson 团

队于 1967 年在研制谐振栅晶体管时提出[38]。该模型通过构建包含线性刚度项与粘滞阻尼项的平行板电

容器动力学方程，成功描述了交直流复合电压激励下可移动电极的受迫振动特性。这一经典模型为后续

研究提供了范式基础，国内外学者通过数值仿真与解析方法对其非线性动力学行为展开了系统性研究

[39]-[42]。理论突破出现在 2013 年，Gutiérrez 与 Torres 创新性地采用拓扑度理论与变分原理，首次严格

证明了典型静电 MEMS 系统周期振荡解的全局存在性及 Lyapunov 稳定性，其建立的 Poincaré 映射 
与能量泛函分析方法为梳齿驱动系统的动态特性研究开辟了新途径[43]。此后，针对梳齿驱动模型周

期解动力学的研究持续深化，在参数辨识、分岔控制等方面取得显著进展[44] [45]。 

3.1. 线性刚度梳齿驱动模型研究现状 

线性刚度模型适用于小范围运动、高精度控制和稳定性要求高的场景，其主要优势在于结构简单且
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可控性强。该模型采用简洁的数学表达形式，既便于理论层面的分析推导，也利于工程实践中的数值计

算。在设计层面，线性系统具有输入–输出的比例响应特性，这使得通过调节刚度系数即可实现精准的

位移控制，显著提升了系统的可预测性与参数调控效率。 
2017 年，Núñez 与 Rivera 等学者针对带线性刚度项的梳齿驱动 MEMS 模型展开系统性研究，证明

了对于任意整数 *n n≥ ，系统(3)存在一族偶对称的 nT -周期解，其数量由初始条件在区间 [ ]0, 2nT 内的

零点数决定[46]。这篇文章主要研究了可移动电极在 DC-AC 电压作用下的动力学行为，重点分析了电压

变化对周期性运动的影响及避免电极碰撞(“pull-in”不稳定性)的条件。以下是主要内容和结论：首先，

通过哈密顿系统分析平衡点，确定临界电压阈值 *V 。证明了当 *
0V V< 时，系统存在中心点和鞍点，周期

解围绕中心点存在，且周期函数 ( ) T ξ 随振幅  ξ 单调递增。接着，利用 Leray-Schauder 全局延拓定理和

Brouwer 度理论，将周期解问题转化为隐函数零点问题，通过构造函数 ( ),nF ξ δ 并分析其解集再结合偶函

数解的对称性和能量估计，证明在参数 [ ]**  0,δ ∈ ∆ 范围内，存在从自主系统   0δ = 延拓而来的对称周期解

族，且解在有限时间内不会触及固定电极，从而避免“pull-in”不稳定现象。最后，通过参数实例(如
  3 2LT T= 和   2 LT T= )验证理论结果，展示周期解在相空间和时间序列中的行为，确认初始条件与扰动参

数  δ 的关系。该研究为静电驱动器设计提供了理论依据，通过严格数学分析量化了电压扰动对动力学行

为的影响，为实际应用中避免电极失效(如 MEMS 传感器、执行器)的参数选择提供了指导。 
随后，文献[47]证明了系统(3)存在奇周期解。作者使用了打靶法(Shooting Method)和 Sturm比较定理，

并结合了 Ortega 原理，得到了关于奇周期解的存在性和振荡性质的理论结果。以下是论文的主要内容和

结果的总结：首先，作者通过打靶法研究了非线性微分方程的 Dirichlet 问题，结合 Sturm 比较定理，分

析了方程解的振荡性质。通过比较非线性方程与其变分方程的解，得出了奇周期解的存在条件。接着，

作者扩展了 Ortega 在非线性对称振荡器中的结果，提出了一个更一般的原理，用于研究有限域上的

Dirichlet 问题。但由于该线性刚度梳齿驱动模型中的奇异性，作者使用了截断技术来处理方程，以确保解

的存在性和有界性。最后，作者应用了 Ortega 原理，证明了该模型存在奇周期解，且这些解在半个周期

内的零点数量可以通过变分方程的零点数量来控制。 
总的来说，拓扑理论与打靶法在处理该线性刚度模型周期解问题时形成互补：前者通过拓扑度理论

和能量约束在抽象空间中建立解的全局存在性，适用于对称系统的参数安全包络设计，但缺乏解的具体

构造；后者基于 Sturm 定理和变分原理通过调整参数解析解的振荡特性，擅长刻画奇对称解的动力学细

节却受限于局部计算。工程中常将二者结合，先用拓扑理论保证解族在电压阈值内的整体存在性，再通

过打靶法分析奇周期解的零点分布与稳定性，兼顾理论严谨性与实际控制器设计的精细化需求。 

3.2. 立方刚度梳齿驱动模型研究现状 

梳齿驱动 MEMS 模型中的立方刚度更贴近实际物理系统，能够描述复杂的动力学行为并扩展系统性

能，适用于多功能性和高性能需求下的场景。 
2019 年，Núñez 和 Perdomo 团队针对含立方刚度项的梳齿驱动 MEMS 系统开展了动力学研究，重点

探讨了周期解在交直流复合电压作用下的存在性及稳定性问题[25]。理论分析表明，立方非线性项α 的引

入将显著影响系统的多稳态现象和谐振特性。为确定周期解的存在条件，研究者采用上下解方法，在特

定电压阈值范围内证明了系统(4)周期解的存在性。进一步通过稳定性判据分析发现：当参数 ( ]0,2α ∈ 时，

系统(4)存在一个不稳定的周期解；而当 2α > 时，将出现两个正周期解，其中一个解满足线性稳定性条件。

该文章首次通过解析方法揭示了立方非线性强度参数α 对 MEMS 系统稳定性的分岔控制机制，为抑制

“pull-in”不稳定现象和控制非线性动力学行为提供了严格的理论框架。 
之后，Larreal，Murcia 等在文献[48]中结合数学理论与数值方法对系统(4)的奇周期解的存在性进行
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了研究。首先，作者针对该方程奇异性与非线性带来的分析困难，作者引入截断技术，构造了一个修正

方程，并利用先验估计证明了修正方程与原方程具有相同的周期解，从而规避了原模型的奇异性问题。

随后，基于 Ortega 的变分原理，作者将奇周期解的求解问题转化为 Dirichlet 边值问题，结合 Sturm 比较

理论分析了变分方程的零点分布，最终给出了奇周期解存在的充分条件：当电压幅值满足 1 4MV β≤ 且

刚度系数满足 28 MVα β≤ 时，系统(4)存在具有指定零点数量的奇周期解。进一步地，作者通过参数区间划

分，将周期解的零点数量与电压频率和幅值直接关联，揭示了参数调节对振动模式的定量影响。最后，

在数值验证部分，作者通过泰勒方法和高精度计算，模拟了不同参数下的周期解及其稳定性。结果显示，

部分奇周期解对应的 Stroboscopic 映射呈现闭合不变曲线，且 Floquet 乘子分析表明这些解具有线性稳定

性，为实际 MEMS 设计中振动控制提供了理论依据。文章首次系统证明了梳状驱动装置中奇周期解的存

在性及参数依赖规律，突破了传统方法仅关注恒定符号周期解的局限。此外，通过数值模拟揭示了部分

解的稳定性特征，为非线性 MEMS 器件的设计与优化提供了新的分析工具和理论支撑。未来工作可进一

步从解析角度研究周期解的稳定性，拓展该方法在其他非线性微机电系统中的应用。 
最近，Núñez 等在文献[49]中通过对文献[48]的拓展，进一步研究了系统(4)的奇周期解存在性，并证

明了奇周期解的存在性与截断函数的选取无关。此外，作者采用扰动方法分析了这些周期解的线性稳定

性，证明了当输入电压的交流负载足够小时，二阶奇周期解是线性稳定的，零解   0x = 也是线性稳定的，

从而揭示了该模型的双稳态机制，即系统可以同时稳定在零解和某个非零周期解上。这一双稳态机制的

发现表明系统在特定参数条件下可以存在两种不同的稳定状态，会导致系统在不同初始条件下表现出截

然不同的动态行为。此外，双稳态机制对系统的设计和控制产生重要影响。例如，在电力系统中，双稳

态可能导致系统在低负载和高负载条件下表现出不同的稳定运行模式，这对系统的可靠性和稳定性分析

具有重要意义。 
上述研究不仅具有理论意义，还对 MEMS 设备的设计与应用提供了指导，特别在提高系统稳定性和

优化振荡频率方面具有重要价值。 

4. 总结 

一方面，针对带有线性刚度项的梳齿驱动模型已有学者从数值模拟和解析分析两个方面讨论了其奇

偶周期解的存在性，对其对称周期解的稳定性分析有待解决。 
另一方面，针对带有立方刚度项的梳齿驱动模型，已有学者研究了其奇周期解的存在性，并对其出

现稳定的周期解的情况进行了分析，对其偶周期解的存在性以及对称周期解的稳定性有待研究。 
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