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摘  要 

在本文中，我们研究了扰动的(2 + 1)维Gardner方程孤立波解的存在性。首先，我们利用平面动力系统

的相关知识对未扰系统的平衡点进行研究，得到了孤立波解存在的参数条件并画出了相图。然后，利用

几何奇异摄动理论、不变流形理论和弗雷德霍姆理论，通过构造相应微分方程的不变流形，我们得到了

相应的同宿轨道。进一步，根据同宿轨道和孤立波之间的对应关系，我们得到了扰动系统孤立波解的存

在性。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the existence of solitary wave solutions for perturbed (2 + 1) dimen-
sional Gardner equation. Firstly, we utilize the relevant knowledge of planar dynamical systems to 
study the equilibrium points of undisturbed system, obtain the parameter conditions for the exist-
ence of solitary wave solutions, and drew a phase diagram. Then, using geometric singular pertur-
bation theory, invariant manifold theory, and Fredholm theory, we obtain a homoclinic orbit by 
constructing the invariant manifold of the corresponding differential equation. Further, through 
the correspondence between homoclinic orbits and solitary waves, we prove the existence of soli-
tary wave solutions for the perturbed system. 
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1. 引言 

非线性偏微分方程是描述物理现象的一类重要数学模型，而求这些非线性偏微分方程的解一直是学

者研究的重点，特别是行波解这类可以很好描述各类物理现象的解。水波方程作为一类重要的非线性偏

微分方程，吸引了许多学者的关注。1985 年，Korteweg 和 de Vries [1]提出了著名的 KdV 方程如下所示： 

0,t x xxxu uu uα+ + =                                  (1.1) 

其中 xuu 称为非线性项，它可使波形变陡； xxxu 称为色散效应项，它可使波形扩展。它们之间的相互作用

导致孤子的产生，并且色散效应影响很小，在最低阶近似下可以忽略不计。随后在 KdV 方程的基础上，

衍化而来如下的另外一个重要的水波方程：(2 + 1)维 Gardner 方程[2]。 

( )26 6 0.t x x xxx yyx
u uu u u u u+ − + + =                            (1.2) 

对于上述等非线性偏微分方程的求解，目前没有系统有效的解决方法，在各个科学领域，都有相应

的独特求解方法。而随着研究的深入，许多非线性偏微分方程行波解研究被研究透彻。然而，在现实的

情况下，其他因素的干扰是不可避免的。因此，在建立模型的时候，我们应该考虑扰动项的存在。例如，

在水波方程中，向后扩散项 xxu 和耗散项 xxxxu 是其中两个重要因素。它们的组合称为 Kuramoto-Sivashinsky 
(KS)扰动。1978 年，Topper 和 Kawahara [3]研究了下面的偏微分方程来解释倾斜表面上液体层的波动。 

xxx 0t x xx xxxxu uu u u uα β γ+ + + + =                            (1.3) 

其中α 、β 和 γ 是正参数。如果斜率和表面张力相对较长且较弱，则 xxu 和 xxxxu 被视为小参数。自然的方

程就演变为扰动的 KdV 方程，如下所示： 

( ) 0t x xxxx xx xxxxu uu u u uτ+ + + + =                             (1.4) 

其中 0 1τ<  。此外，我们还应当考虑时间和空间的变化所带来的影响。1989 年，Britton [4]研究了下面

的生物种群模型 

( )( )1 1 ,tu u u f u uα α= + − + ∗ + ∆                             (1.5) 

其中 ( ) ( ), d
t

f u f t s u x s s
−∞

∗ = −∫ 称为具有分布延迟的时空卷积。并且这里的 f 表示核函数满足 ( ) 0f t ≥ 和

( )
0

d 1f t t
∞

=∫ 。此后，许多研究开始集中在研究具有时滞以及小扰动方程行波解的存在性上。例如，赵志

红[5]教授研究了下面扰动的广义 KdV 方程 

( ) 0.n
t x xxx xxu f u u u u uτ+ ∗ + + =                              (1.6) 

其中 0 1τ<  并且这里的 xxuτ 表示向后扩散扰动或粘性项的扰动。2018 年，杜增吉教授[6]等人研究了以

下延迟的 Camassa-Holm (CH)方程 
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( )2 3 2 .t xxt x x xx x xx xxxu u ku f u u u u u uuτ− + + ∗ + = +                             (1.7) 

他们通过同宿轨道和孤立波之间的关系，证明了上述方程具有局部延迟卷积和非局部延迟卷积的孤

立波解的存在性。2024 年，韦敏志副教授[7]等人研究了下面 4 参数的扰动 KP-MEW 方程 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )22 1 1 0,t xxt xx xx yyx
u a f u u bu qu k q u d qu q f uτ+ ∗ + + + − + + − ∗ =               (1.8) 

其中 ( )( )2

yy
f u∗ 为延迟非线性横向效应。他们利用阿贝尔积分单调准则证明了周期波解的存在性和唯一性。 

上述所有文章都涉及到一个重要的用来解决小参数扰动问题的工具：几何奇异摄动理论[8] [9]。它开

端与普朗特的边界层理论，它在非线性偏微分方程中有着重要的应用，特别是在证明行波解的存在性问

题上。除了上面提到的工作，还有许多几何奇异摄动理论应用在行波解存在性的文章[10]-[14]。 
基于上述分析，在本文中我们考虑下面的扰动的(2 + 1)维 Gardner 方程 

( )( )( )23 6 0,t x xxx xx yyx x
u f u u u u u u uτ+ ∗ − + + + =                          (1.9) 

其中 0 1τ<  ， xxuτ 表示向后扩散扰动或粘性项的扰动， f u∗ 由下式给出代表分布式时滞的时空卷积 

( )( ) ( ) ( ), , , , d .
t

f u x y t f t s u x y s s
−∞

∗ = −∫                            (1.10) 

本文中，我们取核函数为在微分延迟方程中经常出现的一般强核形式 

( ) 2 e .
ttf t τ

τ
−

=                                       (1.11) 

2. 未扰系统分析 

通过行波变换 ( ) ( ) ( ), ,u x y t u x y ctφ ξ = = + − ，方程(1.2)变为 

( )26 6 ,cφ φφ φ φ φ φ′′ ′ ′ ′′′ ′′− + − + +                                 (2.1) 

其中
d
d
φφ
ξ

′ = 并且 0c > 代表波速。对上述方程两端同时积分两次，并不失一般性地取积分常数为 0，我们

得到 
2 33 2 0,cφ φ φ φ φ′′− + − + + =                                  (2.2) 

它等价于 

( )3 22 3 1 .
y

y c
φ

φ φ φ

′ =
 ′ = − − −

                                  (2.3) 

此时方程化为二维的常微分系统，同时很容易验证它是一个哈密顿系统并且它的哈密顿量为 

2 4 3 21 1 1 .
2 2 2

cH y φ φ φ−
= − + +                                 (2.4) 

根据平面动力系统的相关知识，我们得到下面的结果： 

定理 1：当
3 1
4

c< < 时，系统(2.3)有一条过鞍点 2
3 ,0

4
E
 − ∆
  
 

且包围中心 ( )1 0,0E 的同宿轨道 Γ  (见

图 1)。 

证明：当
3 1
4

c< < 时，此时系统(2.3)有三个平衡点分别是 ( )1 0,0E ， 2
3 ,0

4
E
 − ∆
  
 

和 2
3 ,0

4
E
 + ∆
  
 

，
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其中 ( )9 8 1 c∆ = + − 。然后通过计算，我们得到系统(2.3)的线性化矩阵为 

( )2

0 1
6 6 1 0

A
cφ φ

 
=  − − − 

                                 (2.5) 

 

 
Figure 1. Homoclinic orbit of unperturbed system 
图 1. 未扰系统的同宿轨道 

 
因此，我们可以计算出三个平衡点的雅可比矩阵和迹分别 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1

0,0 det 0,0 1 , Trace 0,0 0
1 0

J A c A
c

= = = − =
− −

                     (2.6) 

0 1
3 3 6 2 3,0 det ,0,0 , Trace ,0 02 64 4 8 40

8

J A A
     − ∆ − ∆ ∆ − ∆ − ∆

= = = =     ∆ − ∆     
     

      (2.7) 

0 1
3 3 6 2 3,0 det ,0,0 , Trace ,0 02 64 4 8 40

8

J A A
     + ∆ + ∆ − ∆ − ∆ + ∆

= = = =     ∆ + ∆     
     

     (2.8) 

因此，当
3 1
4

c< < 时， ( )0,0 0J > ，
3 ,0 0

4
J
 − ∆

<  
 

以及
3 ,0 0

4
J
 + ∆

<  
 

。我们可以判断出 2
3 ,0

4
E
 − ∆
  
 

和 3
3 ,0

4
E
 + ∆
  
 

是鞍点，而 ( )1 0,0E 是中心。此时系统 (2.3)有一条由能量函数
2EH 定义的过鞍点

2
3 ,0

4
E
 − ∆
  
 

且包围中心 ( )1 0,0E 的同宿轨道 Γ  (见图 1)。 

3. 扰动系统孤立波解的存在性 

类似地，通过行波变换 ( ) ( ) ( ), ,u x y t u x y ctφ ξ = = + − ，我们得到 
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( )( )( )23 6 0,'c f uφ φ φ φ φ τφ φ′′ ′ ′′′ ′′ ′′− + ∗ − + + + =                       (3.1) 

其中
d
d
φφ
ξ

′ = ，0 1τ<  并且 0c > 代表波速。对上述方程两端同时积分两次，并不失一般性地取积分常数

为 0，我们得到 
33 2 0,cφ ϖφ φ φ τφ φ′′ ′− + − + + + =                               (3.2) 

其中 ( ) ( )20
e d

ttf u ct tτϖ ϖ ξ φ ξ
τ

−∞
= ∗ = = +∫ 代表分布式时滞的时空卷积。我们对ϖ 关于ξ 求导可得 

( )d 1 ,
d c
ϖ ϖ σ
ξ τ
= −                                     (3.3) 

其中 ( )
0

1 e d
t
t ct tσ φ ξ

τ
−∞

= +∫ 。同理我们可得 

( )d 1 .
d c
σ σ φ
ξ τ
= −                                     (3.4) 

因此我们可以得到系统(3.2)等价于下面的四维动力系统 

( )32 3 1

.

y
y c y
c
c

φ

φ ϖφ φ τ
τϖ ϖ σ
τσ σ φ

′ =
 ′ = − − − −


′ = −
 ′ = −

                             (3.5) 

当 0τ = 时，我们得到ϖ φ= ，此时扰动系统(3.2)可化为已经考虑过的未扰系统(2.2)。当 0 1τ<  时，上述

系统(2.6)可视为一个标准的奇异摄动问题，通过时间尺度变换 zξ τ= ，我们可以得到相对应的快系统为 

( )

( )

( )

32 3 1

1

1 .

y

y c y

c

c

φ τ

τ φ ϖφ φ τ

ϖ ϖ σ

σ σ φ

 =


 = − − − −  

 = −

 = −










                            (3.6) 

在这里
d
dz

⋅ = 。然后令(3.5)和(3.6)中的 0τ = ，可得 

( )32 3 1
0
0 .

y
y c y
φ

φ ϖφ φ τ
ϖ σ
σ φ

′ =
 ′ = − − − −


= −
 = −

                             (3.7) 

和 

( )

( )

0
0
1

1

y

c

c

φ

ϖ ϖ σ

σ σ φ

 =


=

 = −



= −










                                   (3.8) 
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它们分别称为简化系统和层系统。因此，根据几何奇异摄动理论[7] [8]，我们可以得到以下的临界流形 

( ){ }4
0 , , , : .M yφ ϖ σ ϖ σ φ= ∈ = =                          (3.9) 

此外，当 0τ = 时，系统(3.6)的线性化矩阵为 

0 0 0 0
0 0 0 0

1 10 0

1 10 0

c c

c c

 
 
 
 

− 
 
 − 
 

                               (3.10) 

通过计算，我们发现它有四个特征值：
1 10,0, ,
c c

。此时零特征值的重数与临界流形的维数是相等的。因此， 

0M 是法向双曲的。根据 Fenichel 不变流形定理[7] [8]，当 0 1τ<  时，存在如下一个与 0M 微分同胚的不

变流形 Mτ  

( ) ( ) ( ){ }4, , , : , , , , , .M y l y k yτ φ ϖ σ ϖ φ φ τ σ φ φ τ= ∈ = + = +                (3.11) 

其中 l 和 k 是定义在紧区域上且分别满足 ( ), ,0 0l yφ = 和 ( ), ,0 0k yφ = 的光滑函数。因此，我们可以将 l 和
k 关于τ 进行泰勒展开 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 2

2
1 2

, , , ,

, , , ,

l y l y l y

k y k y k y

φ τ τ φ τ φ

φ τ τ φ τ φ

 = + + ⋅⋅⋅


= + + ⋅⋅⋅
                        (3.12) 

此外，根据ϖ ，σ 和 Mτ 的定义可得 

l l y
y

k k y
y

ϖ φ φ
φ

σ φ φ
φ

∂ ∂ = + + ∂ ∂
 ∂ ∂ = + +
 ∂ ∂

 

 

 

 

                               (3.13) 

和 

( )

( )

1

1
c

c

ϖ ϖ σ

σ σ φ

 = −

 = −






                                 (3.14) 

将上述两个式子分别带入到式子(3.12)中，然后比较τ 前面的系数，我们可得 

( ) ( )2 , .l c y o k c y oτ τ τ τ= + = +                            (3.15) 

最后将它限制在 Mτ 上，得到 

( ) ( ) ( )3 22 3 1 6 1 .
y

y c c y o
φ

φ φ φ τ φ τ

′ =
 ′ = − − − − − +

                     (3.16) 

很明显，当 0τ = 时，扰动系统(3.16)就可以化简为未扰系统(2.3)。 

定理 2 当 3 1
4

c< < ，并且0 1τ<  时，带有时滞卷积扰动的方程(1.7)存在孤立波解。即扰动系统(3.16)有 

一条同宿轨道 τΓ ，它位于原同宿轨道 Γ的附近。 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144161


张浩杰 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144161 284 应用数学进展 
 

证明：令 ( )0 0, yφ 是系统(3,16)当 0τ = 时的解，因此我们可设当 0 1τ<  时，系统(3.16)的解为

0 01φ φ τφ= + + ⋅⋅⋅， 0 01y y yτ= + + ⋅⋅⋅。将它带回到系统(3.16)，比较τ 的系数我们可以得到关于 01φ 和 01y 的

微分方程组为 

( )
01 01

2
0 0 001 01

0 1 0d
6 6 1 1 6d c cy y

φ φ
φ φ φξ

−      
+ =      − + + − − −     

                (3.17) 

我们的目标是找到满足方程(3.17)， ( )0 0φ ±∞ = 以及 ( )0 0y ±∞ = 的行波解。定义 2L 为二次可积函数空间，

并且它的内积为 

( ) ( ) ( ) ( )( )01 01 01 01, , dy yφ ξ ξ φ ξ ξ ξ
+∞

−∞
= ∫                        (3.18) 

其中 ,⋅ ⋅ 表示二维空间上的欧氏内积。由弗雷德霍姆理论，我们知道方程(3.17)有解当且仅当对于所有的

01( )φ ξ 有下面的式子成立 

( )01
0

0
, d 0.

6c
φ ξ ξ

φ
+∞

−∞

  
=  −  

∫                            (3.19) 

并且 ( )01φ ξ 是方程(3.17)等号左边定义的算子 L 的核。定义算子 L∗ 是算子 L 的伴随算子，我们可得 

( )2
0 00 6 6 1d .

d 1 1
cL φ φ

ξ
∗  − + + −
= − +  

− − 
                      (3.20) 

因此，为了计算 L∗ 的核，我们必须找到所有的 ( )01φ ξ 满足 

( ) ( ) ( )
2

01 0 0
01

d 0 6 6 1
.

d 1 1
cφ ξ φ φ

φ ξ
ξ

 − + + −
=  

− − 
                   (3.21) 

由于上述矩阵是变系数矩阵，我们很难求出它的通解。但是，我们只需要找到满足 ( )01 0φ ±∞ = 的解，而

这样的解只能是零解。而目前我们已知的是 ( )0 0, yφ 是未扰系统的解，我们虽然不知道它的具体表达式，

但是我们知道它满足边界条件 ( )01 0φ ±∞ = 。因此令ξ → ±∞，变系数矩阵就变为下面的常数矩阵 

0 1
1 1

c− 
 − − 

                                  (3.22) 

很明显，此时它的特征根是由特征方程 ( )2 1 0cλ λ+ + − = 决定的。容易验证当
3 1
4

c< < 时，它的两个实特 

征根都是负的。因此我们可以得到满足 ( )01 0φ ±∞ = 的解只有零解，满足弗雷德霍姆理论的条件。从而，

方程(3.17)有唯一的解满足 ( )0 0φ ±∞ = 和 ( )0 0y ±∞ = 。即当 0 1τ<  时，扰动系统(3.16)存在一条同宿轨道

τΓ 。 

4. 总结 

在本文中，我们研究了扰动的(2 + 1)维 Gardner 方程孤立波解的存在性。首先我们利用平面动力系统

和哈密顿系统的相关知识，对未扰系统的平衡点进行分析并画出了相应的同宿轨道。然后，我们利用几

何奇异摄动理论、不变流形理论和弗雷德霍姆理论证明了系统在时滞卷积项以及弱向后扩散项的联合扰

动下，孤立波依然存在。 
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