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摘  要 

本文在有限von Neumann代数的情形下应用广义奇异值的方法证明了一类迹函数的若干性质。特别地，

我们将Hansen的主要结果推广至有限von Neumann代数的情形。 
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Abstract 
In this paper, via the method of generalized singular values, we prove some properties of a class of 
trace functions defined over finite von Neumann algebras. In particular, we extend the main results 
of Hansen to the context of finite von Neumann algebras. 
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1. 引言 

矩阵的迹是矩阵的重要特征，与之相关的不等式在量子信息和随机控制等领域有着广泛的应用。我

们注意到，2024 年，Hansen 在[1]中研究了下述迹函数在 ( )n
+Μ  上的凹(凸)性 

( ) ( )( ), exp log .
qA

p q p pX A B x Bφ τ  = +  
                         (1.1) 

其中 ( )nM +
 表示所有半正定复矩阵构成的集合。迹函数(1.1)可以看成下述迹函数的推广形式 

( )( )exp log .X A Xτ→ +                                 (1.2) 

该映射在量子力学熵不等式中有着广泛的应用，具体细节见文献[1] [2]及其参考文献。在有关上述迹

函数的凹凸性的研究中，Lieb [3]给出了一个著名的结论：对于固定的自伴矩阵 A ，映射(1.2)在正定矩阵

中是凹的。此后，有关此类迹函数凹凸性的研究便得到了广泛关注。最近，Hansen-Liang-Shi [4]和 Shi-
Hansen [1]基于所谓的变形指数函数和对数函数，对 Peierls-Bogolyubov 和 Golden-Thompson 迹不等式进

行了一些推广。特别地，他们利用这些结果改进了 Tsallis 相对熵的下界。关于变形指数函数和对数函数

的迹函数的更多知识，可参见[1] [4]。 
在本文中，我们将在有限 von Neumann 的情形下考虑映射(1.1)的凹凸性，进而将 Hansen [1]的主要

结论推广至有限 von Neumann 代数的情形。矩阵代数和定义在有限测度空间上的 L∞空间是两个有限 von 
Neumann 代数的例子。因此，这些结论可以看成 Hansen 结论的推广。由于这类迹函数在统计力学理论和

量子信息理论等方面都有着重要作用，所以这类推广是有一定的理论和实际意义的。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将介绍非交换积分理论中的一些概念。设 H 是定义在复数域上的可分希尔伯特空

间， ( )HΒ 是 H 上所有有界线性算子构成的 ∗ -代数且用 I 表示 H 上的恒等算子。设 M 是 ( )HΒ 的一个包

含恒等算子的 ∗ -子代数。如果 M 在弱 ∗算子拓扑下是闭的，则称 M 为 von Neumann 代数。我们用 M ++

表示 M 中所有正且可逆的算子集合。设τ 是 M 上的迹，若 ( ) 0x xτ ∗ = 有 0x = ，则称τ 是忠实的；若 i ix x↑

有 ( ) ( )0 i ix xτ τ≤ ↑ ，则称τ 为正规的；若 ( )Iτ < ∞，则称τ 是有限的。由于 H 是可分的希尔伯特空间，

M 是有限的当且仅当它有一个忠实的、正规的有限迹。关于 von Neumann 代数理论的更多知识，见文献

[5]。 

2.1. 可测算子 

设 M 为具有有限迹τ 的有限 von Neumann 代数。记 M 中所有自伴算子构成的集合为 saM 。 saM 是

一个在偏序向量空间，此集合中的序 0x ≥  (相应地， 0x > )的定义为对所有 Hξ ∈ ，有 , 0xξ ξ ≥  (相应

地， , 0xξ ξ > )。我们用 ( )U M 表示 M 中所有酉元的集合， M + 代表 M 的正部分， M ++ 则代表 M 中正

且可逆的部分。设 e和 f 为 M 中的两个投影。若存在部分等距元 u M∈ ，使得 e u u∗= 且 f uu∗= ，则称 e
和 f 是等价的，记为 ~e f 。设 x 为一个闭稠定算子，若对于 M 的交换子中的任何酉算子 u 都有 xu ux= ，
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称 x 是附属于 M 的。设 x 是附属于 M 的闭稠定算子，若对任意 0ε > ，都存在投影算子 e M∈ ，使得

( ) ( )e H D x⊆ 且 ( )eτ ε⊥ < ，则称 x 为τ -可测算子，其中 1e e⊥ = − 。记所有附属于 M 的可测算子构成的集

合为 ( )0L M 。 ( )0L M 对于强和与强积构成一个单位 ∗ -代数，在本文中算子的和与积，均指强和与强积。

由于 M 是有限 von Neumann 代数，所以附属于 M 的算子构成的集合等同于 ( )0L M 。关于可测函数的更

多信息见文献[5] [6]及其参考文献。 

2.2. 广义奇异值函数 

设 ( )0x L M∈ ， 0t > ，定义 x 的广义奇异值函数 ( )xµ


为 

( ) ( ){ }inf : , .t x xe e M e tµ τ ⊥= ≤是 中的一个投影 且  

为了书写方便，我们把函数 ( )tt xµ→ 简记为 ( )xµ


，广义奇异值函数 ( )tt xµ→ 是右连续的递减函数。设

,x y M∈ ， 0 p< < ∞。若对于所有的 0t > ，有 

( ) ( )
0 0

d d ,
t tp p

s sx s y sµ µ≤∫ ∫  

我们则称 y p-次优化于 x，记作 px y 。特别地，当 1p = 时，记为 x y 。对于 0 ,x y M≤ ∈ ，如果

x y 且 y x ，我们则称 x y≈ 。更多关于 ( )t xµ 的基本性质，请参考文献[5] [6]。 
为了方便读者，我们列出了 ( )t xµ 的下列性质，这些性质都可以在文献[5] [6]中找到。 
性质 1. (见[6])设 ( )0,x y L M∈ 。 
(i) ( ) ( ) ( )x x xµ µ µ ∗

⋅= =
  

且对于α ∈有 ( ) ( )x xµ α α µ=
 

。 
(ii) 设 f 是 [ )0,∞ 上的有界连续增函数，且 ( )0 0f = ，则有 ( )( ) ( )( )f x f xµ µ=

 

和 

( )( ) ( )( )( )
0

d
I

tf x f x t
τ

τ µ= ∫ 成立。 
(iii) 如果 0 x y≤ ≤ ，那么 ( ) ( )x yµ µ≤

 

。 
在下文中，我们将在整篇论文中保持所有先前的符号。除非另有说明，M 始终表示作用于可分希尔

伯特空间 H 上的有限 von Neumann 代数，且具有一个正规的、忠实的有限迹τ 。 

3. 主要结果 

在这部分我们将给出本文的主要结论。为了证明第一个主要结果，我们需要下述引理，此引理可以

在文献(命题 4.12，[7])中找到，因此我们省去了证明步骤。 
引理 1. 设 h 为收缩算子，则有下列结论成立： 
(i) 如果1 2q< ≤ ，则对于 a M ++∈ 和一个自伴算子 l ，满足 

( ) 1log ,
1ql h a h

q
∗+ > −

−
 

我们有等式 

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }2 2

0

exp log

max log log .

q q

q q
q qx

l h a h

x x l x x h a h

τ

τ τ τ

∗

− − ∗

>

+

= + − −
 

(ii) 如果 2q > ，则对于 a M ++∈ 和一个自伴算子 l ，满足 

( ) 1log ,
1ql h a h

q
∗+ > −

−
 

我们有等式 
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( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }2 2

0

exp log

min log log .

q q

q q
q qx

l h a h

x x l x x h a h

τ

τ τ τ

∗

− − ∗

>

+

= + − −
 

(iii) 如果 1q < ，则对于 a M ++∈ 和一个自伴算子 l ，满足 

( ) 1log ,
1ql h a h

q
∗+ < −

−
 

我们有等式 

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }2 2

0

exp log

max log log .

q q

q q
q qx

l h a h

x x l x x h a h

τ

τ τ τ

∗

− − ∗

>

+

= + − −
 

定理 1. 设 h 为收缩算子， l 为自伴算子，对于 ,x a M ++∈ ，则有下列结论成立： 
(i) 对于1 2q< ≤ ，有 

( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }1

2

2

log 1

log log

max exp log .
q

q
q q

q
q q

l h a h q

x x h a h

x x l l h a h

τ

τ τ τ
−∗

− ∗

− ∗

>− − −

−

= + − +
 

(ii) 对于 2q > ，有 

( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }1

2

2

log 1

log log

min exp log .
q

q
q q

q
q q

l h a h q

x x h a h

x x l l h a h

τ

τ τ τ
−∗

− ∗

− ∗

>− − −

−

= + − +
 

(iii) 对于 1q < ，有 

( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ){ }1

2

2

log 1

log log

max exp log .
q

q
q q

q
q q

l h a h q

x x h a h

x x l l h a h

τ

τ τ τ
−∗

− ∗

− ∗

<− − −

−

= + − +
 

证明：此定理的证明与(定理 3.1，[1])的证明相似。为了方便阅读，我们给出具体的证明。由(i)的假

设和条件 

( ) 1log ,
1ql h a h

q
∗+ > −

−
 

可以知道 ( )( )exp logq ql h a h∗+ 是有意义的。记 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 exp logq
qG l x x l l h a hτ τ τ− ∗= + − +  

显然， ( )G l 是凹的。应用引理 1 中的(i)可知 

( ) ( )( )( )2 log log .q
q qG l x x h a hτ − ∗≤ −  

将 ( )0 log logq ql x h a h∗= − 代入上式可得 

( ) ( )( )( )2
0 log log .q

q qG l x x h a hτ − ∗= −  

因此， ( )G l 在 0l 处取得最大值。由此 
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( ) ( )
( ) ( )( )( )1

2

log 1
max log log ,
q

q
q q

l h a h q
G l x x h a hτ

−∗

− ∗

>− − −
= −  

这就证明了(i)，(ii)的情形可以用相似的方法证明。在(iii)的假设和以下条件 

( ) 1log ,
1ql h a h

q
∗+ < −

−
 

下，我们记 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 exp logq
qG l x x l l h a hτ τ τ− ∗= + − +  

显然， ( )G l 是凹的。由引理 1 中的(iii)可知 

( ) ( )( )( )2 log log .q
q qG l x x h a hτ − ∗≤ −  

将 ( )0 log logq ql x h a h∗= − 代入到上式可得 

( ) ( )( )( )2
0 log log .q

q qG l x x h a hτ − ∗= −  

因此， ( )G l 在 0l 处取得最大值。故 

( ) ( )
( ) ( )( )( )1

2

log 1
max log log ,
q

q
q q

l h a h q
G l x x h a hτ

−∗

− ∗

<− − −
= −  

这就证明了(iii)。 
引理 2. 设 x M ++∈ ，令 ( ) ( )( )1 rpg x xτ= ，则有下列结论成立： 
(i) 若 0r p≤ < ，则 g 为凹函数； 
(ii) 若 0p < 且 0r > ，则 g 为凸函数； 
(iii) 若 0 1p< ≤ 且 r p≥ ，则 g 为凹函数； 
(iv) 若 1p ≥ 且 0 r p< ≤ ，则 g 为凸函数； 
(v) 若 0 1p< ≤ 且 0r < ，则 g 为凸函数。 
证明：应用文献[8]中的定理 2 和定理 4 可知当 p满足 0p ≤ 或 1p ≥ 时， ( )px xτ→ 是凸函数；而当 p

满足 0 1p≤ ≤ 时， ( )px xτ→ 是凹函数。同时，我们注意到(命题 1，[4])在引理的条件下仍然成立。因此，

应用(命题 2，[4])的证明方法可知此引理成立。 
命题 1. 对自伴算子 x M∈ ，考虑函数 

( ) ( )( )log expr qg x xτ=  

当 1q > 时定义在自伴算子 ( ) 11x q −> − − 上；当 1q < 时定义在自伴算子 ( ) 11x q −< − − 上，则有下列结

论成立： 
(i) 若 1q−∞ < < 且 r q≥ ，则 g 为凸函数； 
(ii) 若1 2q< ≤ 且 r q≥ ，则 g 为凸函数； 
(iii) 若 2q ≥ 且 r q≤ ，则 g 为凹函数。 
证明：应用上述引理 2 的结论，结合(定理 4，[4])的证明过程可知本命题成立。 
我们注意到文献(定理 2.2，[9])在 von Neumann 代数的情形下依然成立。于是，仿照(定理 7，[4])的

证明过程能够得到如下引理。 
引理 3. 设 a 和 b 是自伴算子，下面结论成立： 
(i) 如果 1q < ，且 a 和 a b+ 都有上界 ( ) 11q −− − ，那么： 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144165


马宁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144165 328 应用数学进展 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
log exp log exp exp exp .

q q
q q q q q qa b a a a bτ τ τ τ

− −
+ − ≥  

(ii) 如果1 2q< ≤ ，且 a 和 a b+ 都有下界 ( ) 11q −− − ，那么： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
log exp log exp exp exp .

q q
q q q q q qa b a a a bτ τ τ τ

− −
+ − ≥  

(iii) 如果 2q ≥ ，且 a 和 a b+ 都有下界 ( ) 11q −− − ，那么： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
log exp log exp exp exp .

q q
q q q q q qa b a a a bτ τ τ τ

− −
+ − ≤  

基于上述引理，我们即可对本文的第二个主要结论展开证明。 
定理 2. 广义对数和指数形式的迹函数有如下刻画成立。 
(i) 如果 1q < ，那么对于 ( ) 11l q −< − − ， 

( )
( )

( ) ( ){ }2 2

0, 1
log exp max log ,q q

q q qx x
l x l x x

τ
τ τ τ− −

> =
= −  

且对于 0x > ， ( ) 1xτ = ， 

( )
( )

( ) ( ){ }1

2 2

1
log max log exp .q q

q q q
l q

x x x l lτ τ τ
−

− −

<− −
= −  

(ii) 如果1 2q< ≤ ，那么对于 1( 1)l q −> − − ， 

( )
( )

( ) ( ){ }2 2

0, 1
log exp max log ,q q

q q qx x
l x l x x

τ
τ τ τ− −

> =
= −  

且对于 0x > ， ( ) 1xτ = ， 

( )
( )

( ) ( ){ }1

2 2

1
log max log exp .q q

q q q
l q

x x x l lτ τ τ
−

− −

>− −
= −  

(iii) 如果 2q > ，那么对于 ( ) 11l q −> − − ， 

( )
( )

( ) ( ){ }2 2

0, 1
log exp min log ,q q

q q qx x
l x l x x

τ
τ τ τ− −

> =
= −  

且对于 0x > ， ( ) 1xτ = ， 

( )
( )

( ) ( ){ }1

2 2

1
log min log exp .q q

q q q
l q

x x x l lτ τ τ
−

− −

>− −
= −  

证明：只需证明1 2q< ≤ 的情形即可，对于 1q < 和 2q > 的情形则可以用相似的方法得到。令 0x > 且

( ) 1xτ = ，记 logqa x= ，则 ( )exp 1q aτ = 。应用引理 3 中的(ii)可知 

( ) ( )( )2 log exp logq
q q qx b x bτ τ− ≤ +  

其中 b 满足不等式 ( ) 1log 1q x b q −+ > − − 。进而，用 logql x− 代替 b 可得 

( ) ( ) ( )2 2log exp logq q
q q qx l l x xτ τ τ− −≤ +                           (3.1) 

即，上述不等式对 0x > ， ( ) 1xτ = 且 ( ) 11l q −> − − 成立。简单的计算可知，对暂时固定的 x ，若取 
logql x= ，则不等式(3.1)中的等号成立。因此，  

( )
( )

( ) ( ){ }1

2 2

1
log max log exp .q q

q q q
l q

x x x l lτ τ τ
−

− −

>− −
= −  

接下来，我来证明(i)中的另一个不等式。通过基本运算，对于 q∈我们可以得到等式 
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1 1log log logq
q q q

y y y
x x

−= +  

和 

11log log .q
q qx x

x
−= −  

因此， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1

11

exp 1log log exp exp log
exp exp

exp exp log exp .

qq
q q q q q

q q

qq
q q q q

l
l l

l l

l l l l

τ τ

τ τ

−

−−

= +

= −

 

由此可得 

( ) ( ) ( )

( )
( )( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )

2

2 1

2 2

2

exp exp
log exp log

exp exp

exp exp exp log exp
log exp

exp exp

exp
.

exp

q

q q
q q q

q q

q q
q q q q q

q q q q

q q

q

q

q

l l
l

l l

l l l l l
l

l l

l
l

l

τ τ
τ τ

τ τ τ τ
τ

τ τ

τ
τ

−

− −

− −

−

    
    +
    
     

= + −

  
  =      

 

因此，若暂时固定 l ，取 ( )( ) 1
exp expq qx l lτ

−
= ，则不等式(3.1)中的等式成立。故对 ( ) 11l q −> − −  

( )
( )

( ) ( ){ }2 2

0, 1
log exp max logq q

q q qx x
l x l x x

τ
τ τ τ− −

> =
= −  

因此，(i)中的两个结论都成立。 
在定理 2 中我们用 ( )logql h y h∗+ 代替 l ，可以得到下面的推论： 
推论 3. 设 Ih h∗ ≤ ，对于任意的 y M ++∈ ，下面结论成立： 
(i) 如果 1q < ，那么对于 0l ≤ ，我们有等式： 

( )( )( )
( )

( ) ( )( )( ){ }2 2

0, 1

log exp log

max log log ,

q q q

q q
q qx x

l h y h

x l x x h y h
τ

τ

τ τ

∗

− − ∗

> =

+

= − −
 

并且对于 0x > ， ( ) 1xτ = ， 

( )( )( )
( ) ( )( )( ){ }

2

2

0

log log

max log exp log .

q
q q

q
q q ql

x x h y h

x l l h y h

τ

τ τ

− ∗

− ∗

≤

−

= − +
 

(ii) 如果1 2q< ≤ ，那么对于 0l ≥ ，我们有等式： 
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并且对于 0x > ， ( ) 1xτ = ， 
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(iii) 如果 2q > ，那么对于 0l ≥ ，我们有等式： 
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