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摘  要 

图像配准在图像处理领域发挥着举足轻重的作用，尤其是在医学图像处理领域，需要能保持原器官拓扑

结构的非刚性图像配准方法。本文基于类Beltrami系数的保拓扑结构的非刚性医学图像配准方法，提出

了新的惩罚函数，使得类Beltrami系数满足 ( )N y 1< ，能更好地保证配准过程中的拓扑结构的保持。同

时，我们提出了新的保拓扑结构的非刚性医学图像配准模型，并证明了关键数学性质。最后，我们在多

个复杂的实际场景中进行了大量实验，验证了我们方法的优越性。 
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Abstract 
Image registration plays a crucial role in the field of image processing. Particularly in the area of 
medical image processing, there is a need for non-rigid image registration methods that can pre-
serve the topological structure of original organs. This paper presents a novel penalty function 
based on the topological-structure-preserving non-rigid medical image registration method using 
the Beltrami-like coefficients. By using this penalty function, the Beltrami-like coefficients satisfy 
the condition ( )N y 1< , which can better ensure the preservation of the topological structure dur-
ing the registration process. Meanwhile, we propose a new topological-structure-preserving non-
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rigid medical image registration model and prove its key mathematical properties. Finally, we con-
duct numerous experiments in multiple complex real-world scenarios to verify the superiority of 
our method. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景及意义 

图像配准，也称作图像匹配、图像融合，在图像处理领域发挥着重要的作用，已经成为图像处理领

域的重要研究课题。图像配准的目的是找到一个最优的几何变换来对齐相应的图像数据，这些图像对可

以来自于不同的成像时间，不同的成像机制，或者不同的成像角度。通过这种技术，我们可以得到两幅

或多组图像的对应信息，比较分析这些目标图像，得到我们想要的图像信息。目前，图像配准在遥感图

像处理、计算机视觉、机器人导航等多个领域都有非常广泛的研究与应用。 
随着数字技术的发展，数字图像技术愈发成熟，医学影像在疾病诊断、疾病预防、临床手术和术后

恢复等方面发挥着越来越重要的作用。与此同时，随着医学成像设备的快速发展，使得医学影像能保存

更加丰富与复杂的患者原始信息，这不仅能帮助医生更好地诊断，同时也为我们分析医学影像数据提供

了更多的信息与可能性。但是在医学诊疗过程中，为了得到患者更加全面和准确的医学信息，医生往往

会同时使用多种医学设备。这就使得医生需要综合这些不同的医学影像来得到所需的信息，因此，图像

配准在医学图像处理领域至关重要。无论是不同患者的医学影像对齐，还是同一患者的不同设备医学影

像，亦或是不同时期的医学影像对齐，都需要使用医学图像配准的技术。 
对于微小的形变或者简单的几何变换模型(比如线性)的形变，已经有许多已知和成熟的方法[1] [2]，

但是在当前时代下，面对现今各个领域更加复杂、更具挑战性的问题，这些简单的配准方法已经无法满

足我们的需求。特别是在医学图像领域[3] [4]，如在临床应用中，由于器官形变的复杂性和高度非线性，

普通的刚体配准(线性配准)已经很难达到应用要求。因此，非刚性图像配准成为了一个热点研究方向。 
非刚性图像配准的目的是在不同的图像之间寻找一个具有局部变化变形的最优映射。它在图像处理

的许多应用中起着最基础的作用，特别是现代医学图像分析。对于非刚性医学图像配准，由于人体组织

中广泛存在的非刚体性质，我们需要寻找可能来自不同成像模态的两个给定图像的非刚性映射。特别地，

由于目标器官的现实结构，我们需要保证配准过程保持目标器官的拓扑结构不发生变化，即在形变过程

中，目标器官不会发生空间折叠。基于上述事实，目前国内外学者提出的医学图像配准模型都会考虑到

以下几个方面的问题：(1) 配准之后的图像需要与参考图像尽可能相似，这部分需要根据图像的模态选择

合适的相似性测度，从而对齐图像。(2) 基于不同的实际需求及先验信息，需要选择合适的正则项，如光

滑正则项，弹性正则项等。在进行医学图像配准时，根据不同的应用场景，形变需要满足的性质则不同。

(3) 所得的图像配准模型必须保证得到的形变是一一对应的，也即不发生空间折叠。否则会破坏器官的解

剖结构，反而加大医生的诊疗难度，更可能导致医生的诊疗失误。(4) 综合上述三点，需要根据不同的实
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际任务，建立合适的图像配准模型，与此同时，图像配准特别是医学图像配准需要一定的计算效率，因

此需要选择适合的优化方法，高速、准确地求解所提出的图像配准模型。 
综上所述，医学图像配准在医学影像处理领域占据着重要的地位，且在临床等应用中，需要我们提

出更加复杂的保持拓扑结构的非刚性医学图像配准模型，以更好地帮助医生分析医学影像数据，更精准

地进行医学诊疗。 

1.2. 国内外研究现状分析 

对于非刚性医学图像配准，国内外研究学者基于不同的优化方法已经提出了许多解决方案，然而在

医学影像临床应用中仍是具有挑战性的研究领域，特别是需要在医学图像配准中加入保拓扑结构的先验

知识。由于微分同胚映射能保证映射的光滑映射和一一映射，故可以根据微分同胚建立合适的非刚性医

学图像配准模型，即在理论上保拓扑结构的非刚性配准[5]-[7]。在实际处理中，为了在数值上求解这种保

拓扑结构映射，就要保证得到的映射是一对一可逆映射，即使产生的映射形变，其雅各比行列式为正。

目前，已经成为数值上解决保拓扑结构映射的主要方法。 
在医学图像配准中，给定一个固定的模板图片 : nT R RΩ⊂ → 和一个运动图片 : nM R RΩ⊂ → ，其中

Ω 是 nR 上的一些图像域，通过形变场 ( ) : n ny x R RΩ⊂ → 将运动图像配准到模板图像的变分模型可以概

括为： 

( ) ( ) ( )min : ,
y

L y S M y T R yα= +  

其中 ( ),S M y T 是评估形变后的运动图像 M y 和固定模板图像 T 之间差异的保真度度量，正则项 ( )R y
则强迫优化形变场满足特定的约束条件，比如形变场的光滑性与保持拓扑结构。保真项 ( ),S M y T 的选

择通常取决于 M 和 T 的模态，同模态的问题广泛采用平方差的和的保真项(SSD)： 

( ) ( )( ) ( )( )221 1, : d
2 2

S M y T M y T M y x T x x
Ω

= − = −∫   

而当图像为不同成像模态时，一方面，可以定义更为复杂的保真项来衡量两幅图像之间的差异，如

归一化互相关(NCC)、交互信息(MI)以及比较 M y 和 T 的归一化梯度场等[8] [9]；另一方面，也可以将

不同模态图像投影到统一图像特征空间然后加以比较。为了使提出的优化模型在数学上有良好的表现，

在正则项上给形变增加额外的先验信息，许多研究工作已经提出了在不同变换先验信息上的正则项，如

弹性正则项[10]，基于粘度的正则项[11]，光滑正则项[12] [13]，以及更复杂的保持拓扑正则项，该正则项

明确保证 y 的雅各比行列式大于 0，即 det 0y∇ >  [7] [14]。 
最近的研究表明[15]-[17]，拟共形映射理论为拓扑保持映射提供了另一个适当的数学描述。拟共形映

射表明，如果 Beltrami 系数 µ 满足 ( )( ) 1y xµ < ，则对应的映射是微分同胚的，即 ( ) 1 det 0y yµ < ⇔ ∇ > 。

这意味着我们可以将具有挑战性的硬性约束条件 det 0y∇ > ，通过施加 ( ) 1yµ < 约束来隐式保持，这种形

式的约束条件在数值实验中更容易实现。但是，Beltrami 系数只定义在二维的复空间中，而我们研究的多

数医学影像为三维或更高维。最新的研究已经提出多种将经典 Beltrami 系数从二维扩展到 n 维的方法，

并提出了相应的正则项[15] [18]。 
Zhang 和 Chen 在三维空间提出了一种新的 Beltrami 系测度 ( )N y  [18]，并推广到一个 n 维拟共形映

射 f 上，但是需要考虑 n 的奇偶性，且在 2 维情形与传统 Beltrami 系数并不完全等价。为此，Huang 和

Chen 等人直接从 2 维 Beltrami 系数进行拓展，将传统的 Beltrami 系数从 2 维推广到 n 维，并提出了新的

保拓非刚性医学图像配准模型： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 21 2min : , d d d
2 2F Fy

L y D M y T y x x y x x N x xα α β
Ω Ω Ω

= + ∇ − + ∇ − + Φ∫ ∫ ∫  

其中新的测度 ( )N f 定义为： 

( ) ( )( )
( )( )

2 2

2 2

sign det det

sign det det

n
F

n
F

f n f f
N f

f n f f

∇ − ∇ ∇
=

∇ + ∇ ∇
 

且惩罚函数选取 ( ) ( )( )22 1 1v v vΦ = − + 。该模型能很好地保持目标图像的拓扑结构并能达到较好的配准

效果。 
但是 Huang 和 Chen 等人提出的类 Beltrami 系数正则项的惩罚函数的选取并不是最优的，在优化过

程中只能迫使 N 尽可能趋近于 0。而事实上，我们需要约束 1N < 才能保证拓扑结构，但从图像上来看，

只有 ( ) 1vΦ < 时， 1N < 才会成立。 

1.3. 本文的研究内容及创新点 

针对 Huang 和 Chen 等人提出的基于类 Beltrami 系数的保拓扑结构非刚性医学图像配准模型，我们

改进了其类 Beltrami 系数正则项的惩罚函数，并提出了新的保拓扑结构的非刚性医学图像配准模型，并

分析证明了该数学模型解的存在性。同时，我们使用多尺度金字塔的思想方法，运用高斯牛顿法迭代求

解所提出的模型。最后，我们在多个不同的三维医学图像配准任务上进行了大量的实验，实验结果表明

我们提出的保拓扑结构的非刚性医学图像配准模型在保证拓扑结构的同时，能得到更好的配准效果。 

2. 理论基础 

2.1. 经典 Beltrami 方程 

直观上讲，拟共形映射，也称为广义微分同胚，将一个域上的无穷小圆映射到目标域上的无穷小椭

圆，它代表一个保持定向的同胚映射，具有有界共形失真。 
定义 2.1 在二维空间中，存在映射 :f D D→ ′，其中 D 和 D′表示复空间 C 上的两个域，则 f 称为拟

共性映射，如果 f 满足经典的 Beltrami 方程： 

( ) ,f fz
z z

µ∂ ∂
=

∂ ∂
 

其中复值勒贝格可测函数 ( )zµ 满足 1µ
∞
< ，并称之为 Beltrami 系数。根据拟共形映射的理论，当 Beltrami

系数 ( ) 0zµ = 时，此时映射 f 则是局部共形的，反之，映射 f 则是不共形的。因此，我们可以使用 Beltrami
系数来评价映射 f 的局部共形性，通过局部无穷小椭圆的离心率和方向。 

可以看出，在上述 Beltrami 方程中，复值 z 在二维复空间 C 中正好与 z 垂直。因此，由 f 产生的共

形失真可以用 Beltrami 系数 ( )zµ 来表示，其中最大放大角是 ( )arg 2µ ，相应的放大系数为1 µ+ ，而最

大收缩角度是 ( )( )arg 2µ − π ，相应的收缩系数为1 µ− 。因此，可以通过以下公式计算局部失真： 

( ) 1
: ,

1dK f
µ
µ

+
=

−
 

这基本上量化了在拟共形映射下，一个无穷小球体形变为一个无穷小椭球体的扭曲程度。 
因此，Beltrami 系数提供了关于映射性质的所有信息。另一方面，如果给定一个 Beltrami 系数

( ) :z C Cµ → ，且满足条件 1µ
∞
≤ ，那么在复空间上总存在一个拟共形映射，它在分布意义上满足 Beltrami

方程。 
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2.2. n 维拟共形映射 

从其他角度来看，容易发现二维映射 f 的最大放大系数和最大收缩系数正是由 Tf f∇ ∇ 的最大特征值

和最小特征值分别给出的，且映射 f 是共形的当且仅当 Tf f∇ ∇ 的这两个特征值相等，即 ( ) 1dK f = 。这启

发了 Lee 等人将这种拟共形度量 ( )dK f 从二维空间扩展到 n 维空间。 
如果 f 是一个 n 维的拟共形映射， 1, , nλ λ 是矩阵 Tf f∇ ∇ 的特征值，那么有 

( )2 T
1Tr ,nFf f f λ λ∇ = ∇ ∇ = + +  

( ) ( )2 T
1det det .nf f f λ λ∇ = ∇ ∇ =   

且有均值不等式： 

( ) ( )
1

1 1 ,nn n nλ λ λ λ≤ + +   

通过观察这一点，LLL 模型通过计算 Tf f∇ ∇ 特征值的算术平均数与几何平均数的比值来评估一个 n
维映射 f 的局部失真，即 

( ) ( )

2

2
1 if det 0

det
otherwise

F
n

f
f

K f n f

 ∇
 ∇ >

=  ∇

+∞

 

显然，根据均值不等式，这个拟共形映射 f 的度量 ( )K f 大于或等于 1，即 ( ) 1K f ≥ ，且当 ( ) 1K f =

时映射 f 成为共形映射，当且仅当 Tf f∇ ∇ 的特征值全部相等。因此， ( )K f 的值恰当地描述了 f 与共形映

射之间的距离。 
在基于地标的三维配准模型(LLL)中，他们提出了基于测度的新的正则项： 

( )
( )

2
2

2 3 2min Δ s.t. det 0, , 1, ,
23 det

F
i iy

p q i mα∇
+ > = =

∇

y
y y y

y
  

其中 ( )y x 是一个三维映射， ip 和 iq 是对应的地标点。然而，当我们求解这个配准数学模型时，我们仍然

需要在每一步保证具有挑战性的硬性约束条件： det 0>y 。 

2.3. n 维类 Beltrami 系数方法 

观察 Beltrami 系数 µ 和它的失真度量 K 之间的关系，可以得到 

1.
1

K
K

µ −
=

+
 

显然，对任意的 1K ≥ ，在 µ 和 K 之间有一个一对一的映射，且当 ( ) 1K f = 时 0µ = ，此时映射 f 成
为共形映射。这意味着在 n 维空间中， µ 和 K 都可以用来量化拟共形映射的局部形变。受到这个想法的

启发，ZC 等人提出了类似 Beltrami 系数的度量 ( )1N y  (ZCO1)，以正则化一个三维映射 y，使得： 

( ) ( )
( )

2 2 3

1 2 2 3

3 det
,

3 det
F

F

y y
N y

y y

∇ − ∇
=
∇ + ∇

 

这仅仅是模仿了 µ 。为了进行比较，ZC 等人同时使用了另一个度量 ( ) ( )2N y K y=  (ZCO2)。 
然而，对于这两个度量，我们不能通过直接控制它们的值以保持变换的拓扑性质，我们仍然需要在

每一步都满足硬性约束条件 ( )det 0y∇ > 。为了避免这个困难的约束条件，文献[15]提出了另一个与三维
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连续可微映射 ( )y x 相关的类 Beltrami 系数的量 ( )N y ，即 

( ) ( )
( )

2

2 2 3
1 .
3 det

Fy
N y K y

y

∇
= =

∇
 

作为 y 的局部共形失真度量，并证明了它的关键数学性质： 

( ) 1 det 0,N y y< ⇔ ∇ >  

类似于二维 Beltrami 系数。对于新的度量 ZC，我们只需要隐式地保持约束 ( ) 1N y < ，而不需要满足

det 0y∇ > 。 
三维共形失真度量也可以推广到 n 维拟共形映射 f，如下所示： 

( )

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

det
if is odd

det

det
if is even and det 0

det

otherwise

n
F

n
F

n
F

n
F

n
n

n
N f

n
n f

n

 ∇ − ∇

∇ + ∇

=  ∇ − ∇ ∇ >

∇ + ∇

∞

f f

f f

f f

f f

 

然而，由于需要考虑 n 的奇偶性，这种 n 维类 Beltrami 系数的度量的形式相对复杂，因为对于偶数

n 要求 det 0y∇ > 。同时，新的度量与当 2n = 时的经典 Beltrami 系数 µ 不一致。 
为了解决上述 ZC 模型的问题，HC 等人提出了一种新的更通用的类 Beltrami 系数的度量方法： 

( ) ( )( )
( )( )

2 2

2 2

sign det det
.

sign det det

n
F

n
F

f n f f
N f

f n f f

∇ − ∇ ∇
=

∇ + ∇ ∇
 

与 ZC 类 Beltrami 系数度量相比，这个方法有两个巨大的优势：首先，该方法不需要考虑 n 的奇偶

性，具有更为统一的形式；其次，当 2n = 时，该方法与经典 Beltrami 系数相一致。与此同时，他们证明

了这个度量的关键数学性质： 

( ) 1 det 0,N y y< ⇔ ∇ >  

这可以看作是二维 Beltrami 系数在 n 维空间的自然推广。 
基于新的类 Beltrami 系数度量，他们提出了以下 HC 图像配准模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 21 2min : , d d d
2 2F Fy

L y D M y T y x x y x x N x xα α β
Ω Ω Ω

+ ∇ − + ∇ − + Φ∫ ∫ ∫  

其中，第一项数据保真项评估运动图像 M y 与模板图像 T 之间的差异，第二项和第三项保证变换的光滑

性，第四项中的惩罚函数 ( ) ( )( )22 1 1v v vΦ = − + 施加微分同胚条件 ( ) 1N y < ，即 det 0y∇ > 。 
在上述将二维 Beltrami 系数自然推广到 n 维空间的研究中，已取得了令人满意的成果。但是在上述

最新提出的 HC 模型中，为了施加微分同胚(即保持拓扑结构)的条件，需要通过选取合适惩罚函数来实

现，观察可以发现，他们选取的惩罚函数并不是最合理的，仍有许多改进空间。 

3. 提出的保拓扑结构非刚性医学图像配准模型 

在这一章中，我们首先提出了一个新的惩罚函数，使得我们的新的变分模型满足保拓扑结构的条件

( ) 1N y < 。然后，基于我们提出的新的惩罚函数，我们进一步提出了一个新的保拓扑结构的图像配准模

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144136


吴霖磊 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144136 27 应用数学进展 
 

型并证明了这个模型的解的存在性。 

3.1. 提出的新惩罚函数 

在 C. Huang 等人提出的模型中，她们选择了惩罚函数： 

( )
( )

2

21 1
vv

v
Φ =

− +
 

通过最小化惩罚函数 ( )( )N yΦ 使得 ( ) 1N y < ，并得到了不错的保拓扑结构的配准效果。 
在我们的工作中，我们提出了一个新的惩罚函数： 

( ) ( )Φ log 1 max 0, 1v v= + −    

与 HC 惩罚函数相比，我们使用了对数类型的惩罚函数。为了使提出的惩罚函数具有上界，我们增

加了最小值函数限制： 

( ) ( ){ }min 2,log 1 max 0, 1v vΦ = + −    

通过最小化我们的惩罚函数，可以迫使 Beltrami 类系数 ( ) 1N y < ，且取得更好的保拓扑配准效果。 
两个惩罚函数的图像如图 1 所示。可以发现，在 HC 惩罚函数中，如果 v 小于 1，则惩罚函数 ( )vΦ

也会小于 1，因此通过最小化惩罚函数 ( )vΦ ，HC 模型可以尽可能地使 v 小于 1。然而，HC 惩罚函数并

不能明确的保证 1v < 。我们可以观察到，随着 v 的逐渐增大， ( )vφ 也会逐渐减小。因此，在最小化 HC
模型时可能会产生一些问题。因此，我们构造了一个新的惩罚函数，如图所示。容易发现，当我们最小

化惩罚函数 ( )vΦ 时，我们可以确保 v 逐渐减小，特别地，当 v 小于 1 时，惩罚函数 ( )vΦ 将会急剧减小

为 0。因此，相较于 HC 惩罚函数，我们的惩罚函数能更好地施加微分同胚的条件 ( ) 1N y < 。 
 

          
Figure 1. HC penalty function (left), our penalty function (right) 
图 1. HC 惩罚函数(左)，提出的惩罚函数(右) 

3.2. 新的保拓扑结构的图像配准模型 

基于我们提出来的新的保拓扑结构的惩罚函数，我们提出了新的保拓扑结构的非刚性医学图像配准

模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 21 2min : , d d d
2 2F Fy

L y D M y T y x x y x x N x xα α β
Ω Ω Ω

= + ∇ − + ∇ − + Φ∫ ∫ ∫  
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其中第一项保真项 ( ),D M y T 用来保证模板图像 T 和运动图像 M y 的配准相似性，第二项和第三项用

来保证形变场 y 的光滑性，最后一项则用来保证微分同胚的条件 ( ) 1N y < ，也就是 ( )det 0y∇ > ，从而保

证该模型能保持拓扑结构，通过最小化我们的惩罚函数： 

( ) ( ){ }min 2,log 1 max 0, 1v vΦ = + −    

在我们的工作中，我们主要关注来自不同模态的三维医学图像的非刚性配准问题，在实际情况与处

理中，这个问题仍具有很大的挑战性。在这样的背景下，我们通过比较模板图像 T 和运动图像 M y 的归

一化的梯度场来构建保真项，也就是比较梯度的方向： 

( ) ( )22* * * * * *, d dD M y T M y T x M y T M y T x
Ω

= ∇ −∇ + ∇ + ∇ − ∇ +∇∫   
 

其中 *∇ 表示归一化梯度算子。 
在我们的研究中，我们认为所有给定的图像在Ω上是连续可微且有紧支撑的，而且形变 y 是二阶可

导的。现在，我们分析我们提出的模型在函数空间 ( )2,2W Ω 上解的存在性。 
不失一般性，我们有下述两个事实： 
定义 3.1 如果 3RΩ⊂ 是一个开集，假设函数 [ )3 3 3 3 3 3: 0,f R R R× × ×Ω× × × → +∞ 满足下列条件： 
(i) ( ), , ,f x ⋅ ⋅ ⋅ 在 x∈Ω上几乎处处连续。 
(ii) ( ), , ,f x y ψ Θ  对任意的 ( ) 3 3 3 3 3 3, ,y R R Rψ × × ×Θ ∈ × × 是关于 x 可测的。 

则称函数 f 是 Caratheodory 函数。 
引理 3.2 如果 3RΩ⊂ 是一个开集，假设函数 [ )3 3 3 3 3 3: 0,f R R R× × ×Ω× × × → +∞ 满足下列条件： 
(i) f 是 Caratheodory 函数。 
(ii) ( ), , ,f x y ψ Θ 是关于Θ的拟凸函数。 
(iii) ( ) ( ) ( )2 2 20 , , ,f x y a x C yψ ψ≤ Θ ≤ + + + Θ ，其中 ( ) ( )1 , 0a x L C∈ Ω ≥ 。 

那么 ( ) ( ), , , dL y f x y xψ
Ω

= Θ∫ 是 ( )2,2W Ω 上的弱下半连续函数(表示为 wlsc)。 

实际上，我们可以将我们提出的模型重新表示为： 

( ) ( )2, , , d ,L y f x y y y x
Ω

= ∇ ∇∫  

其中 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 32
2 21 2

2 32

| | 3sign det det
, , , ,

2 2 | | 3sign det det
F

F

f x y D M y T I
ψ ψ ψα αψ ψ β
ψ ψ ψ

 −
 Θ = + − + Θ + Φ
 + 







 

解空间定义为 ( ) ( ){ }2,2 : onW y W y x x= ∈ Ω = ∂Ω ，然后我们可以得到下述结论。 
命题 3.3 如果模板图像 T 和运动图像 M 在Ω上具有紧支撑且连续可微，则我们提出的模型目标函

数是 ( )2,2W Ω 上的弱下半连续函数(wlsc)。 
证明. 为了证明这个结论，我们需要满足引理的三个条件： 
(i) 首先，我们假定模板图像 T 和运动图像 M 是连续可微的，因此它们的归一化梯度场也是连续的。

所以我们容易得到 ( )f ⋅ 是 Caratheodory 函数。 
(ii) 其次， ( ), , ,f x y ψ Θ 是关于Θ的凸函数，因此也是拟凸函数。 
(iii) 最后，由于 ( )* 1M y∇ ≤ 以及 ( )* 1T∇ ≤ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2* * * * * * 4,M y T M y T M y T∇ + ∇ − ∇ +∇ ≤ ∇ + ∇ ≤    

且对于任意的 v，有 ( ) ( )( )( )min 2,log 1 max 0, 1 2v vΦ = + − ≤ ，因此可以得到 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )

22 2 * *1 2
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2 21 2

2 2 2
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2 2

| | 2sign det det
| | 2sign det det

2 2 4
2 2

2 6
2
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F
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F

f x y I M y T

M y T M y T
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α αψ ψ

ψ ψ ψ
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ψ ψ ψ

α αψ β

α ψ β

Θ = − + Θ + ∇ −∇

+ ∇ + ∇ − ∇ +∇

 −
 + Φ
 + 

≤ + Θ + + +

≤ + + Θ + +



 





 

其中 ( )1 2max ,α α α= 。因此，函数 ( )f ⋅ 满足 0 f≤ 以及 ( )2 2 2f C yα ψ≤ + + + Θ ，也意味着满足引理的

条件(iii)： ( ) 2 6a x a β≡ = + 以及 2C α= 。 
因此，函数 ( )f ⋅ 是 ( )2,2 ΩW 上的弱下半连续函数。 
基于引理 3.2 和命题 3.3，我们可以证明我们提出的模型解的存在性。 
定理 3.4  如果 T 和 M 在Ω上连续可微和紧支撑，则我们提出的模型优化问题在空间 W 上至少存在

一个解，其中 ( ) ( ){ }2,2 : onW y W y x x= ∈ Ω = ∂Ω 。 
证明. 因为 ( )L y 有下界 0，所以可以找到 ( )L ⋅ 的一个最小序列 ( )n n N

y W
∈

⊂ ，使得 

( ) [ ] ( )1 : infn n y W
L y m L y→∞ ∈

 → =  

由于 ( )TMGF y 的正则性以及广义的庞加莱不等式，存在常数 1 2,C C R∈ 使得 

( ) 2,2
2

1 2WL y C y C≥ +  

又因为 ( ) ( )TML Id GF Id= 是有限的，我们可以假设 ( )( )n n N
L y

∈
以一个常数 2 0m > 为界，确保序列

( )n n N
y

∈
在 W 中一致有界： 

( ) 2,2
2

2 1 2n n Wm L y C y C≥ ≥ +  

( )2,2W Ω 是一个自反空间，因此存在一个序列，记为 ( )l l
n n N

y
∈

满足在 ( )2,2W Ω 空间， *
ln ny y→∞→ 弱

收敛。应用引理 3.3 中的函数 ( )L y 的弱下半连续性(wlsc)，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*inf lim lim inf
l

l
n ny W n n y W

L fy L y L y L y L y
∈ →∞ →∞ ∈

= = ≥ ≥  

因此， *y W∈ 。 

4. 数值实验 

在这一章，我们研究了在具体场景中我们的配准方法的实际效果，既包括了简单的人造三维图像，

也包括具有挑战性的临床医学图像。由于本文提出的方法是基于 HC 方法改进的配准方法，且 HC 方法

在配准方面的精度以及效率优于主流的方法，因此实验以 HC 方法为主要的对比基准。 
关于模型中的参数 1 2,α α 以及 β 的选择，本文手动选取参数，使两种方法尽可能得到最好的配准效果。 
首先，在章节 4.1，我们通过两张三维人工图像测试了同模态图像的配准效果。然后，在章节 4.2 和

4.3 我们在多模态图像上进行了实验。在章节 4.2 中，我们使用了 40 个病人三维大脑核磁图像。在章节

4.3 中，我们配准了 27 个病人的多期相腹部 CT 图像。最后两个实验都是极具挑战性的多模态场景，能

够很好地展示我们模型的实际配准效果。 
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4.1. 三维人工图像配准实验 

首先，我们人工生成了三维图像，并在三维人工图像上进行了配准实验，并与 HC 方法进行了比较。

显然，我们的方法与 HC 方法相比刚性配准都取得了更优的配准效果。而且相比于 HC 方法，我们的方

法的配准表现有轻微的领先。在表 1 中我们展示了详细的结果。可以发现，在 DSC，Re_SSD 和 NCC 中，

我们的方法均优于 HC 方法，在时间方面则与 HC 方法相当。表中的指标： min det∇表示计算得到的形

变场中的最小的雅各比行列式，可以观察到我们和 HC 的方法求得的最小雅各比行列式均大于 0，也就意

味着我们的方法与 HC 方法一样，都能保持形变后的拓扑结构不发生变化。 
 

Table 1. Experiments result on synthetic image registration 
表 1. 人工合成图像配准实验结果 

 DSC Re_SSD NCC min det∇  max det∇  Times 

提出的方法 0.918 1.87% 0.899 0.183 2.868 37 

HC 方法 0.914 2.03% 0.892 0.206 2.908 36 

4.2. 三维大脑核磁配准实验 

在这个实验中，我们使用了 40 个来自不同项目的三维大脑核磁图像进行配准实验。具体来说，我们

使用第一张图像作为固定图像，并使用剩下的 39 张图像作为运动图像。因此，总共进行了 39 次配准实

验。 
由于这 40 个三维大脑核磁图像来自不同的病人，因此不同于人工图像配准实验，这个实验是一个具

有挑战性的多模态图像配准实验。正如表 2 中展示的结果，我们可以发现我们的方法仍然能胜任该实验

任务，并在配准性能表现上优于 HC 方法。我们的方法在 DSC 和 NCC 中依然优于 HC 方法，在时间上

则与 HC 方法相当。与此同时，我们的方法和 HC 方法的 min det∇均大于 0，也就意味着仍然保持了拓扑

结构。 
 

Table 2. Experiments result on 3D brain MRI registration 
表 2. 三维大脑核磁配准实验结果 

 DSC NCC min det∇  max det∇  Times 

提出的方法 0.616 ± 0.039 0.958 ± 0.008 0.466 ± 0.061 1.977 ± 0.175 163 ± 44 

HC 方法 0.614 ± 0.040 0.957 ± 0.012 0.438 ± 0.070 1.981 ± 0.189 162 ± 44 

4.3. 多期相腹部 CT 图像配准实验 

在本研究中，我们对从不同扫描阶段获得的三维多期腹部 CT 图像进行了多模态图像配准实验。在

图 2 中，我们展示了腹部 CT 的四个不同时期的图像。具体来说，我们使用了 27 个患者的数据，对于每

一个患者，我们将动脉期图像作为固定图像，并将剩余三个时期的图像配准到动脉期图像上，因此，我

们共进行了 81 次配准实验。特别的，在本次实验中，关于 DSC，我们选择肝脏病变区域作为我们的感兴

趣区域。 
由于造影剂的注射，不同时期的 CT 图像会呈现不同的灰度特征，导致不同时期的图像像素之间缺

乏强度一致性，并且成像过程中的生理运动(如呼吸)会导致不同时期的图像发生扭曲，因此多期腹部 CT
图像配准任务是一项十分具有挑战性的多模态医学图像配准任务。详细结果如表 3 所示，可以发现，我
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们的方法在 DSC 和 NCC 方面仍然领先于 HC 方法，但是在时间上有轻微滞后。当然，我们的方法和 HC
方法依然保证了拓扑结构，因为 min det∇都大于 0。 

 

 
Figure 2. Four-phase abdomen CT image 
图 2. 四期腹部 CT 图像 

 
Table 3. Experiments result on multi-phase abdomen CT image registration 
表 3. 多期相 CT 图像配准的实验结果 

 DSC NCC min det∇  max det∇  Times 

提出的方法 0.870 ± 0.068 0.964 ± 0.017 0.089 ± 0.061 4.158 ± 1.233 263 ± 74 

HC 方法 0.868 ± 0.069 0.960 ± 0.021 0.065 ± 0.053 3.168 ± 0.905 241 ± 99 

5. 总结与展望 

在本文研究中，基于 HC 方法，我们主要改进了可以保持拓扑结构的三维医学图像配准模型。结果

显示，改进后的模型在几乎相同的时间内取得了更好的性能。实际上，在保拓扑结构的图像配准实验中，

与其他几种常见的主流方法相比，HC 方法在准确性和效率方面已经取得了非常好的成果。 
我们认为，HC 配准模型的惩罚函数并不是最合理的选择。正如我们在 3.1 节中所讨论，HC 惩罚函

数背后存在着一些问题。相比之下，我们提出的惩罚函数能更有效地保持拓扑结构。在所有实验中，我

们提出的基于新的惩罚函数的配准模型在配准精度上都达到了更好的效果，在收敛速度上都达到了近乎

相同的时间。在简单的场景中，如三维人工图像配准实验(章节 4.1)，我们的方法和 HC 方法在精度和效

率上都能得到令人满意的结果。在实际更复杂和困难的现实场景中，相比于 HC 方法我们的方法仍然取

得了最好的表现(章节 4.2，章节 4.3)。特别是在章节 4.3 中，我们选择肝脏部分的病灶作为我们的感兴趣

区域，这个区域的研究在临床诊断中非常有意义。因此在章节 4.3 中，我们使用病灶区域来评估配准效

果。正如在表中展示的结果，病灶区域的 DSC 结果意味着我们的配准模型在临床诊断中能很好地应用且

取得了比 HC 方法更好的效果。此外，正如所有实验所示，我们的方法可以有效地保持图像的拓扑结构。 
最后，我们提出的惩罚函数仍然不是最优的选择。在将来的研究中，我们将探索惩罚函数的更多可

能性。另一方面，我们将会继续探索能保持拓扑结构的图像配准模型。 
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