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摘  要 

本文针对一类一般线性椭圆最优控制问题，应用了一种带有强Wolfe-Powell准则的共轭梯度算法对其进

行求解，并从理论上分析了带有强Wolfe-Powell准则的共轭梯度算法的可行性以及全局收敛性。最后，

我们做了相应的数值实验去验证算法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we investigate a class of general linear elliptic optimal control problems. The conju-
gate gradient method with strong Wolfe-Powell criterion is used to solve this research problem. The 
feasibility and global convergence of conjugate gradient method with strong Wolfe-Powell criterion 
is theoretically proved. Finally, we do the corresponding numerical experiments to verify the feasibil-
ity of algorithm. 
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1. 引言 

近年来，偏微分方程约束的最优控制问题在实际问题中得到了广泛的应用。例如：在生物医学领域，

文献[1]研究了一个带有交叉扩散算子的耦合非线性抛物型最优控制问题，该问题描述了肿瘤细胞的密度、

效应免疫细胞、循环淋巴细胞群和化疗药物浓度，以求达到控制药物的注射量并避免药物的副作用。在

公共交通领域，文献[2]描述了多个高速列车运行的分布式控制，该模型克服了通信约束，实现了有效的

速度控制。在生物研究领域，文献[3]用分布式最优控制问题描述生物模式中新的机械化学模型。在化学

研究领域，文献[4]探究邻苯二甲酸酐的最大合成产率，建立了一个带有终端约束和控制变量约束的最优

控制问题，并提出了一种基于罚函数方法和遗传算法的数值方法用于求解，最后得到了“最优反应温度”

及“最佳反应物浓度”。 
在本文中，我们主要关注以下的一般线性椭圆最优控制问题： 

( ) ( ) ( )22
2 21 1min

2 2d LLu
J u y y u

ΩΩ
= − +                             (1) 

0 in ,
s.t.

0 on ,
Ly c y u f
y

+ = + Ω
 = ∂Ω

 

其中 ( )1
0:y Y H∈ = Ω ， ( )2:u U L∈ = Ω ， ( )  2,3nR nΩ⊆ = 是一个带有光滑边界 ∂Ω的开、凸区域，函数 ,dy f

均为已知项， 0α > 为正则化参数，L 为一致性椭圆微分算子并定义为： 

( )
, 1

,
i j

n

ij x xi j
Ly a y

=

= −∑∶  

其中 ( )0,ija c L∞∈ Ω ， 0 0c ≥ ， ij jia a= 以及存在常数 0θ > ，使得 

( ) 2

, 1
, a.e , .

n
n

ij i j
i j

a x x Rε ε θ ε ε
=

≥ ∈Ω ∀ ∈∑  

参考文献[5] [6]可知，对于任意的1 p≤ < +∞，状态方程具有唯一解 ( ) ( )1 2,
0

p
uy H W∈ Ω ∩ Ω 。由于

( ),J y u 是一致凸的，所以问题 ( )1 具有唯一解。 
针对线性椭圆最优控制问题的研究，目前已出现许多成果。如文献[7]，陈和宋等人针对一个带有关

于控制变量的“盒子约束”的一般线性椭圆最优控制问题，陈和宋等人先是使用了标准线性有限元方法

对问题进行离散，再利用一种改进的多层次交替方向乘子法(mADMM)对离散化后的问题进行数值求解。

陈和宋等人证明了提出的多层次交替方向乘子法(mADMM)具有良好的收敛性质以及算法复杂度 ( )1o k 。

在文献[8]中，林同样利用有限元离散和一种修改的交替方向乘子法(mADMM)对一类具有混合控制–状

态约束的线性椭圆最优控制问题进行研究，林从理论上证明了提出的修改的交替方向乘子法(mADMM)
的全局收敛性和收敛速率。文献[9]则是针对一类带有 1L -“控制项”以及关于控制变量的逐点控制约束的
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线性椭圆最优控制问题，宋和陈等人讨论了多种类型的有限元先验误差估计，同时提出了一种新方案去

离散 1L 范数并获得了相应的先验误差估计，误差分析证明了提出的离散方案并不影响误差估计的精度阶。

文献[10]则探讨了一种虚单元法并将其应用于一类带有逐点控制约束的线性椭圆最优控制问题，王和周

分别推导了关于控制变量、状态变量以及协态变量的先验误差估计和后验误差估计。 
针对定义在规则区域上的椭圆偏微分方程，五点中心有限差分方法的误差估计精度阶为 ( )2o h ，具有

较高的收敛速度，以及强 Wolfe-Powell 准则在收敛速度以及稳定性方面都做了相应的改进，具有较快的

收敛速度以及较强的数值稳定性。 
在本文中，我们主要参考文献[11]以及文献[6]的共轭梯度算法，并将其应用于求解问题(1)，并分析

算法的可行性以及全局收敛性。 
接下来我将简要介绍在本文中用到的两个算法，即五点中心有限差分方法以及带强 Wolfe-Powell 准

则的共轭梯度算法。 

2. 预备知识 

首先，我们定义问题(1)的梯度如下： 

( ) ( ), ,J y u u p g uα∇ = − =  

其中 ( ) ( )2 2: L L∇ Ω → Ω 是梯度算子，p 为 

0 in ,
0 on ,

dLp c p y y
p

+ + = Ω
 = ∂Ω

                               (2) 

的解。y 为 

0 in ,
0 on ,

Ly c y u f
y

+ = + Ω
 = ∂Ω

                                (3) 

的解。为了保证共轭梯度法的顺利运行，我们归纳需数值求解的方程如下： 

0

0

in ,
0 on ,

in ,
0 on ,

i i i

i

i i i
d

i

Ly c y u f
y
Lp c p y y
p

 + = + Ω


= ∂Ω


+ + = Ω
 = ∂Ω

                               (4) 

接下来，我们便利用五点中心有限差分方法对问题(4)进行离散，我们只给出有限差分离散的过程和

结果，关于有限差分方法的误差估计研究部分，详细可查阅文献[12]。 
首先，我们将问题定义在二维情况，即 ( ) ( ) 2, ,a b c d RΩ = × ∈ 。其次，我们使用均匀笛卡尔网格对区

间 Ω进行均匀划分，假设“x 轴方向”的划分区间为 1N ，“y 轴方向”的划分区间为 2N ，进一步我们可

以得到“x 轴方向”的步长为 ( )1 1h b a N= − 以及“y 轴方向”的步长为 ( )2 2h d c N= − 。因此，我们可以

得到 Ω的网格点集： 

( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, , | 0, , 0, ,;k j
h x x a kh c jh k N j NΩ = = + + = =   

以及 hΩ 的边界点集 h∂Ω ： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 1 1 1 2, , , , , , , | 0, , 0,; , .h a c jh b c jh a kh c a kh d k N j N∂Ω = + + + + = =   

为了表述的方便，我们定义 ,
i
k ju 、 ,

i
k jy 、 ,

i
k jp 、 ,k jf 、 ,dk jy 分别为 ( )1 2,i k ju x x 、 ( )1 2,i k jy x x 、 ( )1 2,i k jp x x 、
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( )1 2,k jf x x 、 ( )1 2,k j
dy x x 的近似， hu 、 hy 、 hp 、 hf 、 dhy 分别为 , 1 1k j n n

u
− × −

   、 , 1 1k j n n
y

− × −
   、 , 1 1k j n n

p
− × −

   、

, 1 1k j n n
f

− × −
   、 , 1 1dk j n n

y
− × −

   的近似。进而我们可以得到(4)的五点中心有限差分格式如下： 

0 in ,
0 on

i i i
h h h h h h
i
h h

L y c y u f
y

 + = + Ω


= ∂Ω
                            (5) 

0 in ,
0 on

i i i
h h h h dh h
i
h h

L p c p y y
p

 + + = Ω


= ∂Ω
                            (6) 

其中 hL 为一致性椭圆微分算子L的离散化形式，
1 2h h h h h hL y y A A y= + 以及 ( ) 2tridiag , 2 ,

mh mm mm mm mA a a a h= − ，

1,2m = 。同时，问题(1)的目标泛函的离散化格式也表述如下： 

( )
( ) ( )2 2

2 21 ,
2 2h h h h

i i
h h h dh hL L

J u y y uα
Ω Ω

= − +  

其中 ( )2
h hL Ω

⋅ 为定义在 hΩ 上的离散 2L 范数，并满足：对任意 1N + 阶矩阵 hw ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 T1 2, ,

4h h h hh h h h hL L

h hw w w ll w w
Ω Ω

⋅= =  

其中 [ ]T1,2,2, ,2,1l =  是 1N + 维向量， ( ) ( ) ( ), ,h h h hw w w i j w i j=⋅ ×  。 
接下来，我们进一步阐述用于求解问题(5)~(6)的共轭梯度算法。 
首先，我们定义在数值迭代求解过程中，对于所有正整数 0i ≥ ，共轭梯度更新公式如下： 

1,i i i i
h h hd g dβ −= − +                                     (7) 

其中 i
hg 是梯度 ( )i

hg u 的缩写，调整系数 iβ 满足 
0

1

0,

, 1,2,
i
hi

i
h

g
i

g

β

β
−

 =



= =




                                  (8) 

进而我们定义控制变量更新公式如下： 
1 1.i i i i

h h hu u dτ− −= +  

其中参数 iτ 满足强 Wolfe-Powell 准则： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

, ,

, ,

i i i i i i i
h h h h h h h

i i i i
h h h h

J u d J u g d

g d g d

τ ρτ

σ+

 + ≤ +


≤ −

                          (9) 

以及 0 0.5ρ σ< < < 。梯度更新公式定义如下： 
1 ,i i i i

h h hg g gτ+ = +                                     (10) 

其中 

1 .i i i
h h hg d pα= −  

1
i
hp 是 

1 0 1 1

1

in ,
0 on

i i i
h h h h h
i
h h

L p c p y
p

 + = − Ω


= ∂Ω
                             (11) 

的解。 1
i
hy 为 
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1 0 1

1

in ,
0 on

i i i
h h h h h
i
h h

L y c y d
y

 + = Ω


= ∂Ω
 

的解。我们进一步构造状态变量和协态变量的更新公式： 
1 1 1

1
1 1 1

1

,
.

i i i i
h h h
i i i i
h h h

y y y
p p p

τ
τ

− − −

− − −

 = +


= +
 

综合以上信息，我们给出结合了强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的流程： 
输入：剖分区间数 1 2,N N ，控制变量初始估计 0

hu ，误差精度 ε 。 
输出：控制变量数值解 i

hu ，状态变量数值解 i
hy 。 

步骤一：令 0i = ，对 

0

0

,

0,

,

0,

i i i
h h h h h
i
h

i i i
h h h h dh
i
h

L y c y u f

y

L p c p y y

p

 + = +


=


+ + =
 =

 

进行数值求解，进而得到数值解 i
hy 和 i

hp 。 
步骤二：计算梯度 

i i i
h h hg u pα= −  

以及共轭梯度 
0 0

1

0,
1.

h h
i i i i
h h h

d g i
d g d iβ −

 = − =


= − + ≥
 

步骤三：如果
( )2

h h

i
h L

g ε
Ω

≤ ，算法停止迭代，输出数值解。 

否则，对 

1 0 1 1

1

1 0 1

1

in ,
0 on

in ,
0 o

,

n

i i i
h h h h h
i
h h

i i i
h h h h
i
h h

L p c p y
p
L y c y d
y

 + = − Ω


= ∂Ω


+ = Ω
 = ∂Ω

 

进行数值求解，以得到 1
i
hp 和 1

i
hy ，从而我们可以计算 1

i i i
h h hg d pα= − 。同时，根据强 Wolfe-Powell 准则确

定最优迭代步长 iτ 。从而进一步更新控制变量和状态变量 
1

1
1

,

.

i i i i
h h
i i i i
h h h

u u d

y y y

τ

τ

+

+

 = +


= +
 

令 1i i= + ，返回步骤二。 

3. 性质分析 

接下来我们将讨论带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的可行性以及全局收敛性。为了方便，我 
们把 ( )2 Ωh hL⋅ 简写为 ⋅ 。首先，我们先讨论带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的可行性，即在每一 

步迭代中，均存在 iτ 满足强 Wolfe-Powell 准则。在证明强 Wolfe-Powell 准则在每一步迭代中均成立之前，

我们先给出以下引理： 
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引理 3.1：假定共轭梯度 i
hd 由(6)~(7)定义以及 iτ 满足强 Wolfe-Powell 准则(8)，则对于所有 0i ≥ ，有 

( )2 21 2 1, .
1 1

i i i i
h h h hg d g gσ

σ σ
−

≤ ≤
− −

 

证明：当 0i = 时， 0 0
h hd g= − ，此时 ( ) 20 0 0,h h hg d g= − 成立，显然 

( )2 20 0 0 01 2 1,
1 1h h h hg d g gσ

σ σ
−

≤ ≤
− −

 

成立。 
当 1i ≥ 时，我们使用归纳法进行证明。 
假设当1 i n≤ ≤ 时， 

( )2 21 2 1,
1 1

i i i i
h h h hg d g gσ

σ σ
−

≤ ≤
− −

 

成立。 
当 1i n= + 时，根据强 Wolfe-Powell 准则(8)第二个不等式，我们可以得到 

( ) ( )

( )

( )( )

1 1 1 1 1

21
21 1

2

21
21

2

, ,

,

, .

n n n n n n
h h h h h

n
hn n n

h h hn
h

n
hn n n

h h hn
h

g d g g d

g
g g d

g

g
g g d

g

β

σ

+ + + + +

+
+ +

+
+

= − +

= − +

≤ − + ⋅ −

 

由于当1 i n≤ ≤ 时， ( ) 21,
1

i i i
h h hg d g

σ
≥

−
。 

因此， 

( )( )
21

2 2 2 21 1 1 1
2

2 1, .
1 1

n
hn n n n n n

h h h h h hn
h

g
g g d g g g

g

σ σσ
σ σ

+
+ + + +−

− + ⋅ − ≤ − + =
− −

 

综合以上结果，我们可以得到 

( ) 21 1 12 1, .
1

n n n
h h hg d gσ

σ
+ + +−

≤
−

 

同理可得 

( ) ( )

( )

21
21 1 1 1

2

21
21

2

21
2 21

2

21

, ,

,

1
1

1 .
1

n
hn n n n n

h h h h hn
h

n
hn n n

h h hn
h

n
hn n

h hn
h

n
h

g
g d g g d

g

g
g g d

g

g
g g

g

g

σ

σ
σ

σ

+
+ + + +

+
+

+
+

+

= − +

≥ − + ⋅ ⋅

≥ − + ⋅ ⋅
−

=
−
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故引理得证。                                                                         □ 
定理 3.1：对任意 0i ≥ ，都存在 iτ 满足强 Wolfe-Powell 准则(8)。 
证明：先分析(8)中第二个不等式，将(9)代入(8)中第二个不等式，可以得到 

( )( ) ( ) ( )( )1 , , 1 , .i i i i i i i
h h h h h hg d g d g dσ τ σ− ≤ ≤ − +  

显然，当 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )

, ,
1 1

, ,

i i i i
h h h hi
i i i i
h h h h

g d g d

g d g d
σ τ σ− ≤ ≤ − +

 

 

时， ( ) ( )1, ,i i i i
h h h hg d g dσ+ ≤ − 成立。 

接下来分析(8)中第一个不等式，易知 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 21 1 1

2 2
2 2

1 1

1 1
2 2 2 2

, , .
2 2

i i i i i i
h h h h h dh h h dh h

i i
i i i i i i i i
h dh h h h h h

J u J u y y u y y u

y y y y u d d

α α

τ α τ
τ ατ

+ + +  − = − − − − − 
 

= − + + +

        (12) 

根据 ( ),⋅ ⋅ 的定义，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 0 1, , , , .i i i i i i i i i i
h dh h h h h h h h h h h hy y y L p c p y L y c y p d p− = − + = − + = −            (13) 

同理可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1, , , , .i i i i i i i i i i i
h h h h h h h h h h h h hy y y L p c p y L y c y p d p= = − + = − + = −         (14) 

把(13)、(14)代入到(12)中，以及利用(9)中第一个不等式，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 , , , .
2

i
i i i i i i i i i i

h h h h h h h h h hJ u J u d g d g d g
τ

τ ρτ+ − = + ≤  

显然，当 

( )
( )
( )

,
0 2 1

,

i i
h hi
i i
h h

d g

d g
τ ρ≤ ≤ −



 

时，不等式 

( ) ( ) ( ),i i i i i i i
h h h h h h hJ u d J u g dτ ρτ+ ≤ +  

成立。 
由于 ( )1 2 1σ ρ− > − ，因此，存在 

( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

, , ,
1 ,min 2 1 , 1 ,

, , ,

i i i i i i
h h h h h hi
i i i i i i
h h h h h h

d g d g d g

d g d g d g
τ σ ρ σ

    ∈ − − − + 
    

  

 

使得强 Wolfe-Powell 准则(8)成立。                                                           □ 
以上我们证明了带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的可行性。除了算法的可行性之外，算法的

收敛性也是讨论的重点。共轭梯度算法的全局收敛性是其得到广泛应用的一个原因之一，接下来，我们

便讨论带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的全局收敛性。首先，我们先引入一个引理。 
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引理 3.2：[6]假定 i
hg 、 i

hd 分别由(10)、(7)定义，则 i
hg 、 i

hd 满足： 

( )2 2

0
lim 0,

n
i i

hn i
w g

→∞ =

=∑  

其中 

( )
2 2

,
, 0,1, .

i i
h hi

i i
h h

g d
w i

g d
= − =   

定理 3.2：带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法满足： 
2

lim inf 0.i
i n hn

g≤→∞
=  

证明：我们将利用反证法证明以上定理。 
不妨设当 0i ≥ 时，存在常数 2 1ε ε> ，使得 

2

2 1.
i
hgε ε> >                                     (15) 

根据 i
hd 、 iβ 的定义，可以得到 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )

21 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 41 1
2 21 1

2 4

,

,

, 2 , ,

2 , .

i i i
h h h

i i i i i i
h h h h

i i i i i i i i i
h h h h h h

i i
h hi i i i

h h h hi i
h h

d d d

g d g d

g g d g d d

g g
g d g d

g g

β β

β β β

+ + +

+ + + +

+ + + + +

+ +
+ +

=

= − + − +

= − +

= − +

                  (16) 

根据强 Wolfe-Powell 准则(8)中第二个不等式以及引理 3.1，(16)满足 
41

2 2 21 1
4

1 .
1

i
hi i i

h h hi
h

g
d g d

g

σ
σ

+
+ ++ ≤ + − 

 

令 
21

41

i
hi

i
h

d
t

g

+

+
=  

以及 

( ) 1

1 .
1

σα
σ ε
+

=
−

 

进一步根据(15)以及强 Wolfe-Powell 准则(8)中第二个不等式，可得 

1 0 ,i it t i tα α−≤ + ≤ +  

并满足 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2
2 22 1

3 2 3 2 0
0 1 12 2

2 1 2 11 1 1 .
1 1

n n n
i i i

h
i i i

w g t
i t

σ σ
ε ε ασ σ

−

= = =

− −  ≥ ⋅ ≥  + − −
∑ ∑ ∑  

由于 

( )
( )

2 2

3 2 0
12

2 11 1lim 0,
1

n

n i i t
σ

ε ασ→∞ =

−   > + −
∑  

且 

( ) ( )
( )

2 2
2 2

3 2 0
0 12

2 11 1lim lim .
1

n n
i i

hn ni i
w g

i t
σ

ε ασ→∞ →∞= =

−  ≥  + −
∑ ∑  

故 

( )2 2

0
lim 0.

n
i i

hn i
w g

∞→ =

>∑  

这与引理 3.2 的结果相矛盾，故 
2

lim inf 0.i
i n hn

g≤→∞
=                                    □ 

4. 数值实验 

为了验证带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的有效性，我们利用以下问题对算法进行验证。 
令 ( )2Ω 0,1= ， L = ∆为拉普拉斯算子， 0 1c = ， 1α = 以及 

( ) ( )2
1 2 1 2 1 2, 1 2 sin sin sin 2 sin 2 ,f x x x x x x= − π π π − π π  

( ) ( )2
1 2 1 2 1 2, 1 8 sin 2 sin 2 sin sin .dy x x x x x x= − π π π + π π  

以上问题存在精确解 ( )*
1 2 1 2, sin 2 sin 2u x x x x= π π 。 

当剖分区间长度为 1 2 10N N= = ，以及“停机精度” 510ε −= ，我们得到如下的数值结果。在图 1，我

们给出了精确解 ( )*
1 2,u x x 的图像。在图 2，我们给出了带强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法计算的结

果。图 3 则是描述了数值解与精确解之间的误差，从图 3 可以看出数值解与精确解之间是比较接近的。

当剖分区间长度为 1 2 10N N= = ，以及“停机精度” 410ε −= ，我们将实验结果与文献[11]的实验结果相比

较。结果显示：我们的误差精度阶为 10−4，文献[11]的误差精度阶为 10−1，显然，我们的算法精度更高。 
 

 
Figure 1. Exact control 
图 1. 精确控制 
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Figure 2. Numerical control 
图 2. 数值控制 

 

 
Figure 3. Error 
图 3. 误差 

5. 结语 

本文利用有限差分法对一般线性椭圆最优控制问题进行离散化，并提出了带有强 Wolfe-Powell 准则

的共轭梯度算法来求解有限维空间上的优化问题。此外，本文还验证了带有强 Wolfe-Powell 准则的共轭

梯度算法在求解过程中的可行性，以及从理论上分析了带有强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法具有全

局收敛性。接下来，我们会进一步研究带有强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的收敛速度，以及如何

提高带有强 Wolfe-Powell 准则的共轭梯度算法的计算速度。 
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