
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2025, 14(4), 33-43 
Published Online April 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2025.144137   

文章引用: 黄芳. 基于 ALM 的非精确加速算法[J]. 应用数学进展, 2025, 14(4): 33-43.  
DOI: 10.12677/aam.2025.144137 

 
 

基于ALM的非精确加速算法 

黄  芳 

浙江师范大学数学科学学院，浙江 金华 
 
收稿日期：2025年3月1日；录用日期：2025年3月25日；发布日期：2025年4月2日 

 
 

 
摘  要 

增广拉格朗日乘子法为经典有效的解决线性等式约束凸优化问题的一阶优化方法，算法通过原变量与对

偶变量的交替迭代更新收敛至最优点。然而，子问题中原变量的更新在实际应用中往往无法精确求解。

本文基于增广拉格朗日乘子法、对偶优化以及Nesterov加速技巧，提出一种非精确求解的增广拉格朗日

乘子法，利用KKT条件从对偶残差的角度分析并从理论上证明该算法的收敛速率可达到 ( )O k 21 。 
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Abstract 
The Augmented Lagrangian Method is a classical and effective first-order optimization technique 
for solving convex optimization problems with linear equality constraints. The algorithm converges 
to the optimal solution through alternating iterative updates between the primal and dual variables. 
However, in practical applications, the update of the primal variables in the subproblem is often not 
solved exactly. In this paper, based on the Augmented Lagrangian Method, dual optimization, and 
Nesterov’s acceleration technique, we propose an inexact solution version of the Augmented Lagran-
gian Method. By leveraging the Karush-Kuhn-Tucker (KKT) conditions, we analyze and prove that 
the convergence rate of the proposed algorithm can achieve a rate of ( )O k 21 . 
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1. 引言 

现实世界中大量问题可转化为优化问题，特别地，具有特殊结构的凸优化问题是现代优化和计算数

学领域的基石之一。原因在于以下两点：其一，凸优化问题具有良好的性质，如：局部最优解必然是全

局最优解，并且具有丰富的理论背景，如最优性条件、对偶理论、拉格朗日乘数法等，这些理论为问题

的分析、算法的设计及其性质提供了深入的理解；其二，现代科学和工程上的大量问题本质为求解凸优

化问题，如信号处理与图像处理[1]-[4]、网络优化、控制理论、经济学与金融、机器学习与数据科学[5] [6]。
为此，对于凸优化问题的研究显得尤为重要，特别是模型的求解以及加速算法成为了科学研究的重点与

难点。 
对于无约束光滑凸优化问题 

( )min ,
x

f x
∈

 

20 世纪 80 年代，Nesterov 在其开创性论文[7]中首次提出了仅使用一阶梯度信息且收敛速率可达到

( )21O k 的加速算法，其迭代格式如下： 

( )

( )

2
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1 1
1
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k k k

k
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k k k k

k

x y s f y

t
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ty x x x
t

+

+ −
+

 = − ∇

 + + =
 − = + −


 

相较于基于当前位置的梯度来更新下一步位置的传统的梯度下降算法，Nesterov 加速梯度方法的特

殊之处在于，它先外推到一个预测位置，然后基于该预测位置的梯度信息进行调整，为此该加速技术也

被称为 Nesterov 外推法。Nesterov 加速算法提出时并没有受到太大的关注，原因在于当时的优化问题规

模并不是很大，二阶优化方法可以非常有效地处理实际问题。随着越来越多领域优化问题规模的上升，

Beck 和 Teboulle 于 2008 年给出了 Nesterov 在 1983 年提出的针对两个函数的复合优化问题 

( ) ( ) ( )min ,
nx

x f x g xψ
∈

= +


 

的加速算法版本——FISTA [8]，一阶加速梯度算法开始广泛应用。FISTA 迭代格式如下： 
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其中， ( ) ( ),f x g x 为凸函数，且其中至少有一个是光滑的。FISTA 核心思想为，第一步沿着前两步的计算

方向计算一个新点，第二步在该新点处做一步近似点梯度迭代。此后，基于 Nesterov 加速技巧与 FISTA
思想受到了大量的关注与研究应用。 

对于线性等式约束优化问题 

( )min ,

s.t. ,
x

f x

Ax b=
 

其中 ( )f x 为凸集 上的凸函数， ,m n mA b×∈ ∈  ，经典而有效的求解方法为增广拉格朗日法(ALM, Aug-
mented Lagrangian Method)，其迭代格式如下： 

( ){ }
( )

1

1 1

arg min , , ,

,

k k

x

k k k

x L x x

Ax b

β λ

λ λ β

+

+ +

 = ∈


= − −


 

其中，增广拉格朗日函数 

( ) ( ) 2, , , .
2

mL x f x Ax b Ax bβ
βλ λ λ= − − + − ∈  

ALM 最初由 Hestenes [9]和 Powell [10]提出的(它最初被称为[9] [10]中的乘子法；见[11]-[13])。相较

于二次罚函数法(Quadratic Penalty Method)，ALM 通过引入对偶乘子，克服了原罚函数法中存在的病态问

题。ALM 不仅在理论上有完整的收敛保证，并且在实际应用中具有高效的性能，为此 ALM 成为科研与

工程应用的基础且成熟的有效算法。关于 ALM 算法的研究有大量文献，这里仅列取部分，见[8] [9] [11]。 
随着优化问题规模的上升，如何基于 ALM 设计加速算法受到了大量科研人员的关注。当 ( )f x 可微

时，He [14]结合 Nesterov 加速技巧[7]，提出收敛速度为 ( )21O k 的加速 ALM，迭代格式如下： 
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其中 0k ≥ ，H 是任意的非单调递增对称正定矩阵。在此基础上，[15]给出 ( )f x 仅为凸函数时，收敛速率

为 ( )21O k 的加速 ALM。 
在实际应用中，ALM 中的子问题 1kx + 精确求解往往较为复杂，为此，是否可以在子问题非精确求解

情况下设计算法使其仍可达到 ( )21O k 的收敛速率？本文基于 ALM 与 Nesterov 加速技巧提出一种非精

确的加速 ALM，并且从理论上给出收敛速率可达到 ( )21O k 的证明。 

2. 预备知识 

为了方便算法的收敛性说明，本章对符号进行统一的说明并给出预备知识。 

对任意常数 [ )0,p∈ ∞ 和向量 ( )T
1 2, , , n

nx x x x= ∈  ，向量 x 的 pl -范数定义为
1

1
:

pn
p

ip
i

x x
=

 =  
 
∑ 。本

文所述 ⋅ 均表示 2l -范数。对任意向量 , nx y∈ ，我们用 T

1
:

n

i i
i

x y x y
=

= ∑ 表示 n
 空间中的标准内积。 

定义 2.1. 设函数 f 为适当函数，如果  fdom 是凸集，且 
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( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,f x y f x f yθ θ θ θ+ − ≤ + −  

对所有 ,  ,0 1x y f θ∈ ≤ ≤dom 都成立，则称 f 是凸函数。 
定义 2.2. 凸函数 : nf → ，其次微分为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }T: , .nf x s f y f x s y x y∂ = − ≥ − ∀ ∈  

定义 2.3. 函数 f 的共轭函数 * : nf → 定义如下 

( ) ( ){ }* Tmax .
np

f x x p f p
∈

= −


 

性质 1. 共轭函数 *f 的次微分性质 

( ) ( )* .y f x x f y∈∂ ⇔ ∈∂  

定义 2.4. 函数 f 是一个参数为 fσ 的强凸函数，当且仅当存在一个常数 0fσ > ，使得函数 

( ) 2

2
ff x x

σ
− 是凸函数，且对每一个 x 和 y 满足以下不等式： 

( ) ( )2, , , .fp q x y x y p f x q f yσ− − ≥ − ∈∂ ∈∂  

引理 2.1 若 f 是凸性参数为 fσ 的强凸函数，则共轭函数 *f 可微且 *f∇ 是利普希茨连续函数，其利普 

西茨常数 ( )* 1

f

L f
σ

∇ = ，即满足下列不等式： 

( ) ( )* * 1 .
f

f x f y x y
σ

∇ −∇ ≤ −  

3. 非精确加速 ALM 

对于线性等式约束优化问题 

( )min ,

s.t. ,
x

f x

Ax b=
                                      (1) 

其中 ( )f x 为凸集 上的凸函数， ,m n mA b×∈ ∈  。本章具体展示以上优化问题的非精确加速 ALM，在

此之前，先给出以下假设： 
假设 1. 优化问题(1)中的函数 ( )f x 是 fσ -强凸函数。 
基于以上假设，下面给出优化问题(1)的非精确加速 ALM，具体迭代格式如下：给定初值 1 0λ̂ λ= ，并

作如下更新， 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

T 2

1 1 1
1

ˆarg mi

I-AALM

n ,

ˆ ,

1 ,

 

2

ˆ

k k
x

k k k

k
k k k k k

k

x f x Ax b Ax b

Ax b

βλ

λ λ β

θλ λ θ λ λ
θ+ − −

−

 ≈ − − + − 









= − −

= + − −




              (2) 

其中
2 , 0

2k k
k

θ = ≥
+

。 

由算法 I-AALM 中子问题 kx 最优性条件可知 
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( ) ( )T T0 ,ˆ
k k kf x A A Ax bλ β∈∂ − + −  

结合算法 I-AALM 中 kλ 的更新方式，可得 

( )T .k kA f xλ ∈∂  

记误差向量 ( ) T
k k kf x Aδ λ= −′ ，其中 ( ) ( )k kf x f x∈∂′ ，所以 

0,  
0,  

,
.

k k

k k

x
x

δ
δ




=

≠

是精确解

是非精确解
 

由 kδ 的记法和性质 1 可得 

( ) ( ) ( )T * T * T .k k k k k k k k kA f x x f A Ax A f Aλ δ λ δ λ δ+ ∈∂ ⇒ ∈∇ + ⇒ ∈ ∇ +  

记误差向量 ( ) ( )* T * T
k k k kA f A A f Aη λ λ δ= ∇ − ∇ + 。若 f 是凸性参数为 fσ 的强凸函数，易知 f ∗∇ 利普西茨连

续，所以误差向量的上界易得 

( ) ( ) ( )* T * T T1 .k k k k k
f

A f A A f A A Aη λ λ δ ρ δ
σ

= ∇ − ∇ + ≤  

为此，子问题 kx 求解的停止条件为： 

( )
( )

1T

T
, ,f k

k k k k kf x A
A A

σ θ
δ λ δ

ρ
−′= − ≤                           (3) 

其中 0k ≥ 且满足 1
1

,k k k
k

∞

+
=

< ∞ ≤∑   。 

4. 收敛性分析 

本章给出非精确加速 ALM 的收敛分析并说明其收敛速率为 ( )21O k 。问题(1)的对偶函数为 

( ) ( ) ( ){ }
( ){ }

( )

T

T T

* T T

min

max ,

.

x

x

D f x Ax b

Ax f x b

f A b

λ λ

λ λ

λ λ

= − −

= − − +

= − +

 

不难得到问题(1)的对偶问题 

( ) ( ){ }* T Tmax max .D f A b
λ λ

λ λ λ= − +                             (4) 

因此，对原问题(1)的研究可转换为对对偶问题(4)的研究，本章以下内容将围绕问题(4)及假设 1 进行讨论。

在此之前，我们先给出以下引理，这对本文算法的收敛性分析有着至关重要的作用。 

引理 4.1. 算法 I-AALM 中参数 kθ 满足 1
2 2

1

1 1 , 0k

k k

kθ
θ θ

+

+

−
≤ ∀ ≥ 。 

证明. 数学归纳法易证。 

引理 4.2. 记 *
1

1 1

1 1 1k k k
k k

s λ λ λ
θ θ −

− −

 
= − − − 

 
，则 ( )1 1 1

1 ˆ
k k k k

k

s s λ λ
θ+ + += + − . 

证明. 由 ks 的记法，有 
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( )

( )

( )

*
1 1

1 1
1

1 1
1

1 1

1 1 1

1 1 11

1

ˆ

1 1

1 .

k k k
k k

k k k k k
k k k

k k k k k k
k k

k k k
k

s

s

s

s

λ λ λ
θ θ

λ λ λ λ
θ θ θ

λ λ θ λ λ
θ θ

λ λ
θ

+ +

+ −
−

+ −
−

+ +

 
= − − − 

 
 

= + − + − − 
 

  
= + − + − −     

= + −

 

引理 4.3. 设{ }1 1
ˆ,k kλ λ+ + 为 I-AALM 生成的点列，对任何的 , 0mR kλ∈ ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T 2 T

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1ˆ ˆ ˆ ,

2k k k k k k k kD Dλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ η
β β+ + + + + + + +− ≥ − − + − + −              (5) 

其中 ( ) ( )* T * T
1 1 1 1k k k kA f A A f Aη λ λ δ+ + + += ∇ − ∇ + 。 

证明. 因为 ( )f x 是 fσ -强凸函数，所以其共轭函数 *f 是凸函数，于是 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T T* T * T T * T * T
1 1 1 1 1 ,k k k k kf A f A A f A A f Aλ λ λ λ λ λ λ λ+ + + + +− ≥ − ∇ = − ∇  

进一步根据引理 4.3.中 1kη + 的记法可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

T* T * T
1 1

T T* T
1 1 1

T T T * T
1 1 1 1 1 1

T T
1 1 1 1

T T
1 1 1 1 1

T

1 1 1 1 1

2

ˆ

ˆ ˆ

1

1 1 ˆ

k

k k

k k k

k k k k k k

k k k k

k k k k k

k k k k k

D D

f A f A b

A f A b

b A f A

Ax b

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ η λ λ λ λ λ δ

λ λ η λ λ

λ λ λ λ λ λ η
β

λ λ λ λ λ λ λ
β β

+

+ +

+ + +

+ + + + + +

+ + + +

+ + + + +

+ + + + +

−

= − + −

≥ − ∇ + −

= − + − − + − ∇ +

= − + − −

= − − + −

= − − + − + ( )

( ) ( ) ( )

T
1 1

T T
1 1 1 1 1 1 1

21 ˆ ˆ ˆ1
2

,

k k

k k k k k k k

λ η

λ λ λ λ λ λ λ λ η
β β

+ +

+ + + + + + +

−

≥ − − + − + −

 

其中倒数第二个等号成立是根据{ }kλ 的更新方式。 
引理 4.4. 设{ }kλ 为 I-AALM 生成的点列，记 ( ) ( )*

k kh D Dλ λ′ = − ，那么 

( )
2

T1
1 1

2

12 2
1

1 1 1 .
2 2
k

k k k
k

k
k

k k

s
h h s

s
η

β β θθ θ
+

+ + +
−

′ ′− ≥ − −                         (6) 

证明. 由 ( ) ( )*
k kh D Dλ λ′ = − ，易得到 0kh′ ≥ ，引理 4.3.中对不等式(5)分别令 *,kλ λ λ λ= = 可得 

( ) ( ) ( )
T T

1 1 1 1 1 1 1 1

2ˆ ˆ ˆ1 1 ,
2k k k k k k k k k k kh h λ λ λ λ λ λ λ λ η
β β+ + + + + + + +′ ′− ≥ − + − − + −              (7) 

( ) ( ) ( )T T* *
1 1 1 1 1 1 1 1

21
2

ˆ1 .ˆ ˆ
k k k k k k k kh λ λ λ λ λ λ λ λ η

β β+ + + + + + + +′− ≥ − + − − + −               (8) 

对以上两个不等式作如下处理：(7)式乘以
1 1
kθ

 
− 

 
加到(8)式，那么 
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( )*
1 1 1 1

1

2

T

1

*
1

T

1
1 1 1 1 1 11 1

2

1 1 

ˆ

1

ˆ ˆ

ˆ

k k k k k k k k
k k k k k

k k k
k k

h h λ λ λ λ λ λ λ
θ θ βθ β θ θ
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θ θ

+ + + + + +

+ +

   
′ ′− − ≥ − + − − +

 
  −   

  
 

 
  


 

 
+ − − + 

 

 

上述不等式两端同时与
1

kθ
相乘得 

( ) ( )T *
1 1 1 1 1 12 2

*
1

T

1

2
1 1 1 1 1 1 11

2

1 1 1 1

ˆ

.

ˆ ˆk
k k k k k k k k

k k k kk k

k k k
k k k

h hθ λ λ λ λ λ λ λ
β θ βθ θ θθ θ

λ λ λ η
θ θ θ

+ + + + + +

+ +

 − ′ ′− ≥ − + − − − + 
 

 
+ − −

 
  
 

 
  
 

+ 
 

 

由 1
2 2

1

1 1 , 0k

k k

kθ
θ θ

+

+

−
≤ ∀ ≥ ，上式进一步可化为 

( ) ( )T *
1 1

2

1 1 1 12 2
1

T

*
1 1

1 1 1 1 1 1 11
2

1 1 .

ˆ

1

ˆ ˆ

1 

k k k k k k k k
k k k kk k

k k k
k k k

h h λ λ λ λ λ λ λ
β θ βθ θ θθ θ

λ λ λ η
θ θ θ

+ + + + + +
−

+ +

  
′ ′− ≥ − + − − − +     

  
+ − − +     

 

取 ( ) *
1 1 1

1 1 1 ˆ1ˆ ,k k k k
k k k

λ λ λ λ λ
θ θ θ+ + +

 
= − = − − + 

 
a b ，并利用等式关系 

2T 22 ,+ = + −a a b a b b  

以上不等式可进一步转化为 

( )

12 2
1

* *
1 1 1 1

*
1

2 2

T

1

* *
1 1

2 2

1 1

1 1 1 1ˆ 1 1 11 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ

ˆ1 1
2 2

1 

k k
k k

k k k k k k
k k k k k

k k k
k k k

k k k k
k k k k

k

h h
θ θ

λ λ λ λ λ λ λ λ
β θ θ θ β θ θ

λ λ λ η
θ θ θ

λ λ λ λ λ λ
β θ θ β θ θ

θ

+
−

+ + + +

+ +

+ +

′ ′−

   
≥ − + − − + − − − +   

   

 
+ − − + 

 

   
= − + − + − − − +   

  

 
  

+

 



1 1

T

*1 11 k k k
k k

λ λ λ η
θ θ + +

 
−

 
 − +

 




 

由引理 4.2 中 ks 的记法，上式转化为 

( )T*
1 1 1 12

2

1
1

2
2

1 1 1 1 1 1 11 .
2

ˆ
2k k k k k k k

k k kk k

h h s sλ λ λ η
β β θ θ θθ θ + + + + +

−

 
′ ′− ≥ − − − + − 

 
           (9) 

为满足(6)的形式，仅需将不等式(9)右端做如下处理 
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* *
1 1

1 1

1 1 1 11 1 ,ˆ
k k k k

k k k k

λ λ λ λ λ λ
θ θ θ θ+ −

− −

   
− + − = − − −   

   
 

化简整理后有 

( ) ( )1 1 1
1

1 ,ˆ k
k k k k k

k

θλ λ θ λ λ
θ+ − −

−

= + − −  

所以 ( )T1
2

1 12 2
1

2

1
1 1 1

2 2
k k

k k k k
kk k

s s
h h s η

β β θθ θ
+

+ + +
−

′ ′− ≥ − − 得证。 

下面展示我们的主要收敛性定理，定理直观地解释了算法的收敛速度可达到 ( )21O k 。 
定理 4.1. 设{ }1 1

ˆ,k kλ λ+ + 为 I-AALM 生成的点列，那么 

( )
2

2

*
12

4 1 ˆ2 2
21

k k kh
k

β λ λ
β

   ′ ≤ + − +   +   
   

其中 ( ) ( ) ( )2*

1 1
, , 2

k k

k k k j k j
j j

h D Dλ λ β
= =

′ = − = =∑ ∑    。 

证明. 为了方便证明，我们设置以下记号： 

2
1

2
1 , ,

2
k

k k k
k

s
h h p

βθ −

′= =                                  (10) 

由引理 4.4 中 kh′的记法可知 0kh′ ≥ 。引理 4.3.中，令 *, 0kλ λ= = 得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2T T* *
1 1 1 1 1 1 1 1 1

T* * *
1 1 1 1

T
1 1 1 1

2

2*

2

1 1ˆ ˆ ˆ
2

1 1
2 2

1 .

ˆ

ˆ
2

h h

p s

λ λ λ λ λ λ λ λ η
β β

λ λ λ λ λ λ η
β β

λ λ η
β

′− = − ≥ − − + − + −

= − − − + −

= − − −

 

其中第二个等号成立是因为等式关系 
2T 22 ,+ = + −a a b a b b  

并且根据 kx 的停止条件以及(10)中 kp 的记法易知 

( ) ( )T T
1 1

1 2 ,k k k k k k k k k k
f

k ks s s psA Aη η ρ δ θ β θ
σ − −

 
≤ ≤ ≤ =  

 
⋅    

所以可以得到 

( )T* *
1 1 1 1 1 1 1 0 1

2*
1 1

2 2

1

1 1 2
2 2
1

ˆ

2 .

ˆ

ˆ
2

p h s p

p

λ λ η λ λ β θ
β β

λ λ β
β

+ ≤ − + ≤ − +

= − +




                (11) 

由引理 4.4 知 

( )T
1 1 1 1

1
k k k k k k

k

h h p p s η
θ+ + + +− ≥ − −  
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即 1 1 1 1
1 2k k k k k k k
k

h h p p pβ θ
θ+ + + +− ≥ − −  。 

两边求和，我们有 
1

1 1 1 1
1

2 .
k

k k j j
j

h h p p pβ
−

+ +
=

− ≥ − −∑   

所以(11)经过变形可得 

*
1

2

1 1 1 1
1 2 ,ˆ

2 k k kp h p h p qλ λ β
β

− ≥ + − ≥ + −                      (12) 

其中
1

: 2 0
k

k j j
j

q pβ
=

= ≥∑  ，由 k 及 kp 的记法，见(3)和(10)，可知 1k kq q +≤ ，所以 

2*
1 1 1

12 ˆ2 .
2k k k k k k kq q p q qβ β λ λ
β− −= + ≤ + + −                   (13) 

上式等价于 

2 2 2* * *
1 1 1 1
ˆ ˆ1 1 12 0

2 2 2
ˆ ,k k k kq q qλ λ β λ λ λ λ

β β β−
   

+ − − + − − + − ≤   
   

  

解得 

2* 2 *
1 1 1

2*
1 1

2*
1 1

2

*
1 1

1 1 12 2 4
2 2 2

1 12 2 2
2 2

12
2

ˆ

ˆ

ˆ
2

ˆ

1

ˆ

2

k k k k

k k k

k k

k k

q q

q

q

q

λ λ β β λ λ
β β

β β λ λ
β

β λ λ
β

β λ λ
β

−

−

−

−

   + − ≤ + + + −    
 

≤ + + + −  
 

= + + −

≤ + + −

 

 





 

其中第二个和最后一个不等号成立均因为 ( )2 2 , 0, 0a b a b a b+ ≤ + ≥ ≥ ，所以由(13)知 

*
1 1 1

2 *
1 1 1

12 2
2

2 2 .

ˆ

ˆ

k k k k k

k k k k k

q q q

q q

β β λ λ
β

β λ λ β

− −

− −

 
≤ + + + −  

 

= + + − +

 

  

 

对上式两边求和，有 

2 *
1 1 1

2 2 2

ˆ2 2 .
k k k

k j j j j
j j j

q q qβ λ λ β −
= = =

≤ + + − +∑ ∑ ∑                        (14) 

又由(11)及 1 0h ≥ 知 

1 1

2*
1 1

1 ˆ2 0,
2

p pβ λ λ
β

− − − ≤  

同理可解得 
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2 *
1 1 1 1

*
1 1 1

*
1

2

1

1 1 ˆ2 2 2 4
2 2

1 1 ˆ       2 2 2
2 2

1 ˆ       2
2

p β β λ λ
β

β β λ λ
β

β λ λ
β

   ≤ + + −    
 

+ + − 

=

≤ 
 

+ −

 

 



 

其中第一个不等号成立是因为 ( )2 2 , 0, 0a b a b a b+ ≤ + ≥ ≥ 所以 

* 2 *
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ˆ ˆ2 2 2 2 .
2

q pβ β β λ λ β λ λ
β

= ≤ + − = +
 
 


− 


      

把上述不等式代入(14)，得到 

2 * 2 *
1 1 1 1 1

2 2 2

2 *
1

1 1 1

*
1

ˆ ˆ2 2 2

ˆ2 2

ˆ 2 ,

k k k

k j j j j
j j j

k k k

j j k j
j j j

k k k k

q q

q

q

β λ λ β λ λ β

β λ λ β

λ λ β

−
= = =

= = =

≤ + − + + − +

≤ + − +

= + − +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑



    

  

  

 

其中最后一个不等号成立是因为 1k kq q +≤ 。所以上式转化为 

( )*
1̂2 0,k k k k kq qβ λ λ− − − + ≤    

同理可解得 

( )

( )( )
( )

2 *
1

2 2 *
1

2 *
1

1 2 2 4
2

1 2 2 4

ˆ

ˆ

ˆ

2

2 2 ,

k k k k k

k k k k

k k k

q β β λ λ

β β λ λ

β λ λ

 ≤ + + − + 
 

≤ + + − +

= + − +







   

   

  

 

其中最后一个不等式成立是因为基本不等式
2 2

2 2
a b a b+ +

≤ 。结合上述不等式以及(12)和 0kp ≥ ， 

( )2 2* * 2 *
1 1 1

2

*
1

1 1 2 2
2 2

1 

ˆ ˆ ˆ

ˆ  2 2 .
2

k k k k k

k k

h qλ λ λ λ β λ λ
β β

λ λ β
β

≤ − + ≤ − + + − +

 
= − + +  
 





  

 
 

5. 小结 

ALM 是一类解决线性等式约束凸优化问题的有效方法，不仅在理论上有完整的收敛保证，并且在实

际应用中具有高效的性能。然而经典的 ALM 中子问题通常情况下无法精确求解，且收敛速率为 ( )1O k 。

为此，本文基于原优化模型的对偶问题，结合子问题的非精确解对应的停止条件与 Nesterov 加速技巧设

计非精确加速 ALM 框架，并利用 KKT 条件从对偶残差的角度证明该算法收敛且收敛速率为 ( )21O k 。 
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