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摘  要 

空间分数阶扩散方程能有效地描述众多科学领域中的反常扩散现象。而大多数FDE难以得到解析解，需

通过建立离散格式以获得高精度的数值解。数值求解FDE通常归结为线性方程组的求解，而预处理技术

则是加速迭代求解的关键。近年来，基于不同离散格式下系数矩阵的结构和性质，学者们研究了高效的

预处理方法，显著地降低了计算成本。针对数值求解空间分数阶扩散方程问题，本文整理和分析了方程

不同形式下的离散情形和预处理方法，并为预处理进一步的研究提供思路参考。 
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Abstract 
Spatial fractional diffusion equations effectively describe anomalous diffusion phenomena in vari-
ous scientific fields. However, most FDEs are difficult to solve analytically, necessitating the estab-
lishment of discrete schemes to obtain high-precision numerical solutions. Numerical solutions of 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2025.144176
https://doi.org/10.12677/aam.2025.144176
https://www.hanspub.org/


康帅娟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144176 454 应用数学进展 
 

FDEs typically reduce to solving linear systems, where preconditioning techniques are crucial for 
accelerating iterative solvers. In recent years, scholars have investigated efficient preconditioning 
methods based on the structure and properties of coefficient matrices under different discretiza-
tion schemes, significantly reducing computational costs. For the numerical solution of spatial frac-
tional diffusion equations, this paper organizes and analyzes the discrete scenarios and precondi-
tioning methods for various forms of spatial fractional diffusion equations, providing insights and 
references for further research in preconditioning. 

 
Keywords 
Spatial Fractional Diffusion Equations, Numerical Solutions, Discretization, Linear Systems,  
Preconditioning 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 问题背景 

分数阶微分方程基于分数阶微积分的概念，是对传统整数阶微分方程的扩展，包含一个或多个分数

阶导数项[1] [2]。分数阶微分算子具有非局部性，适用于描述具有记忆效应和遗传特性的材料[3]-[5]。通

过在空间变量中引入分数阶导数，可用于刻画物质在空间上的反常扩散现象。空间分数阶扩散方程在生

物医学、材料科学等多个研究领域中得到了广泛的应用[6] [7]。 

1.1. 空间分数阶扩散方程 

对于一维变系数双侧空间分数阶扩散方程的初边值问题： 
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导数， ( ),d x t± 为扩散系数且 ( ), 0d x t± ≥ ， ( ),f x t 为源项，(2)为边值条件，(3)为初值条件。 

定义 1 Grünwald-Letnikov (G-L)分数阶导数：设α 是一个正实数，令 1n nα− ≤ < ，n 为正整数，函数

( )f t 定义在区间 [ ],a b 上，称 
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定义 2 Riemann-Liouville (R-L)分数阶导数：设α 是一个正实数，令 1n nα− ≤ < ，n 为正整数，函数

( )f t 定义在区间 [ ],a b 上，称 

 ( ) ( )
( )

( )
 

1

dd 1
d

n t
a t n na

f
D f t

nt t
α

α

τ τ
α τ − +

 
 =
 Γ − − 

∫  (5) 

为函数 ( )f t 的α 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数，其中 [ ],t a b∈ 。 

1.2. 离散化 

由于空间分数阶扩散方程的解析解往往难以显式给出，故高效的数值模拟已成为当前相关领域研究

的前沿问题[7]-[10]。此外，基于加速器计算的混合精度求解方法能够显著提高数值解的精度[11]。求解分

数阶偏微分方程的数值算法主要包括有限差分法、有限元法、谱方法和级数逼近法等[9] [12]-[14]。本节

将主要介绍利用有限差分法对时间导数和空间分数阶导数进行离散，从而得到方程的离散形式。 
通过定义时间步长 t T M∆ = 和空间网格大小 ( )R Lh x x N= −  (M 和 N 都是正整数)，我们可以得到

时间和空间上的离散点 ( )  0,1, ,mt m t m M= ∆ =  ， ( )0,1, ,i Lx x ih i N= + =  。(1)中的时间导数可以用标准

一阶时差商进行离散[15]-[17]，即： 
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当对空间分数阶导数利用移位 Grünwald 近似[18] [19]，可得： 
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。由此，我们可以得到方程无条件稳定的隐式有限差分格式： 
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其中 1,2, ,i N=  ， 1,2, ,m M=  。 

1.3. 预处理 

利用空间分数阶扩散方程的离散形式，可以进一步转化为线性方程组的求解问题。不同的离散格式

对应着具有不同结构特征的方程组。由于分数阶微分算子的非局部性，系数矩阵通常是大型稠密矩阵，

因此通常选择 Krylov 子空间法来进行迭代求解[20]-[22]。然而，方程组的收敛性质受系数矩阵特征值

分布的影响，当特征值分布较为发散时，Krylov 子空间迭代求解的效率会很低，因此需要对方程组进

行预处理。特别地，在约束优化问题中，多重网格预处理使得 PCG 迭代求解的次数显著减少[23]。近

年来，针对不同特点的结构化方程组，学者们开展了多种预处理方法的研究，旨在提高求解效率[18] 
[24]-[26]。 

不同的预处理方法取决于方程组的构造和对系数矩阵的近似，对于数值求解空间分数阶扩散方程中

的结构化方程组，学者们通常基于矩阵结构和性质来构造不同的预处理矩阵，并应用到 Krylov 子空间法

中求解该线性方程组。针对数值求解空间分数阶 PDE 中出现的结构化方程组，本文整理了近些年来提出
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的不同预处理方法，并进行了对比分析和总结。 
本文具体结构如下：在第 2 部分，介绍了空间分数阶扩散方程不同离散格式下对应的结构化方程组，

在第 3 部分，整理并对比分析了关于这些方程组的预处理方法。最后，本文对数值求解空间分数阶扩散

方程中的预处理方法作出总结，并为进一步的研究提供了参考思路。 

2. 结构化方程组 

2.1. 对角矩阵与 Toeplitz 矩阵相乘结构的方程组 

对于一维变系数双侧空间PDE，对时间导数采用一阶时差商离散格式，对空间导数采用移位Grünwald
差分公式，得到数值求解框架[27]： 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 , 1, 2, ,m m m mA u u f m M−= + =   (10) 

其中，系数矩阵 ( )mA 的形式为： 

 
( ) ( ) Tm mI D T D T+ −+ +  (11) 

I 为单位矩阵， ( )mD± 为对角矩阵，T 为 Toeplitz 矩阵， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1 2, , , , , , ,m

m m N mx t x t x t u fδ δ δ δ δ = =  ，

系数矩阵的主要结构为对角矩阵与 Toeplitz 矩阵的乘积。空间上， ( )mD± 的对角元素对应于空间各离散点

的扩散值，因此矩阵的对角元素并不相同，从而使得系数矩阵 ( )mA 不再具有 Toeplitz 结构。时间上， ( )mD±

的元素受时间步数 m 的影响，导致系数矩阵在时域上不断变化。系数矩阵在时空结构上的变化使得求解

方程组具有较高的计算复杂度。 

2.2. 对角矩阵与 Toeplitz 矩阵相加结构的方程组 

对于一维单变系数双侧空间 PDE，对时间导数采用一阶时差商离散格式，对空间导数采用移位

Grünwald 差分公式，得到数值求解框架[28]： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1, 2, ,m m m m mA u tf D u m M−= ∆ + =   (12) 

其中，系数矩阵 ( )mA 的形式为： 

 
( )mD T+  (13) 

( )mD 为对角矩阵，T 为对称 Toeplitz 矩阵，系数矩阵的结构为对角矩阵与 Toeplitz 矩阵的和。同样地，
( )mD 的对角元素取决于空间离散点上的扩散值，使得系数矩阵 ( )mA 未能保持严格的对称 Toeplitz 结构。

虽然矩阵 T 在整个时间过程中保持不变，但 ( )mD 的动态变化赋予了 ( )mA 在时间维度上额外的复杂性。 

2.3. Toeplitz 类矩阵之和结构的方程组 

对于一维变系数双侧空间 PDE，对时间导数采用边值公式，空间导数采用四阶 quasi-compact 离散格

式[29]，得到数值求解框架： 

 AU b=  (14) 

其中，系数矩阵 A 的形式为： 
 B K tC J⊗ −∆ ⊗  (15) 

K 为三对角 Toeplitz 矩阵、J 为对称 Toeplitz 矩阵、B 和 C 均为块 Toeplitz 矩阵，系数矩阵的结构为 Toeplitz
类矩阵的组合。解矩阵 U 的定义为： 

 ( )TT T T
1 2, , , NU u u u=   (16) 
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其中 ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , , , , , 1, 2, ,i i i N iu u x t u x t u x t i M= =  。与 2.1 和 2.2 中的数值求解框架不同，此框架中矩

阵 U 包含了所有时间层上各离散点的数值解，因此系数矩阵 A 是一个具有 Kronecker 积的大规模矩阵。

由于其复杂的结构和庞大的规模，若直接使用 Krylov 子空间迭代法进行求解将面临较大的计算量。 

3. 预处理方法 

针对数值求解空间分数阶扩散方程中不同特点的结构化方程组，本节分别整理了对应的预处理方法，

并从不同角度进行了对比分析。 

3.1. 针对对角矩阵与 Toeplitz 矩阵相乘结构的方程组的预处理 

3.1.1. 预处理形式及性质 
关于方程组(10)，忽略时间层面的影响，对每一步的方程组进行预处理，简写为： 

 Au b=  (17) 

此时系数矩阵为 

     TA I D T D T+ −= + +  (18) 

Pan 等人[27]通过近似系数矩阵的逆来构造预处理矩阵。记 ( ) ( ), ,, , 1, 2, ,i i i id x d d x d i N+ + − −= = =  ，

则 ( ),1 ,2 ,, , , ND diag d d d+ + + +=  和 ( ),1 ,2 ,, , , ND diag d d d− − − −=  。定义 T
, , i i iK I d T d T+ −+ + ，显然所有的 iK

都是 Toeplitz 矩阵。根据 T T
i i ie A e K= ，那么 T 1 T 1

i i ie A e K− −≈ ，其中 ie 表示单位矩阵的第 i 列，由于 iK 是 Toeplitz
矩阵，因此可用循环矩阵来近似 iK 。设 C 为矩阵 T 的循环近似，记 T

, ,i i iC I d C d C+ −= + + 。由此得到了预

处理矩阵 1B ，其逆定义为： 

 1 T 1
1 1 i i ii

NB e e C− −
=

= ∑  (19) 

然而，以 1B 为预处理矩阵时，每次迭代的计算量为 O(N)次 FFT，为了减少计算成本，Pan 利用插值

方法构造了实用的预处理矩阵。设 λ 为某实部为正的复数， λ 表示 λ 的复共轭。定义函数 

 ( ) ( ) ( )
1

1
q x

d x d xλ λ λ+ −+ +
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 l l lp x x q x x q x x q xλ λ λϕ ϕ ϕ= + + +  
 是基于 l  ( l N )个点的 ( )q xλ 分段线性插值，且

( )( ){ } ( )( ){ }
11

, ,
l N

j j i i ij
x q x x q xλ λ ==

⊂  。 

记 ( ) ( ) T
j j jC I d x C d x C+ −+ + 


 ，我们已知循环矩阵可被傅里叶矩阵对角化，即 *C F F= ∧ ，
*

j jC F F= ∧

 ，其中 ( ) ( ) ( )*    1, 2, ,j j jI d x d x j l+ −∧ = + ∧ + ∧ =


  。使用插值函数 ( )p xλ 来近似 1
iC− ，可得 

 ( )( ) ( )1 1 * 1
1 1 , 1, 2, ,i j i j j i j

l l
j jC F x F x C i Nϕ ϕ− − −
= =

≈ ∧ = =∑ ∑


   

其中 ( )j ixϕ 是插值系数，可以得到预处理矩阵 2B ，其逆定义为： 

 1 1 *
2 1 j jj

lB F F− −
=

= Φ ∧∑   (20) 

其中， ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,j j j j Ndiag x x xϕ ϕ ϕΦ =  ，将 1
2B− 作用于任意向量，计算量仅为 ( )logO lN N 。关于矩

阵近似的理论分析表明， 1 1
2B A− −− 可以被表示为小范数矩阵和低秩矩阵之和。 

对于方程组(17)，Huang 等人[30]构造了含参的预处理矩阵。记 ( )T1
2

H T T= + 和 ( )T1
2

S T T= − 分别 

为矩阵 T 的 Hermitian 部分和 skew-Hermitian 部分，则 ( ) ( )A I D D H D D S+ − + −= + + + − 。当 D D+ −+ 非奇
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异时，方程组(17)可改写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1D D D D H u D D D D D D Su D D b− − −
+ − + − + − + − + − + −

   + + + = + − + − + +     (21) 

通过引入参数 ( )  0θ θ > ，得到不平衡缩放对角和 Toeplitz 分裂(LSDTS)迭代： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 12

1 1
1 1 11 2 2

k k

k kk

Hu D D D D D D S u D W b

I D D u I H u D D D D Su D D bθ θ

 +  − − − 
+ − + − + −

   + +   − − −+    
+ − + − + − + −

 
 


 = − + + + − + +  




+ + = − − + − + +

 (22) 

LSDTS 迭代可以等效地表述为标准的一步矩阵分裂迭代： 

 ( ) ( ) ( )1 , 0,1, 2,k ku L u q kθ+ = + =    

其中 

 ( ) ( ) ( ) 11M D D H I D Dθ θ
θ

−
+ − + −

 = + + +   (23) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )111N D D H I H H D D D D Sθ θ
θ

−−
+ − + − + −= − + − + − −  (24) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1,L M N q M bθ θ θ θ− −= =  (25) 

为快速求解 ( )1M θ− ，因 H 为对称 Toeplitz 矩阵，可用基于正弦变换的τ 矩阵来近似[31]-[34]，得到

预处理矩阵： 

 ( ) ( ) ( ) 11M D D H I D Dτ τθ θ
θ

−
+ − + −

 = + + +   (26) 

预处理矩阵 ( )Mτ θ 具有以下近似性质。 
定理 1 对 ( ) 1M Aτ θ −

的特征值位于以(1, 0)为中心，半径为 ( )ς θ 的复平面圆盘内。 

( ) max tan
2

θ λ ας θ θ
λ
− π = − Φ  

 
， min maxλ λ λ≤ ≤ ，其中 minλ 和 maxλ 是矩阵 H 的最小和最大特征值。当

max

1 cot
2
α

λ
π Φ < −  

 
和 min

min

20
1 tan

2

λ
θ

αλ
< <

π −Φ  
 

成立时， ( ) 1ς θ < 。 

3.1.2. 预处理对比与分析 
通过对比分析，我们发现这两种预处理方法从不同的角度出发构造预处理矩阵。Pan 等人基于近似矩

阵逆的思想，利用“若两个矩阵同一行的元素相等，则其逆矩阵的同一行元素近似相等”的原理，构造

了由 N 个 Toeplitz 矩阵的逆组成的逆预处理矩阵。为了减少计算量，对该逆预处理矩阵进行了逐步优化，

最终得到了高效可用的预处理矩阵。而 Huang 等人则从直接近似系数矩阵的角度出发，基于矩阵分裂构

造了具有对称 Toeplitz 结构的预处理矩阵，并进一步引入了τ 近似来提升算法效率。这两种方法的相同

点在于，构造有效的预处理矩阵的关键都在于参数的合理选取，他们均利用了系数矩阵的特性以提高数

值求解的效率。这两种预处理的构造方法和理论基础均不同，各具特色，各有优劣之处。 
Pan 的逐行逆近似预处理方法中随着插值点数量的增加，收敛所需的迭代次数虽然减少，然而形成和

应用预处理矩阵的成本随插值点的数量成比例地增长。因此，在确定插值点的数量时需要进行权衡。Huang
的预处理方法的有效性在很大程度上依赖于参数的选择。针对这一问题，我们提出一种直接的无参预处
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理方法，即利用矩阵分裂 A P M= − ，其中 ( )P D D H+ −= + ， ( )( )M I D D S+ −= − + − ，进而构造预处理矩

阵 ( )P D D Hτ τ+ −= + 。Huang 方法的特点在于对称 Toeplitz 结构的构造，对此我们的想法是通过求解

min FH A− ，得到近似 A 的对称 Toeplitz 矩阵 H，进一步利用τ 近似得到预处理矩阵 ( )Hτ 。无论采用

何种改进的构造方法，如何在近似程度和计算量之间实现平衡是较为关键的。 

3.2. 针对对角矩阵与 Toeplitz 矩阵相加结构方程组的预处理 

3.2.1. 预处理形式及性质 
对于方程组(12)，对某一时刻的方程组进行预处理，方程组简写形式同(17)，此时系数矩阵为： 

 A D T= +  (27) 

Yang 等人[35]通过平均对角矩阵保证了系数矩阵的对称 Toeplitz 结构。即令 ( )mean Dω = ，这里 ( )mean D
是指 D 的对角元素平均值，从而得到  P I Tω= + ，进一步用τ 矩阵近似，得到预处理矩阵 ( )P I Tτ τ ω= + 。 

预处理矩阵 Pτ 具有以下近似性质。 

定理 2 ( )1 maxmin 1 3min , max ,
2 2

dd P Aτλ
ω ω

−    ≤ ≤   
   

，其中 mind 和 maxd 是矩阵 D 对角元素的最小、最大

值。 
Bai 等人[36]提出了对角和 Toeplitz 分裂的预处理方法，寻求了有效的预处理矩阵。通过引入参数θ

( 0θ > )，我们可以构造出 A 的两种分裂形式： 

 ( ) ( )A I D I Tθ θ= + − − 和 ( ) ( )A I T I Dθ θ= + − −  (28) 

因此，可以通过两步迭代方法进行求解，即： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
1 2

    
k k

kk

I D u I T u b

I T u I D u b

θ θ

θ θ

 + 
 

 + +  


+ = − +


 + = − +

 (29) 

将上述的式子写成标准的一步迭代方法： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1k kP u Q u bθ θ+ = +   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1,
2 2

P I D I T Q I D I Tθ θ θ θ θ θ
θ θ

= + + = − −  (30) 

为快速求解 ( )1P θ− ，用τ 矩阵近似 T，得到预处理矩阵 

 ( ) ( ) ( )( )1
2

P I D I Tτ θ θ θ τ
θ

= + +  (31) 

预处理矩阵 ( )Pτ θ 具有以下近似性质。 
定理 3 ( ) 1P Aτ θ −

的所有特征值都聚集在以(1, 0)为中心，半径为 ( )σ θ 的复平面圆内。 

( ) max max 1
d
d

θ θ λ
σ θ

θ θ λ
 −   −    = <   

+ +      
， min maxd d d≤ ≤ ， min maxt tλ≤ ≤ 。其中 mind 和 maxd 为对角矩阵 D 中

的最小和最大元素值， mint 和 maxt 为矩阵 T 中的最小和最大特征值。 

3.2.2. 预处理对比与分析 
从近似思想来看，Yang 从系数矩阵的整体出发，将对角矩阵近似为数量矩阵，这是一种相对简单的

策略；而 Bai 则采用了基于矩阵分裂的较为复杂方法。从近似效果上看，Yang 构造的预处理矩阵的有效
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性高度依赖于对角矩阵元素，而 Bai 的预处理方法能够确保预处理后方程组的系数矩阵的特征值聚集在

1 附近，从而保证了预处理的有效性。因此，相较之下，Bai 的预处理方法更优。 
Bai 所构造的预处理矩阵同样涉及到参数的选取问题，可以研究最优参数的选择。此外，我们的想法

是可以借鉴 Pan 的逐行逆近似预处理方法，亦或利用 SMW 公式来构造近似逆预处理矩阵。具体而言，

使 T
0 1 k

n
kiA A x y

=
= +∑ ，那么 T

1 1 1k k k kA A x y+ + += + 。令 kx 、 ky 满足 T 1
11 0k k k kr y A x−
−= + ≠ ，则 

1 1 1 T 1 1 1 T
0 1 1 01

1
k k k ki

k

nA A A x y A A
r

− − − − − −
− −=

= − = −ΦΩ Ψ∑ ，其中 1 1 1
0 1 1 2 1n nA x A x A x− − −

− Φ =   ， 

( )1 1 1 1
1 2, , , ndiag r r r− − − −Ω =  ，

TT T 1 T 1 T 1
1 0 2 1 1n ny A y A y A− − −

− Ψ =   。其中，可令 0A D= ，利用这种矩阵分解方法，

我们可以得到系数矩阵逆的较为精确的近似。 

3.3. 针对 Toeplitz 类矩阵之和结构方程组的预处理 

3.3.1. 预处理形式及性质 
Zhou等[29]对方程组(14)，构造Kronecker积分裂(Kronecker product splitting)预处理。引入参数 0θ > ，

根据 Kronecker 积的性质，矩阵 A 允许如下的分裂： 

 ( ) ( )Q B C K C tJ Kθ θ= + ⊗ − ⊗ ∆ +  (32) 

和 

 ( ) ( )Q C tJ K B C Kθ θ= − ⊗ ∆ − + − ⊗  (33) 

通过交替迭代这两个分裂，可以建立 KPS 迭代： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
1 2

k k

kk

B C K U C tJ K U g

C tJ K U B C K U g

θ θ

θ θ

 + 
 

 + +  


+ ⊗ = ⊗ ∆ + +      



− ⊗ ∆ − = − − ⊗ +      

  

我们可以去掉中间变量
1
2

k
U

+
，将 KPS 迭代写成标准形式 ( ) ( ) ( ) ( )1k kU G U Qθ θ+ = + ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1G B C B C tJ K tJ Kθ θ θ θ θ− −   = + − ⊗ ∆ − ∆ +   ， ( ) ( ) ( )1 12Q B C tJ K gθ θ θ θ− −= − + ⊗ ∆ − 。 

实际上，此迭代也可由 ( ) ( )A P Rθ θ= − 产生，其中 

 ( ) ( ) ( )1
2

P B C tJ Kθ θ θ
θ

= − + ⊗ ∆ −  (34) 

 ( ) ( ) ( )1
2

R B C tJ Kθ θ θ
θ

= − − ⊗ ∆ +  (35) 

此外， ( ) ( ) ( ) ( )1 1G P R I P Aθ θ θ θ− −= = − 。 
预处理矩阵 ( )P θ 具有以下近似性质。 

定理 4 当 ( )( ) max max 1G λ θ µ θ λ θρ θ
λ θ µ θ λ θ
− + −

= < <
+ − +

时， ( )1C Bλ σ −∈ ， ( )1tK Jµ σ −∈ ∆ ， ( ) 1P Aθ −

的特征值完全包含在以(1, 0)圆心且半径小于 1 的圆中。 

3.3.2. 预处理分析 
Zhou 基于矩阵分裂方法构造了预处理矩阵，从近似程度上看，可知预处理后的系数矩阵具有良好的

谱性质。使用预处理 Krylov 子空间法求解时，主要的计算量在于预处理矩阵的逆和任一向量的乘积，但

Zhou 的方法中直接计算 ( ) 1P θ −
的代价较高。为此，我们可以对 ( )P θ 做进一步的近似。具体而言，矩阵 B
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和 C 可以用 Strang 型块循环矩阵来近似，K 和 J 同样可以用循环矩阵来近似。由此，预处理矩阵可表示

为： 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
2

S P s B s C ts J s Kθ θ θ
θ

= − + ⊗ ∆ −   

根据循环矩阵可以被傅里叶矩阵对角化，我们可得： 

 ( )( ) 1 1 1 * 1 1 *1 12 B C J KS P F F F t Fθ θ
θ θ

− − − − −      = − Λ + Λ ⊗ ∆ Λ − Λ      
      

  

其中，  
δΛ 是由矩阵 ( )s δ 的特征值构成的对角矩阵。由于系数矩阵 A 为 Toeplitz 类矩阵，我们的一个思路

是利用生成函数构造近似逆预处理矩阵。具体而言，我们可以结合扩散系数和源项对矩阵 A 的生成函数

提出近似。基于生成函数，我们可以估计出系数矩阵的特征值分布。进一步地，利用 HNP 过滤器或

Tikhonov 过滤器[37]，并结合逆傅里叶变换(IFFT)，可以构造出有效的循环近似逆预处理矩阵。 

4. 总结 

针对数值求解空间分数阶扩散方程中的结构化方程组，学者们围绕系数矩阵的结构和性质开展了一

系列预处理方法的研究，显著提高了 Krylov 子空间迭代求解的效率。本文对近年来提出的预处理方法进

行了整理，并从不同角度进行了对比分析。我们发现，对于任何结构的方程组，都可以通过两种途径来

构造预处理矩阵：一是直接近似系数矩阵，二是近似系数矩阵的逆。在直接近似系数矩阵的方法中，典

型的有矩阵分裂和平均对角矩阵。矩阵分裂方法通过引入参数，利用矩阵的不同分裂形式进行交替迭代，

从而构造出可调控的含参预处理矩阵。平均对角矩阵法主要依赖于对角矩阵对系数矩阵的影响，因而不

能确保得到高质量的近似。在近似系数矩阵逆的方法中，逐行逆近似能够有效地构造出系数矩阵的逆形

式。然而，这一方法需要通过插值对计算过程进行优化，在此过程中，平衡好插值点的数量与形成预处

理矩阵的成本是一个关键问题。结果表明，相比原有的方程组，以上预处理后的方程组的收敛性质明显

改善，Krylov 子空间迭代求解的速度显著升高。 
关于空间分数阶扩散方程数值解中结构化方程组的预处理方法研究，如何使得预处理后系数矩阵的

特征值更加聚集并减少计算成本，本文认为还可以从如下方面着手： 
一、获得更有效的近似逆预处理矩阵：可以尝试结合扩散系数和源项，对矩阵元素序列进行傅里叶

变换，从而得到系数矩阵生成函数的近似。进一步根据特征值的分布进行滤波，并结合 IFFT 构造循环近

似逆预处理矩阵。此外，还可以应用 SMW 公式，通过矩阵分解得到系数矩阵逆的精确形式。在构造过

程中，需在近似程度与构建预处理矩阵的成本之间进行权衡。 
二、构造更精确的对称 Toeplitz 近似矩阵：对于任意矩阵 n nA C ×∈ ，其对称 Toeplitz 近似矩阵 H，可

以尝试通过求解最小值问题 min FH A− 来获得。那么，我们可以从系数矩阵的整体或其关键部分出发，

利用此最优问题构造出更精确的对称 Toeplitz 近似矩阵，进一步基于正弦变换得到预τ 处理矩阵。 
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