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摘  要 

本文刻画*代数上完全保混合Lie零积的非线性映射，利用该结论得到不含交换中心投影的von Neumann
代数上*-同构的等价刻画。 
 
关键词 

von Neumann代数，完全保持映射，Lie积，Skew-Lie积，混合Lie零积 
 

 

Maps Completely Preserving Mixed Lie Zero 
Product 

Huan Mao, Runling An*, Jie Ding 
School of Mathematics, Taiyuan University of Technology, Taiyuan Shanxi 
 
Received: Mar. 18th, 2025; accepted: Apr. 11th, 2025; published: Apr. 21st, 2025 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we characterize nonlinear maps on *-algebras completely preserving mixed Lie zero 
products. As its application, equivalent characterization of *-isomorphism on von Neumann algebra 
with no abelian center projections is obtained. 
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1. 引言 

设，是两个 ∗ -代数， ,A B∈，记 A B AB BA= + 为 A，B 的 Jordan 乘积， [ ],A B AB BA= − 为

A，B 的 Lie 乘积， [ ] *
*

,A B AB BA= − 为 A，B 的 skew-Lie 乘积。Lie 乘积、Jordan 乘积和 skew-Lie 乘积

在算子代数的同构、导子、交换映射和代数理想等研究领域有着重要作用，受到许多学者的广泛关注，

其中(完全)保零积、Jordan 零积、Lie 零积、skew-Lie 零积的映射是热门研究领域之一(见文献[1]-[7])。设

映射 :Φ → 。称Φ 保零积，若 ( ) ( ) 0A BΦ Φ = ， ,A B∀ ∈， 0AB = 。称Φ 保 Jordan 零积，若 

( ) ( ) 0A BΦ Φ = ， ,A B∀ ∈， 0A B = 。称Φ 保 Lie 零积，若 ( ) ( ), 0A BΦ Φ =   ， ,A B∀ ∈，[ ], 0A B = 。

称Φ 保 skew-Lie 零积，若 ( ) ( ) *
, 0A BΦ Φ =   ， ,A B∀ ∈， [ ]*, 0A B = 。称Φ 保混合 Lie 零积，若 

( ) ( ) ( ), , 0A B C∗ Φ Φ Φ =    ， , ,A B C∀ ∈， [ ], , 0A B C
∗

  =  。对正整数 n，定义映射 

( ) ( ): nn nM F M F⊗Φ → ⊗  ， ( )( ) ( )( )n ij ijn n n n
S S

× ×
Φ = Φ 。若 nΦ 保零积(Jordan 零积、Lie 零积、skew-Lie

零积、混合 Lie 零积)，则称Φ 是 n-保零积(Jordan 零积、Lie 零积、skew-Lie 零积、混合 Lie 零积)的。若

对每个正整数 n， nΦ 保零积(Jordan 零积、Lie 零积、skew-Lie 零积、混合 Lie 零积)，则称Φ 完全保零积

(Jordan 零积、Lie 零积、skew-Lie 零积、混合 Lie 零积)。在文献[1]中 Bai 和 Hou 刻画了 ( )X 上双边保

零积、Jordan 零积的可加映射。文献[2]中 Qi 和 Hou 刻画 ( )H 上保 skew-Lie 零积的可加满射。文献[3]-
[5]中作者研究半单代数、上三角矩阵代数上保零积的线性映射，以及严格上三角矩阵上保零积的非线性

映射。Huang 在文献[6]刻画标准算子代数上完全保 Jordan 零积和 Lie 零积的非线性满射。Fu 在文献中[7]
刻画了 von Neumann 代数上完全保持 skew-Lie 零积非线性满射。受文献[1]-[7]的研讨启发，本文研究 ∗ -
代数上完全保混合 Lie 零积的非线性映射。并利用该结论得到不含交换中心投影的 von Neumann 代数上

∗ -同构的等价刻画。注意到尽管混合 Lie 零积与 skew-Lie 零积和 Lie 零积相关，但本文的结果不能由文

献[6] [7]的结论得到。事实上，刻画完全保持混合了 Lie 零积的关键是找到足够多的 , ,A B C∈  使得

[ ], 0A B
∗
≠ ，但 [ ], , 0A B C

∗
  =  ，这是本文的难点和创新点。 

本文 H 表示复 Hilbert 空间， ( )H 是 H 到 H 的全体有界线性算子。von Neumann 代数是 ( )H

满足 ′′ = 的自伴子代数，其中 ( ){ }, ,T TA ATH A′ = ∈ = ∀ ∈   ， { }′′′ ′=  。的中心 

( ) ′= ∩   。投影 P∈ 称为交换投影，若代数 P P 是交换的。 

2. 完全保混合 Lie 零积的映射 

本节主要刻画含单位元 I 的 ∗ -代数上完全保混合 Lie 零积的映射。 
定理 2.1. 设是一个包含单位元 I 的 ∗ -代数。若 :Φ → 是一个满射，则下列叙述等价： 
(1) Φ 双边 2-保混合 Lie 零积。 
(2) Φ 完全保混合 Lie 零积。 
(3) 存在∗ -同构 :Ψ → 及中心元 ( )Z ∈  使得对 ( ) ( )A Z AΦ = Ψ ， A∀ ∈。 
证明. (3) ⇒ (2) ⇒ (1)是显然的，下证(1) ⇒ (3)。 
假设Φ 双边 2-保混合 Lie 零积。 
断言 1. ( )0 0Φ = 。 
对任意的T ∈，令 
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0 0 0 0
, ,

0 0 0
A B C

T
   

= = =   
   

 

则 [ ], , 0A B C
∗

  =  ，由Φ 双边 2-保混合 Lie 零积得 ( ) ( ) ( )2 2 2, , 0A B C∗ Φ Φ Φ =    ，即 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2,

2 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

A B

T

T T T

∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

Φ Φ  

 Φ Φ − Φ Φ Φ Φ −Φ Φ −Φ Φ
 =
 Φ Φ +Φ Φ − Φ Φ Φ Φ +Φ Φ −Φ Φ −Φ Φ 

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

2 2 2 2 3

4 0 3 0 0 0 0 0 1.2
,

2 0 2 0 3 0 0 0 0 0 2.2

T
A B C

T T

∗ ∗

∗ ∗∗

 Φ − Φ Φ Φ −Φ Φ Φ
 Φ Φ Φ =    Φ Φ + Φ − Φ Φ Φ −Φ Φ Φ 

， 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31.2 4 0 3 0 0 0 0 0T∗ ∗= Φ − Φ Φ Φ −Φ Φ Φ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 32.2 2 0 2 0 3 0 0 0 0 0T T∗ ∗= Φ Φ + Φ − Φ Φ Φ −Φ Φ Φ ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

3 2 3 2 2

3 2 3 2 2

,

3 0 4 0 0 0 0 3 0 2 0 2 0 0 0 0

3 0 4 0 0 0 0 3 0 2 0 2 0 0 0 0

C A B

T T T

T T T

∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

Φ Φ Φ  

 Φ − Φ Φ +Φ Φ Φ Φ − Φ Φ − Φ Φ +Φ Φ Φ
 =
 Φ − Φ Φ +Φ Φ Φ Φ − Φ Φ − Φ Φ +Φ Φ Φ 

 

由Φ 的满射性知存在某个 0T ∈，使得 ( )0 0TΦ = 。令 0T T= 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 2 3 2

4 0 3 0 0 0 2 0 3 0 0 0

3 0 4 0 0 3 0 2 0 0

∗ ∗

∗ ∗

Φ − Φ Φ Φ = Φ − Φ Φ Φ

= Φ − Φ Φ = Φ − Φ Φ
， 

则有 ( )30 0Φ = ， ( ) ( )20 0 0∗Φ Φ = ， ( ) ( ) ( )0 0 0 0∗Φ Φ Φ = 。由Φ 的满射性，存在某个 1T ∈，使得 ( )1T IΦ = ，

令 1T T= ，可得 ( )20 0Φ = 。 
对任意的T ∈，令 

0 0 0 0 0
, ,

0 0 0 0 0
T

A B C
T
     

= = =     
     

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =  得 ( ) ( ) ( )2 2 2, , 0A B C
∗

 Φ Φ Φ =    。由Φ 的满射性可知，存在某个 2T ∈，使得 ( )2T IΦ = ，

令 2T T= 可得 ( ) ( ) ( )0 0 0 0∗Φ Φ = Φ = 。 
断言 2. ( ) ( ) ( )I I∗Φ = Φ ∈  。 
对任意的 ,S T ∈，令 

0 0 0
, , ,

0 0 0 0 0
I S T

A B C
I

     
= = =     
     

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =   得 ( ) ( ) ( )2 2 2, , 0A B C
∗

 Φ Φ Φ =     。由Φ  的满射性，存在某个T ∈  ，使得 ( )T IΦ =  ；

存在某个 S ∈，使得 ( )S IΦ = 。则 ( ) ( )I I∗Φ = Φ 且 ( ) ( ) ( ) ( )I S S IΦ Φ = Φ Φ 。因此 ( ) ( ) ( )I I∗Φ = Φ ∈  。 
断言 3. ( )IΦ 可逆， ( ) ( )T TΦ − = −Φ ， T∀ ∈且Φ 为单射。 
步骤 1. ( ) ( ) ( ) ( ) 0I T T IΦ Φ − +Φ Φ = ， T∀ ∈。 
对任意的 ,S T ∈，令 

0 0 0
, , ,

0 0
TI S

A B C
S I S S

∗ −   
= = =    −    

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =   得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0S I T I S TΦ Φ Φ +Φ Φ − Φ =  。由 Φ  的满射性，存在某个 T ∈  ，使得

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144188


毛欢 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144188 582 应用数学进展 
 

( )T IΦ = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) 0S I I SΦ Φ +Φ Φ − = ， S∀ ∈。 
步骤 2. ( )IΦ 是可逆的。    
对任意的 , ,S T R∈，令 

0 0
, , ,

0 0 0
I S STS ST

A B C
RTS T

∗

∗

−     
= = =    
    

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =   得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0I ST R S T RΦ Φ Φ +Φ − Φ Φ =  。由Φ  的满射性，存在某个 R∈  ，使得

( )R IΦ = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) 0I ST S TΦ Φ +Φ − Φ = 。由步骤1可知 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S T I ST ST IΦ − Φ = −Φ Φ = Φ − Φ ，

,S T∀ ∈。由于Φ 是满射和 ,S T  的任意性，则存在 ,S T 使得 ( ) ( )S TΦ − Φ 可逆。因此 ( ) ( )I STΦ Φ 可逆，

即 ( )IΦ 可逆。 
步骤 3. Φ 是单射且 ( ) ( )T TΦ − = −Φ ， T∀ ∈。 
结合步骤 1 中所取 , ,A B C 可得 ( ) ( ) ( )2 2 2, , 0A B C

∗
 Φ Φ Φ =    ，由 , ,S T R 的任意性，设 ( ) ( )S RΦ = Φ

则 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0
, , 0

0 0
I S T

R I S R

∗

∗

   Φ Φ −  Φ     =   Φ Φ   Φ − Φ       
。 

由Φ 双边 2-保混合 Lie 零积有 

( ) ( )
( )

0 0
0 00

T R S T RS SR

R S T

∗ ∗ − − − − +  
  =  
 −   

， 

由T 的任意性知 R S= ，因此Φ 是单射。由断言 2 可知 ( ) ( )T TΦ − = −Φ ， T∀ ∈。 
断言 4. ( ) ( )T T ∗∗Φ = Φ ， T∀ ∈。 
对任意的 ,S T ∈，令 

0 0 0
, , ,

0 0 0 0
S I T

A B C
S I∗

     
= = =     
     

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =   得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0T S I T I S ∗∗Φ Φ Φ −Φ Φ Φ =  。由 Φ  的满射性，存在某个 T ∈  ，使得

( )T IΦ = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) 0S I I S ∗∗Φ Φ −Φ Φ = ，由断言 3 知 ( ) ( )T T ∗∗Φ = Φ ， T∀ ∈。 
断言 5. ( ) ( ) ( )T S T SΦ + = Φ +Φ ， ,S T∀ ∈。 
对任意的 , ,S T R∈，令 

0
, , ,

0 0 0
I I S T T R

A B C
I T S

+     
= = =     
     

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =  得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0R I S T R T I R S IΦ Φ Φ + −Φ Φ Φ −Φ Φ Φ = 。由Φ 的满射性，存在

某个 R∈ 使得 ( )R IΦ = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0I S T T I S IΦ Φ + −Φ Φ −Φ Φ = ，由断言 3 知 

( ) ( ) ( )T S T SΦ + = Φ +Φ ， ,S T∀ ∈。 
断言 6. 令映射 :Ψ → ， ( ) ( ) ( )1A I A−ΦΨ = Φ ， A∀ ∈，则 ( )I IΨ = ，Ψ双边 2-保混合 Lie 零

积且Ψ具有与Φ 相同的性质。 
由 ( ) 1I −Ψ = Φ Φ，知 ( ) ( ) ( )1I I I I−Ψ = Φ Φ = 。对任意的 ( ), , nA B C F∈ ⊗  ，令 

11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22

, , ,
A A B B C C

A B C
A A B B C C
     

= = =     
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则有 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
31

2 2 2 2 2 21

0
, , , ,

0

I
A B C A B C

I

−

−∗ ∗

 Φ
    = Φ Φ Φ         

Ψ
 

Ψ
Φ

Ψ 。因此Ψ是双边 2-保混

合 Lie 零积的映射，具有和Φ 相同的性质。 
断言 7. ( ) ( ) ( )ST S TΨ = Ψ Ψ ， ,S T∀ ∈。 
对任意的 , ,S T R∈，令 

0 0
, , ,

0 0 0
I S STS ST

A B C
RTS T

∗

∗

−     
= = =    
    

 

由 [ ], , 0A B C
∗

  =   得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0ST R S T RΨ Ψ +Ψ − Ψ Ψ =  。由 Ψ  的满射性，存在某个 R∈  使得

( )R IΨ = ，则 ( ) ( ) ( ) 0ST S TΨ +Ψ − Ψ = ，由断言 3 可知 ( ) ( ) ( )ST S TΨ = Ψ Ψ ， ,S T∀ ∈。 
断言 8. 存在可加∗ -同构 :Ψ → 及中心元 ( )Z ∈  使得 ( ) ( )A Z AΦ = Ψ ， A∀ ∈， ( )I IΨ = 。 
通过断言 1~7 的讨论，令 ( )Z I= Φ 即可得证。 
由定理 2.1 知： 
推论 2.2. 设是没有交换中心投影的 von Neumann 代数，若 :Φ → 是一个满射，则下列叙述等

价： 
(1) Φ 双边 2-保混合 Lie 零积。 
(2) Φ 完全保混合 Lie 零积。 
(3) 存在中心元 ( )Z ∈  使得 1 2ZΨ = Φ = Ψ +Ψ ，其中 1 P PΨ


是线性 ∗ -同构， ( ) ( )2 I P I P− −

Ψ


是共轭线

性∗ -同构。 
若是因子 von Neumann 代数，则 ( ) I′= ∩ =    ，为实数。由推论 2.2 有 
推论 2.3. 设是因子 von Neumann 代数，若 :Φ → 是一个满射，则下列叙述等价： 
(1) Φ 双边 2-保混合 Lie 零积； 
(2) Φ 完全保混合 Lie 零积； 
(3) Φ = Ψ ，Ψ为线性 ∗ -同构或共轭线性∗ -同构。 
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