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摘  要 

加速邻近梯度算法是求解张量补全问题的经典方法之一，但将该算法应用到Hankel结构张量补全时，无

法保证补全的张量能够保持Hankel结构。因此，本文基于加速邻近梯度算法的框架，提出了一种保

Hankel结构的加速邻近梯度算法。该算法在每次迭代中利用 l∞ -模投影算子生成Hankel结构张量。在理

论上，本文证明了新算法在合理假设条件下的收敛性。最后，通过随机Hankel张量补全与图像修复实例

的数值实验验证了新算法的有效性。 
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Abstract 
The accelerated proximal gradient algorithm is one of the classic methods for solving tensor com-
pletion problems. However, when applied to Hankel structured tensor completion, it cannot guar-
antee that the completed tensor can maintain the Hankel structure. Therefore, based on the frame-
work of the accelerated proximal gradient algorithm, this paper proposes a new accelerated proxi-
mal gradient algorithm that can preserve the Hankel structure. In each iteration of the algorithm, 
utilizing the l∞ -norm projection and the fast singular value thresholding method ensures that the 
generated tensor preserves the Hankel structure. Moreover, this paper proves the convergence of 
the new algorithm under reasonable assumptions. Finally, the effectiveness of the new algorithm is 
verified through numerical experiments of random Hankel tensor completion and image restora-
tion examples. 
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1. 引言 

张量补全是指从存在数据缺失的张量中补全出原始张量。目前，张量补全已经广泛应用于图像恢复

[1]、数据挖掘[2]、信号处理[3]及机器学习[4]等领域，其数学模型为： 

 
( )

( ) ( )
min rank ,

 s.t.   .Ω Ω=
 

   
 (1) 

其中 1 2 nI I I× × ×∈ 

 为待补全张量， 1 2 nI I I× × ×∈ 

 为采样张量， ( )rank  是张量的某种秩，Ω为基数为

m 的采样元素指标集， 是集合Ω上的正交投影，即： 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2

1 2

, if , , , ,
0, if , , , .

N N

N

i i i i i i
P

i i iΩ

 ∈Ω=  ∉Ω

 




  

张量补全中，常用的张量秩有 CP 秩[5]、Tucker 秩[6]、张量火车(TT)秩[7]、张量环(TR)秩[8]，本文仅研

究 Tucker 秩张量补全问题。Liu 等人[9]给出了基于 Tucker 秩的核范数最小化凸优化补全模型： 

 ( )

( ) ( )
*1
,min

 s.t. .

n

i i
i
α

=

Ω Ω=

∑ 

   
 (2) 

其中
*⋅ 表示矩阵的核范数， ( )i 表示张量的模-i 展开矩阵， 0iα ≥ 且

1
1

n

i
i
α

=

=∑ 。为了求解模型(2)，Wang 

等人[10]提出了张量补全的加速随机邻近梯度算法；Liu [9]等人提出了三种有效算法：简单低秩张量补全

算法(SiLRTC)、快速低秩张量补全算法(FaLRTC)以及高精度低秩张量补全算法(HaLRTC)；Gandy 等人[11]
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提出了张量补全的 Douglas-Rachford 分离算法以及交替方向乘子法。 
在实际应用中，Hankel 张量因其特殊的结构常应用于数字信号处理[12]、医学成像[13]等领域。由于

其广泛的应用背景，一些学者开始对 Hankel 张量的补全问题进行研究。Hankel 张量补全问题在模型(2)的
基础上增加了结构的约束，即如下的模型： 

 

( )

( ) ( )
*1

min

s.t.  

 

  

,

,

n

i i
i
α

=

Ω Ω=

∈

∑ 

   

 

 (3) 

其中为 Hankel 张量的集合。 
目前，Adamo 和 Mazzucchelli [14]针对 Hankel 张量补全提出秩 1 正交追踪法；Trickett 等人[15]针对

Hankel 张量补全提出了交替方向法。但需指出的是，上述所提及的算法在求解模型(3)时，虽然能够对

Hankel 张量进行补全，但是不能保证生成的张量始终保持 Hankel 结构，无法利用 Hankel 快速奇异值分

解，同时上述算法的精度较差，运行算法所耗费的时间较长。为此，王川龙等人提出了 Hankel 张量补全

的快速算法[16]与均值加速邻近梯度算法[17]。本文受王川龙等人工作的启发，提出了一种保 Hankel 结构

的加速邻近梯度算法。该算法基于 l∞ -范数投影，从而能够保证迭代过程中生成的张量始终保持 Hankel 结
构。相较于 F-模， l∞ -模能够在凸优化问题中更高效求解。同时由于张量的 Hankel 结构，在算法中采用

了 Hankel 张量的模-s 展开快速奇异值阈值算子，提高了算法效率，减少了奇异值分解所用的时间，并能

提高算法的精度。 
本文结构安排如下：第 2 节主要总结一些有关张量的预备知识；第 3 节给出一种新的基于 l∞ -模的低

秩 Hankel 张量补全的保结构加速邻近梯度算法；第 4 节给出了新算法在合理假设条件下的收敛性证明；

第 5 节通过随机 Hankel 张量补全以及简单图像修复实例的数值实验验证了算法的有效性；最后，我们给

出了本文的总结。 

2. 预备知识 

本节中，介绍下文所需要的符号说明和基础知识。 
为方便起见， 1 2I I×

 表示 1 2I I× 的实矩阵全体。矩阵的核范数和 F 范数分别表示为
*A 和

FA 。矩阵

的内积为 ( )T

,
, ij ij

i j
A Y trace A Y a y= =∑  。 1 2 nI I I× × ×∈ 

  表示 n-阶张量，它的元素表示为
1 2 ni i ia


 ，其中

1 k ki I≤ ≤ ，1 k n≤ ≤ 。 ( ) ( )
( )1 1 1k k k nI I I I I

k kunfold − +×= ∈  

  表示张量的模-k 展开，其逆定义为 

( )( )k kfold =  。张量 ( )( )k kfold =  的 Tucker 秩为 ( ) ( )( ) ( )( )( )1 , ,T nrank rank rank=    。 

1 2
1 2

1
22

, , ,
n

n
i i iF

i i i
a

 
=  
 
∑




 表示张量的 F 范数，
1 2 1 2

1 2, , ,
,

n n
N

i i i i i i
i i i

a y= ∑
 



  表示张量的内积，张量的核范

数定义为 ( )* *1

n

i i
i
α

=

=∑  。张量的 Hankel 化算子定义为 ( ) 1 2 nI I I× × ×= ∈ 

   ，其中 Hankel 张量 

的元素
1 2 ni i is


值为中与
1 2 ni i is


下角标和相等元素的最大值与最小值的平均值。 

定义 2.1 (奇异值分解) [18]对于秩为 r 的矩阵 1 2I IA ×∈ ，存在矩阵 1I rU ×∈ 和 2I rV ×∈ ，使得 

.rA U V= Σ   

其中 ( )1 2, , ,r rdiag σ σ σΣ =  ， 1 2 0rσ σ σ≥ ≥ ≥ > ，U、V 分别是左奇异矩阵，右奇异矩阵。A 的奇异值

分解记为 [ ] ( ), ,rU V svd AΣ = 。 
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定义 2.2 (奇异值阈值算子) [19]对于任意参数 0τ ≥  ，秩为 r 的矩阵 1 2I IA ×∈  ，其奇异值分解为

rA U V= Σ ，则其奇异值阈值算子 τ 定义为 

( ) ( ) T: ,rA U Vτ τ= Σ   

其中 

( ) { }( ) { }
, ,

,
0, .

i i
r i i

i

diagτ

σ τ σ τ
σ τ σ τ

σ τ+ +

− >
Σ = − − =  ≤

若

若
  

定义 2.3 (Hankel 张量) [20]给定张量 1 2 nI I I× × ×∈ 

 ，若当和 1 ni i+ + 保持不变时，张量的元素
1 ni ia


也保持不变，则称为 Hankel 张量。换句话说，为 Hankel 张量当且仅当存在一个向量 

1

1 2
1

, , , n
i

i
I n

l l l l
=

− +∑

 
 =
 
 


使得 

1

1
1
.nn

i
i

i i
I n

h l
=

− +∑
=



 

显然，当 1 2 nI I I I= = = = 时，Hankel 张量为对称张量。 
定义 2.4 (Hankel 张量模-s 展开的快速奇异值阈值算子) [16] Hankel 张量模-s 展开的快速奇异值阈值

算子可以表示为如下方式 

( )( ) ( ) 1 .s s s ssD A D H D D Bτ τ
−=  

其中 ( ) ( )s s ss unfold H B= =  ， s sI J
sH ×∈ 是 ( )s 移去重复列所得到的矩阵， 1s s

s s
J I ′

′≠

= −∑ ； sB 是由
( )s
kd

个向量所组成的矩阵，其中 sI
ke ∈ 是第 k 个单位向量，

( )s
kd 表示 sH 第 k 列的出现次数，且 

1, 2, , 1s
s s

k I ′
′≠

 ∈ − 
 

∑ ； ( ) ( )( )1 sJ
s s sD diag d d=  。 

定理 2.1 (Jensen 不等式) [21]对于任意点集{ }ix ，若 0iλ ≥ 且
1

1
n

i
i
λ

=

=∑ ，则对凸函数 ( )f x 满足如下不

等式 

( )
1 1

.
n n

i i i i
i i

f x f xλ λ
= =

  ≤ 
 
∑ ∑  

该不等式被称为 Jensen 不等式。 
引理 2.1 [22]设任意向量 ( )1 2, , , mx x xβ =  ，选取向量 ( ), , ,y y yα =  ，使得 

1min min max ,y i m iy xα α β ≤ ≤∞
− = −  

则      

( )1 1
1 min max .
2 i m i i m iy x x≤ ≤ ≤ ≤= +  

由以上引理可知，给定一组向量 ( )1 2, , , mx x xβ =  ，则 

( ) ( )1 1 1 1
1 1min max , , min max
2 2i m i i m i i m i i m ix x x xα ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 + + 
 


 

是所给向量 β 在 l∞ 下的投影。 
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3. 基于 l∞ -模的 Hankel 张量补全的保结构加速邻近梯度法 

本节正式提出一种新的基于 l∞ -模的低秩 Hankel 张量补全的保结构加速邻近梯度算法。首先，为了

更好地求解模型(3)，用以下无约束优化问题近似原问题： 

 ( ) ( ) ( )
1

min , .
n

i i
i

F A f gα µ∈
=

= +∑     (4) 

其中 ( ) ( ) ( ) 21
2 F

f Ω Ω= −     ， ( ) ( ) *
,i ig µ µ=  ， µ 为罚函数，表示 Hankel 张量的集合。 

对于任意的 ( )
1

| ,
n

i i
i

gα µ
=

 ∈ < ∞ 
 

∑   ，用 ( )f  在处的二阶展开式近似 ( )f  ，则 ( )F  的近似

函数可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

22

1

, , ,
2

1               , ,
2 2

n

i iF
i

n

i iF F
i

Q f f g

g f f

τ
τ α µ

τ α µ
τ

=

=

= + ∇ − + − +

= − + + − ∇

∑

∑

        

    
 

此处 ( )1 fτ −= − ∇   ， ( ) ( ) ( )f Ω Ω∇ = −     。 
我们定义 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

2

*

2

*

arg min ,
2

    arg min
2

    , 1, 2, , .

i i i i i iF

i i iF

i i

f f

fold i nµ
τ

τα α α α µ

τ µ

= + ∇ − + − +

= − +

 
= =  

 






       

  

 

 

根据上述讨论，新算法通过迭代求解 ( ),Qτ   的极小值点，从而逐步逼近 ( )F  的极小值点。在每

个迭代步骤中，对子问题的解进行 Hankel 化处理。具体步骤如下： 
算法 1 基于 l∞ -模的 Hankel 张量补全的保结构加速邻近梯度法(HAPG) 
步骤 1 给定 0 1 0−= =  ， 0 1 1t t= = ， 0µ ，η， ε ， nτ = ， 0k = ； 

步骤 2 令
2

1
1 1 4

2
k

k
t

t +

+ +
= ， ( )1 1

1

1k k k kk

k

t
t

+ −

+

−
= + −    ； 

步骤 3 令 ( )1 1 1 1k k kfτ+ + − += − ∇   ； 
步骤 4 计算 

for i = 1：n 
do 

( )( )

( )

1
1 1 1

1 T1 1 1

, ,

.
k

k
k k k
i i i

i

k
k k k

i i i i
i

U V svd unfold G

W fold U D Vµ
τ

+
+ + +

+
+ + +

  =  
  

=      

∑

∑
 

end for 
步骤 5 令 

1 1

1
,

n
k k

i i
i
α+ +

=

= ∑   
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( )1 1 .k k+ +=    

步骤 6 若 1k k k
F F

ε+ − <   ，停止迭代；否则，转第 7 步； 
步骤 7 计算 1k kµ ηµ+ = ， 1k k= + ，转第 2 步。 
注：步骤 5 中的 ( )1 1k k+ +=   的计算如下： 
设 1k+ 的元素表示为

1 2 mi i ia


， 

( )1 2

1

1

1

1, 1 ,
1, 2, , 1 ,

0, 1 ,
n

n

m n
m

l i i i tn
t

m
m

i n l
r l I n

i n l

=

=

=

 − + =  = = ∈ − +  
  − + ≠



∑
∑

∑


  

则 

( )
1

1

1,2, , 1

,
n

t
t

k
l l

l I n

a

=

+

  ∈ − + 
  

∑

= ∑


    

其中令
1 2

1
1|

m

n

l i i i m
m

S a i l n
=

 = = + − 
 

∑


， ( ) ( )( )1 max min
2l l la S S= + 。 

由此可知， ( )1 1k k+ +=   是 1k+ 在 l∞ 下的投影。 

4. 收敛性分析 

在本节中，我们给出新算法的收敛性分析。 
引理 4.1 [23]根据算法 1 中的步骤 4，存在 ( ) ( )1 1,k k

i i i kgγ µ+ +∈∂  ，使得如下最优性条件成立： 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 0, 1, 2, , .k k k k
i k i if i nτ µ γ+ + + +∇ + − + = =      

引理 4.2 对任意的 1τ ≥ ，有如下不等式成立： 

( ) ( ), .F τ≤     

证明 由 ( )f  定义有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1 ,
2
1 .
2

F

F

f

f

Ω Ω

Ω Ω

= −

= −

    

    
 

因此可推得， 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2

2

2 2

2

2

1
2
1
2
1 2 ,
2
1 2 2 ,
2

, .
2

F

F

F F

F

F

f f

f f

f fτ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

= + −

= + − −

= − + −

= − + − − + −

≤ + ∇ − + −

≤ + − + ∇ −

   

     

     

           

     

     
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不等式两边同时加 ( )
1

,
n

i i
i

gα µ
=
∑  ，则可得 

( ) ( ), .F τ≤     

证毕。 
假设 4.1 对于算法 1 中生成的张量序列{ }1 1 1, ,k k k

i
+ + +   ，假设有以下不等式成立： 

(i) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1 1 1 1 1 1 1

1
, , , .

2

n
k k k k k k k k k

i i i i i kFi
Q f f gτ

τα µ+ + + + + + + + +

=

≤ + ∇ − + − +  
∑          

(ii) 
2 21 1k k
F F

+ +≥   

(iii) 对任意的 Hankel 张量，有 1 1, 0k k+ +− ≥   。 
引理 4.3 序列{ },k k  由算法 1 生成， * 为最优解。若有假设 4.1 成立，则有 

 
( ) ( )

( ) ( )

21 1 1 1 1 1

2* 1 1 1 1 * 1 1

, ,
2

, .
2

k k k k k k k k
F

k k k k k k
F

F F

F F

τ τ

τ τ

+ + + + + +

+ + + + + +

− ≥ − + − −

− ≥ − + − −

       

       
 

证明 由引理 4.2 可得 

 ( ) ( )1 1 1, .k k kF τ
+ + +≤     (5) 

又由于 ( ) ( ), ,i kf g µ  是关于的凸函数，则有 

 ( ) ( ) ( )1 1 1, ;k k k k kf f f+ + +≥ + − ∇      (6) 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1

, , , ,

, , 1, 2, , .

k k k k k
i k i i k i k i i

k k
i i i i k

g g

g i n

µ µ µ γ

γ µ

+ + +

+ +

≥ + −

∈∂ = 

    

 
 (7) 

根据(6) (7)式可得 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1

1 1 1

1

,

,

, , .

n
k k k

i i k
i

k k k k

n
k k k k

i i i k i k i i
i

F f g

f f

g

α µ

α µ µ γ

=

+ + +

+ + +

=

= +

+ − ∇

 + − 

≥

+

∑

∑

  

   

   

 (8) 

根据(5) (8)式及假设 4.1 中(i)可得 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 1

21 1 1 1 1 1 1

1

21 1 1 1 1 1

1

21 1 1 1

1

,

, ,
2

, ,
2

 

,

 

 

2

k k

k k k

n
k k k k k k k k

i i i i i kFi

n
k k k k k k k k

i i i i k i iFi

n
k k k k k

i i iFi

F F

F Q

F f f g

f

f

τ

τα µ

τα µ γ

τα µ

+

+ +

+ + + + + + +

=

+ + + + + +

=

+ + + +

=

−

≥ −

 ≥ − + ∇ − + − +  
 ≥ − − + − ∇ + − 
 

= − − + − ∇ +

∑

∑

∑

 

  

       

       

     ( )1 . k
k i iγ + 

 
 



 

由引理 4.1 整理可得 
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( ) ( ) ( )1 1 1 1 .k k k k
k i i if µ γ τ+ + + +∇ + = −     

从而可知 

( ) ( )
( )

1

21 1 1 1 1

1

2 21 1 1 1 1 1 1

1

21 1 1 1 1

1

,
2

 

 
2

,

 

,

.
2

k k

n
k k k k k k

i i i iFi

n
k k k k k k k k

i i i iF Fi

n
k k k k k k

i i iFi

F F

τα τ

τα τ τ

τα τ

+

+ + + + +

=

+ + + + + + +

=

+ + + + +

=

−

 = − − + − − 
 
 = − − + − + − − 
 
 = − + − − 
 

∑

∑

∑

 

     

       

     

  

由凸函数的性质及 Jensen 不等式可得 

( ) ( )

21 1 1 1 1

1

21 1 1 1 1

1 1
2

1 1 1 1 1

1 1

2
1 1 1 1 1

1 1

,
2

,
2

 

 

,
2

, .
2

n
k k k k k k

i i iFi

n n
k k k k k k

i i i iFi i

n n
k k k k k k

i i i i
i iF

n n
k k k k k k

i i i i
i iF

τα τ

τα α τ

τ α τ α

τ α τ α

+ + + + +

=

+ + + + +

= =

+ + + + +

= =

+ + + + +

= =

 − + − − 
 

≥ − + − −

≥ − + − −

= − + − −

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

     

     

     

     

 

又因为 k 与 1k+ 均为 Hankel 张量，由假设 4.1 中的(ii)式与(iii)式即得 
2

21 1

1

1 1 1

1

,

, 0.

n
k k

i i Fi F

n
k k k k

i i
i

α

α

+ +

=

+ + +

=

≥

− − ≥

∑

∑

 

   

 

结合上述两个不等式，我们推得 

( ) ( )

( )

1

2
1 1 1 1 1

1 1

2
21 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 21 1 1 1 1 1 1

1

1

,
2

2 , ,
2

2 , ,
2

2

k k

n n
k k k k k k

i i i i
i iF

n n n
k k k k k k k k

i i i i i iFi i iF

n
k k k k k k k k

i iF F i

k

F F

τ α τ α

τ α α τ α

τ τ α

τ

+

+ + + + +

= =

+ + + + + + +

= = =

+ + + + + + +

=

+

−

≥ − + − −

 
= − + + − −  

 

≥ − + + − −

= −

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

 

     

       

       

 
21 1 1 1

1

21 1 1 1 1 1 1 1

1

21 1 1 1 1

,

, ,
2

 

, .
2

 

n
k k k k k

i iF i

n
k k k k k k k k k k

i iF i

k k k k k k
F

τ α

τ τ τ α

τ τ

+ + + +

=

+ + + + + + + +

=

+ + + + +

+ − −

= − + − − + − −

≥ − + − −

∑

∑

   

         

     

 

类似地我们可以证明 
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( ) ( ) 2* 1 1 1 1 * 1 1, .
2

k k k k k k
F

F F τ τ+ + + + + +− ≥ − + − −         

引理 4.4 { },k k  是由算法 1 生成的序列，则有： 
2 21 2 1 2

1 1 12 2 .k k k k k kF Ft m t m n nτ τ− −
+ + +− ≥ −  

其中 ( ) ( ) ( )* 1 *
1, 1k k k

k k k km F F n t t −
−= − = − − −     。 

证明 根据引理 4.3 有 

 ( )
21 1 1 1 1 1 1

12 2 , ,k k k k k k
k k F

m mτ − + + + + + +
+− ≥ − + − −       (9) 

 
21 1 1 1 1 1 *

12 2 , .k k k k k
k F

mτ − + + + + +
+− ≥ − + − −       (10) 

将(9)式两边同乘 ( )1 1kt + − 并于(10)式相加即得 

 ( )( ) ( )
21 1 1 1 * 1 1

1 1 1 1 1 12 1 2 , 1 .k k k k k k
k k k k k k k F

t m t m t t tτ − + + + + +
+ + + + + +− − ≥ − − − − + −        (11) 

由算法 1 中的步骤 2，计算可得出 kt 与 1kt + 的关系式为 2 2
1 1k k kt t t+ += − ，将(11)式两边同乘 1kt + 可得 

( ) ( ) ( ) 21 2 2 1 1 1 * 1 1
1 1 1 1 1 12 2 , 1 ,k k k k k k

k k k k k k k k F
t m t m t t t tτ − + + + + +

+ + + + + +− ≥ − − − − + −        

令 1
1

k
ka t +
+=  ， 1

1
k

kb t +
+=  ， ( ) *

1 1 k
kc t += − +  。 

代入毕达哥拉斯关系式
2 2 22 ,b a b a a c b c a c− + − − = − − − 可得 

( ) ( ) ( )
2 21 2 2 1 * 1 *

1 1 1 1 1 12 1 1 ,k k k k
k k k k k k k kF F

t m t m t t t tτ − + +
+ + + + + +− ≥ − − − − − − −        

由算法 1 中的步骤 2 整理得 

( )( )1 1
1 1 1 .k k k k

k k kt t t+ −
+ += + − −     

再令 ( ) 1 *
1 1k k

k k kn t t −
−= − − −   即可推出 

2 21 2 1 2
1 1 12 2 .k k k k k kF Ft m t m n nτ τ− −
+ + +− ≥ −  

证毕。 
引理 4.5 [23]若{ },k ka b 为正实数的序列且满足 1 1k k k ka a b b+ +≥− − ， 1k∀ ≥ ， 1 1a b c+ ≥ ，c > 0，则对任

意的 1k ≥ ，有 ka c≤ 。 

引理 4.6 [23]对于算法 1 中生成的正序列{ }kt ，令 1 1t = ，则对于任意 1k ≥ 有
1

2k
kt ≥
+

。 

定理 4.1 设{ },k k  为算法 1 产生的序列， * 为模型(3)的最优解。对任意的 1k ≥ ，有 

( ) ( )
( )

20 *
*

2

2
.

1
k FF F

k

τ −
− ≤

+

 
   

证明 令 1 22k k ka t mτ −= ，
2

k k Fb n= ，
2 21 * 0 *
F F

c = − = −    。 
在引理 4.2 中令 k = 0 可得 

( ) ( )

( ) ( )

2* 1 1 1 1 * 1 1

2 21 1 1 * 1 *

,
2

2

F

FF

F F τ τ

τ

− ≥ − + − −

 = − + − − − 
 

       

     
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( )2 21 * 1 * ,
2 F F

τ
= − − −     

因此有 
2 21 1 * 1 *

12 ,
F F

mτ − − − −≤              

则存在 1 2 1
1 1 1 12 2a t m mτ τ− −= = ，

22 1 *
1 1 F F

b n= = −  ，使得 1 1a b c+ ≤ 。 

结合引理 4.4、引理 4.5、引理 4.6 中的
1

2k
kt ≥
+

可推出 

( ) ( )
( )

20 *
*

2

2
.

1
k FF F

k

τ −
− ≤

+

 
   

5. 数值实验 

为了考察新算法的数值表现，我们将新算法 HAPG 与经典算法 APG 进行比较。本节共分为两部分：

第一部分将两个算法应用于求解一些随机产生的低秩 Hankel 张量补全问题；第二部分将两个算法应用于

图像修复实例。数值实验的所有程序都用 Matlab R2020a 进行编程，都在配置为 Intel(R) Core(TM) i5-8250U 
@1.60GHz，内存 8.00 GB，Windows11 系统的数值环境下运行实现。 

5.1. 随机 Hankel 张量补全 

本小节实验考虑随机产生的张量补全问题。通过对随机生成的不同大小的低秩Hankel张量进行补全，

从而比较算法 HAPG 与经典算法 APG。随机张量是由张量的 Tucker 分解生成的： 

1 1 2 2 3 ,N NU U U= × × × ×   

其中 1 2 Nr r r× × ×∈ 

 是核张量， , 1, 2, ,n nI r
nU n N×∈ =  为矩阵。本实验中，针对维数分别为 50 × 50 × 50、

60 × 60 × 60、50 × 55 × 60 和 Tucker 秩分别为(2, 2, 2)和(5, 5, 5)的 Hankel 张量进行补全。张量采样率用 p 

来表示，取值分别为 0.3、0.4、0.5。两种算法的参数设置均为
1

i n
α = ， 0.7η = ， 710ε −= ， ( )( )0

21

n

i i
i

P Tµ α
=

= ∑ 。 

 
Table 1. Comparison of HAPG and APG when p = 0.3 
表 1. 当 p = 0.3 时，HAPG 与 APG 的比较 

大小 秩 算法 迭代次数 CPU 时间(s) RSE 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) HAPG 51 3.5622 1.0119E−07 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) APG 404 12.4566 1.3689E−02 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) HAPG 48 4.1882 1.9041E−07 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) APG 331 17.9997 1.8155E−03 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) HAPG 49 8.1870 1.7418E−07 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) APG 327 18.8714 1.7757E−03 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) HAPG 48 7.1464 1.8177E−07 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) APG 326 16.5799 2.9050E−03 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) HAPG 50 5.2405 2.2166E−07 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) APG 342 16.0661 3.5862E−03 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) HAPG 48 5.2017 1.8730E−07 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) APG 336 17.0260 1.8636E−03 
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表 1~3 给出了算法 HAPG 与 APG 在迭代次数、CPU 时间和算法精度方面的数值比较结果，其中算

法的 CPU 时间以秒为单位，算法的精度用相对均方误差(Relative Standard Error, RSE)进行评估，其表达

形式为 

RSE ,F

FT
−

=
 

 

其中  和   分别表示原始张量和算法输出的最优解。根据数值结果分析，新算法的迭代次数明显少于

APG 算法，平均减少了四倍；其次，新算法的总体运行时间平均缩短了两倍，表现出更高的处理效率；

此外，新算法在精度方面也表现得更加准确。表 1~3 的 18 个算例的具体数据清晰地表明，新算法在 CPU
时间、迭代次数和精度方面均优于 APG 算法。综上所述，实验结果证实了新算法的有效性。 

 
Table 2. Comparison of HAPG and APG when p = 0.4 
表 2. 当 p = 0.4 时，HAPG 与 APG 的比较 

大小 秩 算法 迭代次数 CPU 时间(s) RSE 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) HAPG 39 2.6959 6.3945E−07 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) APG 54 5.5029 1.3890E−06 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) HAPG 37 2.5964 5.7245E−07 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) APG 52 5.4613 1.0550E−06 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) HAPG 38 5.3335 3.9458E−07 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) APG 58 7.2416 1.6587E−06 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) HAPG 37 5.4985 5.3087E−07 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) APG 58 7.2750 2.0358E−06 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) HAPG 39 4.1615 3.4127E−07 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) APG 61 6.0741 3.0991E−06 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) HAPG 40 4.4156 5.2058E−07 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) APG 77 7.3773 7.0927E−06 
 

Table 3. Comparison of HAPG and APG when p = 0.5 
表 3. 当 p = 0.5 时，HAPG 与 APG 的比较 

大小 秩 算法 迭代次数 CPU 时间(s) RSE 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) HAPG 42 3.8150 2.2917E−07 

50 × 50 × 50 (2, 2, 2) APG 105 5.0253 2.4126E−05 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) HAPG 41 4.4324 3.2083E−07 

50 × 50 × 50 (5, 5, 5) APG 122 6.0840 6.8978E−05 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) HAPG 41 7.1227 3.2009E−07 

60 × 60 × 60 (2, 2, 2) APG 110 8.3881 2.0665E−05 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) HAPG 40 7.0135 3.1990E−07 

60 × 60 × 60 (5, 5, 5) APG 103 9.4540 2.4405E−06 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) HAPG 41 5.1206 3.2042E−07 

50 × 55 × 60 (2, 2, 2) APG 101 8.1390 3.1291E−05 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) HAPG 42 5.5192 3.2940E−07 

50 × 55 × 60 (5, 5, 5) APG 109 6.2233 4.0509E−05 
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5.2. 图像修复 

在本小节中，我们将算法 HAPG 与 APG 用于求解 Hankel 结构的图像修复问题。具体地，在采样率

为 p = 0.3 的情形下，对 100 × 100 × 100，秩为(2, 2, 2)的 Hankel 张量，分别使用算法 HAPG 和 APG 进行

图像修复。为了更好地体现图像修复的效果，我们给出了原始图像、采样图像以及经过算法修复后的图

像，见图 1 与图 2。本小节实验参数与 5.1 节相同，同时用峰值信噪比(PNSR)来体现修复效果，其表达式

如下： 
2

max
10PNSR 10log ,

F

n
=

−


 
 

其中 n 表示张量中像素的个数， max 表示原始张量的最大像素值。针对该图像修复问题，修复效果见图

2。图 1，图 2 的实验结果表明，新算法对于图像修复问题有着不错的修复效果。 
 

 
Figure 1. On the left is the original slice image; On the right is the sampling slice image 
图 1. 左为原始切片图像；右为取样切片图像 

 

 
Figure 2. On the left is the image repaired by the APG algorithm; The image repaired by the right HAPG algorithm 
图 2. 左为 APG 算法修复的图像；右 HAPG 算法修复的图像 

6. 总结 

本文针对 Hankel 张量补全问题提出了一种新的基于 l∞ -模的保结构加速邻近梯度法。该算法基于加

速邻近梯度算法的框架，在每次迭代中利用 l∞ -模投影使得生成张量始终为 Hankel 结构，同时算法能够

提高张量补全的效率与精度。并在理论上，我们证明了新算法在合理假设条件下的收敛性。最后，通过

求解随机 Hankel 张量补全问题与图像修复实例的数值实验进一步表明了算法的有效性。 
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