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摘  要 

随着数学学习的发展与深入，形如 ( ) ( )af x x a
x

= + > 0 的模型已经多次出现在我们的视野中，初等数学

中求最值问题逐渐普遍化且考查力度较大，刻板印象就是直接用基本不等式求解，因为这通常是同学们

最希望看到的容易求解形式。事实上，这类式子是一类双勾函数，本文将剖析双勾函数的基本性质，并

利用这些性质解决基本不等式无法解决的最值问题。 
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Abstract 

As our study of mathematics progresses, the model represented by ( ) ( )af x x a
x

= + > 0  has repeat-

edly come into our field of vision. In elementary mathematics, the problem of finding the maximum 
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or minimum value has become more common and more challenging. The stereotype is to directly 
use the basic inequality to solve it, as this is often the easiest form that students hope to see. In fact, 
such expressions are a class of double-hook functions. This article will analyze the basic properties 
of double-hook functions and use these properties to solve maximum or minimum value problems 
that cannot be solved using the basic inequality. 
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1. 引言 

最值问题是数学领域中的一个重要课题，它广泛存在于各个分支和实际应用中，在高中阶段，学生

开始接触到不等式和函数性质，这为解决最值问题提供了有力的工具[1]。我们已经学习了基本不等式， 

在解决一些实际问题时，我们还需要认识基本不等式与双勾函数 ( ) ( )0af x x a
x

= + > 之间的关系[2]。近年 

来，在高考中对最值和范围问题的考查力度比较大，因此利用“双勾”函数的性质来解决这些问题，可

以使运算得以简化，同时能更有效地得到正确答案，作为未来数学教师我们应该对“双勾”函数加以足

够重视[3]。 
已有的研究深入剖析了双勾函数的基本性质，如单调性、奇偶性、渐近线及最值特性，还探究了其

在不等式、函数值域等基础问题中的应用。例如胡小平在《“双勾”函数的性质及在高考题中的应用》一

文中主要剖析了双勾函数的单调性，然后对双勾函数的单调性进行应用[4]。陈晓明在《基本不等式的应

用》中提到“没有双勾函数，基本不等式的应用将遇到无法跨越的坎”，主要研究了双勾函数的单调区

间和值域，并应用双勾函数的性质解决值域问题[5]。周方旦和高明在《不忘初“型”，方得始终》一文

中主要针对高中阶段出现的分式型函数求最值和值域问题，通过换元、变形将其转化为双勾函数模型求

解[6]。 
然而，随着数学研究的不断深入和实际问题的日益复杂，双勾函数求最值仍然面临着许多挑战。因

此，本篇将研究以下问题：当定义域受复杂条件限制时，如何利用双勾函数性质准确求出最值；双勾函

数与其他函数复合时，复合函数的结构和性质变得更为复杂，如何剖析其单调性并推广到一般形式，用

以求解复杂情形下的最值问题。本文将主要对复合双勾函数以及定义域受限双勾函数的最值问题进行分

析归纳，综合运用均值不等式、换元、配凑等多种方法，探索更为高效、通用的解题模型，进一步完善双

勾函数求解最值的方法体系。 

2. 双勾函数的定义及性质 

一般地我们把形如 ( ) ( )0af x x a
x

= + > 的函数称为双勾函数，可以把它看成是一次函数 y x= 与反比

例函数
ay
x

= 相加而成的函数。由于造型非常像运动品牌耐克的标志，因此我们也将它戏称为“耐克函数”

[7]。 
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Figure 1. Double hook function 
图 1. 双勾函数 

 

图象：如图 1所示，y x= 与 ( )0ay a
x

= > 的函数图象(黑色)，两个函数相加后得到的双勾函数
ay x
x

= +  

的图象(蓝色)。从图中可以看出在第一象限有一个“勾”，在第三象限的“勾”还与其对称，故称为双勾

函数，图象关于坐标原点对称[8]。双勾函数的图象本质上是双曲线[9]。 

渐近线：当自变量 x 趋于无穷大时，
ay
x

= 趋于零，因此，对勾函数的图象当 x 趋于无穷大时，逼近 

正比例函数 y x= 的图象，因此有渐近线 y x= ； 

当自变量 x 趋于零时， y x= 趋于零，这时对勾函数的图象逼近反比例函数
ay
x

= 的图象，反比例函 

数的渐近线有 y 轴，所以对勾函数也有渐近线 0x = 。 
定义域： ( ) ( )0 0−∞ ∪ +∞， ，  

值域： 2 2a a ax x x a
x x x

+ = + ≥ ⋅ = ， 

所以值域是 ( ) ( ), 2 2 ,a a−∞ − ∪ +∞ 。 

奇偶性： ( ) ( )a af x x x f x
x x

 − = − + = − + = − −  
 ， 

所以双勾函数是奇函数。 

单调性：(导数法) ( ) ( )0, 0af x x x a
x

= + > > ， 

( ) 21 af x
x

′∴ = − ， 

令 ( ) 0f x′ = ， 21 0a
x

− = ， x a= ± ， 

当 ( ), ,x a a∈ −∞ − ∪ +∞  时， ( ) 0f x′ ≥ ； 
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当 ) (,0 0,x a a ∈ − ∪ 时， ( ) 0f x′ ≤ 。 
∴双勾函数 ( )f x 在 ( , a −∞ − 和 ),a +∞ 上单调递增， 
在 ),0a− 和 (0, a 上单调递减。 
最值：函数在整个定义域内没有最大值和最小值， 

当 0x > 时， ( )2 2a ax x a x a
x x

+ ≥ ⋅ = = ，有最小值 2 a ； 

当 0x < 时， ( ) ( ) ( )2 2a a ax x x a x a
x x x

 + = − − + ≤ − − ⋅ = − = − − − 
，有最大值 2 a− 。 

极值：在 x a= − 时取极大值 ( ) 2f a a− = − ，在 x a= 时取极小值 ( ) 2f a a= 。 

3. 应用双勾函数的性质求解最值问题及优势 

例 3.1 求函数
4 sin

sin 4
xy

x
= + 的最小值， ( )0,x π∈ 。 

利用基本不等式求解： 

( )0,x π∈ ， sin 0x∴ > ， ( ]sin 0,1x∈ ，由基本不等式 2
2

a b ab+
≥ ， 

得
4 sin 4 sin2 2

sin 4 sin 4
x x

x x
+ ≥ ⋅ = ，因此 min 2y = ， 

显然这个结论不正确，一般地，利用基本不等式求最值时，应关注不等式中的“等号”能否成立[10]。 

当且仅当
4 sin

sin 4
x

x
= 时，才能取得最小值，此时 sin 4x = 与 sin x 的取值范围是 ( ]0,1 矛盾，所以不能用这

个方法求其最值。那么如何求解这个问题，可以先回归到这个函数的基本性质，利用单调性求解。 
利用双勾函数性质求解： 
令 sin x t= ， ( )0,x∈ π ，则 ](0,1t∈ ， 

4 1 16
4 4
ty t

t t
 ∴ = + = + 
 

， ](0,1t∈ ， 

由于 16a = ，∴双勾函数
16y t
t

 = + 
 

在 ](0,4 是减函数， 

1 16
4

y t
t

 ∴ = + 
 

在 ](0,1 上为减函数， 

当 1t = 时， ( )min
1 171 16
4 4

y = + = ，当 sin 1x = 时，
2

x = π
， 

∴当
2

x = π
时， min

17
4

y = 。 

小结：在许多题目中研究单调性及最值问题时，很多资料中都提到了 ( ) ( ), 0bf x ax a b
x

= + > ， 

模型，有些不能用基本不等式求解，我们可以先将其变形为： 

( )
b
af x a x
x

 
 

= + 
 
 

( ), 0a b > ，再令
b k
a
= ， 

即可按照双勾函数的性质来求最值。从例题中可以发现，当自变量取值范围取不到 x k= 时，只能用双

勾函数的性质来进行分析讨论最终求解，由此可见，能利用双勾函数解决基本不等式解决不了的问题，

这就是双勾函数解题带来的严谨性和便利性。 
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例 3.2 已知
3
2

x < ，求函数
12 1

2 3
y x

x
= − +

−
的最大值。 

解：
3
2

x < ， 3 2 0x∴ − > ， 

1 12 1 3 2 2
2 3 3 2

y x x
x x

 ∴ = − + = − − + + − − 
， 

12 3 2 2 2 0
3 2

y x
x

 ∴ = − − + ≤ − = − 
， 

当且仅当
13 2

3 2
x

x
− =

−
时，等号成立，得 1 2x = (舍去)， 2 1x = ， 

即 2 1x = 时，等号成立， max 0y = 。 

分析：若将条件改为
1
2

x ≤ ，求其最大值。自变量的范围改变后我们发现， 1 22, 1x x= = 这两个值都不 

在自变量范围内，那么均值不等式取等号就不成立，也就是说利用均值不等式求解的结果是错误的[11]。
这时可以考虑结合换元法用双勾函数的性质来求解。 

利用双勾函数性质求解： 

令 3 2x k− = ，
1
2

x ≤ ， )2,k∴ ∈ +∞ ， 

那么题目就变为求 ( ) 1 2f k k
k

 = − + + 
 

的最大值。 

由双勾函数单调性 ( ) ( )0af x x a
x

= + > 在 ),a +∞ 上单调递增，得 ( ) 1f k k
k

= + 在 )1,+∞ 上单调递增，

结合自变量取值范围，那么 ( ) 1 2f k k
k

 = − + + 
 

在 )2,+∞ 上单调递减。 

( ) ( )max

12
2

f k f∴ = = − ， 3 2 2x− = ，
1
2

x = ， 

∴当
1
2

x = 时， max
1
2

y = − 。 

小结：这里利用双勾函数的性质解决了基本不等式解决不了的问题，发现双勾函数单调性解题的适

用范围更广，基本不等式往往在取等号成立的问题上受定义域的限制。遇到这类题目可以归为一种解题

模型，先换元，再结合自变量取值范围求出函数的单调区间，最后可求出最值，这一解题技巧为我们解

决问题提供了极大的便利。 

例 3.3 已知函数 ( )
2

2

5
4

xf x
x
+

=
+

，求其最值。 

解：利用基本不等式求解： 

( )
2

2

2 2

4 1 14
4 4

xf x x
x x
+ +

= = + +
+ +

， 2 4 0x + > ，
2

1 0
4x
>

+
， 

2

2

14 2 1 2
4

x
x

∴ + + ≥ =
+

，当且仅当 2

2

14
4

x
x

+ =
+

时基本不等式成立，即 2 4 1x + = ， 2 3x = − 。 

由一个数的平方是非负的，所以此时等号不成立，那么就不能得到 ( )min 2f x = 。 
所以要利用双勾函数性质求解： 

( )
2

2

2 2

4 1 14
4 4

xf x x
x x
+ +

= = + +
+ +

，令 2 4t x= + ， ( ) 1f t t
t

∴ = + ， 
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定义域： 2 4t x= + ， 2 0x ≥ ， 2 4 4x + ≥ ， 2 4 2x∴ + ≥ ， 2t∴ ≥ 。 

( ) 1f t t
t

= + 在 )1,+∞ 上单调递增，那么在定义域 )2,+∞ 内肯定也单调递增； 

( ) ( )min min

1 52
2 2

f x f t∴ = = + = 。 

小结：首先用拆项法将原函数变形，使之成为乘积是定值的形式，这时会优先考虑用基本不等式求 

最值，但一定要满足“一正二定三相等”的条件，这道题目中， 2 4x + 和
2

1
4x +
都为偶次方根是正数 

满足“一正”，乘积是定值满足“二定”，由于验证“三相等”时等号不成立，所以要应用双勾函数的性

质求解。求最值时须注意定义域的取值范围，可根据双勾函数的性质判断该函数在定义域内的单调性，

让解题过程更高效、严谨，从而使大部分同学都能准确无误的解决这类问题。 

例 3.4 求函数 ( ) ( )2e e
e e

x x
x xf x x R−

−= + + ∈
+

的最小值。 

解：令 e ex x u−+ = ， 2u ≥ ， ( ) ( ) 2f x g u u
u

= = + 是双勾函数， 

由双勾函数的单调性性质可得： 

( ) 2g u u
u

= + 在 )2, +∞ 上单调递增，那么在 )2,+∞ 上也单调递增，所以 ( )g u 的最小值是 

( )2 2 1 3g = + = ，即函数 ( )f x 的最小值是 3。 

小结：换元时要注意 u 的范围，双勾函数 ( ) 2g u u
u

= + 中 )2,u∈ +∞ ，所以这时的最小值不是 

( )2 2 2g = ，而是根据定义域的取值范围求其最值。 

例 3.5 求函数 ( ) ( )2 0
3 2
xf x x

x x
= >

+ +
的最大值。 

解：由于 ( ) 2
1
23 2 3

xf x
x x x

x

= =
+ + + +

， 0x > ，∴函数 ( )f x 的定义域为 ( )0,+∞ ，令 ( ) 2g x x
x

= + ，

由双勾函数的基本性质，结合定义域可得： 

( ) ag x x
x

= + 在 ),a +∞ 上单调递增， (0, a 上单调递减。 

2a = ， ( ) 2g x x
x

∴ = + 在 ( )0, 2 单调递减，在 ( )2,+∞ 单调递增， 

即函数 ( )g x 在 2x = 处有最小值， ( )min

22 2 2 2 2
2

g x∴ = + = + = ， 

那么 ( )max

1 3 2 2
2 2 3

f x = = −
+

。 

小结：利用分式的基本性质，分子分母同时除以 x ，出现了双勾函数 ( )0ax x
x

+ > 模型，把它“拿出 

来”单另看，按其性质可计算出最小值，这里考察了一个复合函数单调性的问题， ( )g x 取最小值，那么

( )f x 取最大值。 
归纳：利用基本不等式和“双勾”函数的模型这两种方法解决有关最值问题时，如何在解题中选择 

更合适的方法呢？通过以上例题可见：若 ( ) ( )0kf x x k
x

= + > ，则当自变量能取到 x k= 时，可以直接利 

用基本不等式 2a b ab+ ≥ 求解，反之，自变量的范围取不到 x k= 时，就要使用“双勾”函数的单调性

来进行分析求解，双勾函数和基本不等式在求解最值方面其实是相通的，但若受到定义域取值范围的限
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制，往往要拜托双勾函数，即可使解决这类问题更严谨、不易出错。 

4. 探讨双勾函数求最值的复杂应用 

已知函数
ay x
x

= + 有如下性质：如果常数 0a > ，那么该函数在 (0, a 上是减函数，在 ),a +∞ 上是

增函数。 

(1) 研究函数 ( )2
2 0cy x c

x
= + >常数 在定义域内的单调性： 

分析：首先函数 ( )2
2 0cy x c

x
= + >常数 的定义域为 ( ) ( ),0 0,−∞ ∪ +∞ ，这是一个复合函数，内层是二

次函数 2t x= ，在 ( )0,+∞ 上是个增函数，外层是双勾函数
cy t
t

= + ，由已知得：当 (0,t c ∈ 时单调递减， 

当 ),t c∈ +∞ 时单调递增。 
其次根据“同增异减”讨论复合函数的单调性，是指复合函数的内层函数和外层函数在定义域内单

调性相同时，那么复合函数在该定义域内就是个增函数，反之，若单调性相反，那么该复合函数在定义 

域内就是减函数。可以看出 t c= 时左右两侧单调性不同，可得 2x t c= = ， 4x c= ， 2
2

cy x
x

∴ = + 在 

( 40, c  上单调递减，在 )4 ,c +∞ 上单调递增。 

最后由于函数 2
2

cy x
x

= + 是个偶函数，图象关于 y 轴对称，以上分析的是 y 轴右侧的单调性，所以 

可得 y 轴左侧的单调性：在 ( 4, c −∞ − 上单调递减，在 )4 ,0c− 上单调递增。 

证明：分母不为 0，∴函数 y 的定义域为 ( ) ( ),0 0,−∞ ∪ +∞ ， 

设 1 20 x x< < ， 2
1 1 2

1

cy x
x

= + ， 2
2 2 2

2

cy x
x

= + ， 

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
2 2 2 2 2 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 12 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 2

2 2 2 2
2 1 1 22 2

2 1 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1

1 .

x xc cy y x x x x c x x c
x x x x x x

x x x x ccx x
x x x x

  −
− = + − − = − + − = − + 

 

− − 
= − − = 

 

 

当 4
1 2c x x≤ < 时， 2 2

1 2x x< ，∴ 2 2
2 1 0x x− > ，又 2 2

1 2,x c x c≥ > ， 2 2
1 2x x c∴ > ，即 2 2

1 2 0x x c− > ，且 
2 2
1 2 0x x > ，∴ 2 1 0y y− > ，即 2 1y y> ，根据函数单调性的定义，函数 2

2
cy x
x

= + 在 )4 ,c +∞ 上单调递增； 

当 4
1 20 x x c< < ≤ 时，此时 2 2

1 2x x< ，∴ 2 2
2 1 0x x− > ，又 2 2

1 20 x x c< < ≤ ， 

2 2
1 2x x c∴ < ，即 2 2

1 2 0x x c− < ，且 2 2
1 2 0x x > ， 2 1 0y y∴ − < ，即 2 1y y< ，那么函数 2

2
cy x
x

= + 在 ( 40, c  上

单调递减； 

利用函数的奇偶性：又 ( ) ( )
( )

( )2 2
2 2

c cy x x x y x
xx

− = − + = + =
−

 ，∴函数 2
2

cy x
x

= + 是偶函数。由偶

函数的对称性质可得： 

函数 2
2

cy x
x

= + 在 ( 4, c −∞ − 上单调递减，在 )4 ,0c− 上单调递增。 

综上，函数 ( )2
2 0cy x c

x
= + > 的单调递增区间是 )4 ,0c− 和 )4 ,c +∞ ；单调递减区间是 ( 4, c −∞ − 和 

( 40, c  。 
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(2) 对函数
ay x
x

= + 和 ( )2
2 0ay x a

x
= + > 推广，使它们都是推广的函数的特例，研究推广后的函数的

单调性。 

分析：函数
ay x
x

= + 分界的点是
1
2x a= ，函数 ( )2

2 0ay x a
x

= + > 分界的点是
1
4x a= ，可以把函数推广

为： n
n

ay x
x

 = + 
 

，其中 n 是正整数。 

当 n 为奇数时，函数 n
n

ay x
x

 = + 
 

在
1

20, na
 
 
 

上是减函数，在
1

2 ,na
 

+∞ 
 

是增函数，在
1

2, na
 
−∞ − 
 

上是

增函数，在
1

2 ,0na
 
−  
 

上是减函数； 

当 n 为偶数时，函数 n
n

ay x
x

 = + 
 

在
1

20, na
 
 
 

上是减函数，在
1

2 ,na
 

+∞ 
 

是增函数，在
1

2, na
 
−∞ − 
 

上是

减函数，在
1

2 ,0na
 
−  
 

上是增函数。 

例 4.1 如果函数 ( )2 0
b

y x x
x

= + > 的值域为 [ )6,+∞ ，求 b 的值； 

解： 2ba = ， 2bx∴ = 处有最小值，值域为 [ )6,+∞ ， min 6y∴ = ， 

即
22 6
2

b
b

b
+ = ， 2 3b = ， 2 9b = ， 2log 9b∴ = 。 

例 4.2 利用上述结论，求函数 ( ) 2
2

1 1n n

F x x x
x x

   = + + +   
   

 ( n 是正整数)在区间
1 ,2
2
 
  

上的最大值和

最小值。 

解：用二项式定理把 2
2

1 1n n

x x
x x

   + + +   
   

拆开， 

 ( ) ( )2 2 1 2
2

1 1n n
n n

x x x x x x
x x

− −   + + + = + + +   
   

， 

2 1 n

x
x

 + 
 

0
nC 项： ( ) ( )00 2 1 0 2n n

n nC x x C x− = ； 2
1 n

x
x

 + 
 

0
nC 项： ( )0 2 0 0

2
1n

n n nC x x C
x

− = ； 

∴ 2
2

1 1n n

x x
x x

   + + +   
   

0
nC 项： 0 2 0 0 2

2 2
1 1n n

n n nn nC x C C x
x x

 = + = + 
 

； 

2
2

1 1n n

x x
x x

   + + +   
   

1
nC 项：

1 1
1 2 1 1 1 1 2 3 1 3 2 1 2 3

2 2 3
1 1 1n

n n n n
n n n n n nC x C x C x C x C x

x x x

−
− − − −

−
     = + = + = +     
     

（ ） ； 

以此类推 

( ) 2
2

0 2 1 2 3 2 3
2 2 3 2 3

1 1

1 1 1 1 ,

n n

n n r n r n n
n n n nn n n r n

F x x x
x x

C x C x C x C x
x x x x

− −
− −

   ∴ = + + +   
   

       = + + + + + + + + +       
       

 

 

利用上述推广的结论，函数 2
2
1n

nx
x

 + 
 

、 2 3
2 3
1n
nx

x
−

−
 + 
 

、 2 3
2 3
1n r
n rx

x
−

−
 + 
 

、
1n

nx
x

 + 
 

都是在 ( ]0,1 是 
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减函数， [ )1,+∞ 是增函数， 

因此函数 ( ) 2
2

1 1n n

F x x x
x x

   = + + +   
   

在区间
1 ,1
2
 
  

上是减函数，在 [ ]1,2 上是增函数。 

( ) ( ) 1
min 1 2 2 2n n nF x F +∴ = = + = ， ( ) ( )max

1 9 92
2 2 4

n n

F x F F      = = = +     
     

. 

归纳：由于其图像类似“双勾”形状，故我们称其为双勾函数，这类函数在解题中经常会遇到，且许

多看似不是双勾函数的问题，都可以转化为双勾函数来处理，所以双勾函数可以作为一种解题模型[6]。 

5. 结束语 

本文主要介绍了利用双勾函数的性质求最值的方法，其优势在于解决数学中基本不等式解决不了的

最值问题，若考生熟悉掌握此类函数的性质，对求解的函数进行配凑或换元，构造形式为 

( ) ( )0af t t a
t

= + > 的双勾函数，并且注意当等号成立时在定义域范围内能取到，即可根据双勾函数的性 

质利用待定系数法轻松求解。希望读者能通过此篇掌握这一类问题的求解方法，当自变量范围不满足基

本不等式条件时，学会用双勾函数的单调性来解决问题，同时可以把其当成一种解题技巧，不仅培养了

学生的发散思维，而且让学生学会用数学的思维解决问题。 
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