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摘  要 

本文研究了由线性常微分方程和一维波动方程耦合系统的一致指数稳定性，对其构建了一个半离散有限差

分格式，并进一步研究了离散格式的一致指数稳定性。首先采用Backstepping控制法将初始耦合系统转化

为一个等价的目标系统，同时推导出使原耦合系统稳定的控制律。接着为目标系统构造适当的Lyapunov
函数，采用Lyapunov稳定性分析法证明目标系统的一致指数稳定性。为了更方便地研究目标系统对应的

空间半离散有限差分格式，先通过变量代换将目标系统简化为与之等价的低阶耦合系统，并针对该低阶

系统构造空间半离散有限差分格式，设计相应的Lyapunov函数，证明了半离散系统的一致指数稳定性，

从而表明所提出的基于空间半离散的有限差分格式能够有效保持原连续耦合系统的指数稳定特性。 
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Abstract 
This paper analyzes the uniform exponential stability of a coupled system consisting of linear 
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ordinary differential equations and a one-dimensional wave equation. A semi-discrete finite differ-
ence scheme is constructed for this system, and the uniform exponential stability of the discrete 
scheme is further studied. Firstly, the Backstepping control method is employed to transform the 
original coupled system into an equivalent target system, while deriving the control law that stabi-
lizes the original coupled system. Subsequently, an appropriate Lyapunov function is constructed 
for the target system, and the Lyapunov stability analysis method is used to prove the uniform ex-
ponential stability of the target system. In order to more conveniently study the spatially semi-dis-
crete finite difference scheme corresponding to the target system, the target system is first simpli-
fied into an equivalent lower-order coupled system through variable substitution. A spatially semi-
discrete finite difference scheme is then constructed for this lower-order system, and a correspond-
ing Lyapunov function is designed to prove the uniform exponential stability of the semi-discrete 
system. This demonstrates that the proposed spatially semi-discrete finite difference scheme effec-
tively preserves the exponential stability characteristics of the original continuous coupled system. 
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1. 引言 

在控制系统中常常会出现耦合系统，其中常微分方程组与偏微分方程组的耦合是一种基本的耦合方

式。近几十年来关于耦合系统的控制器设计问题越来越受到学者们的关注，目前常用的一种方式是利用

Backstepping 控制法将原始系统转化为相应的目标系统，且通过设计出合适的控制律来得到一个稳定的

耦合控制系统。Susto G A [1]等人为一系列常微分方程与 Neumann 边界条件的热方程或者波动方程的耦

合系统设计出了可应用的控制率。文献研究了 ODE-反应–扩散耦合系统的边界反馈控制问题[2]。文献

在[3]中对 ODE-KdV 在低阶处耦合的闭环系统的稳定性进行了研究，随后 Yang Y H 等人为 ODE-KdV 在

二阶导数处耦合的系统设计了稳定控制律[4]。还有大量学者更进一步研究了带扰动[5]或者带任意时滞[6]
的 ODE-PDE 耦合系统的控制问题。但对于耦合系统的离散问题，相关研究成果目前仍较少。 

关于复杂边界值问题的数值求解已有了丰硕的研究成果。文献中用混合有限元法研究了波动方程的

可控性问题[7]，这种基于传统有限元法的改造使得构造更加简单，文献中用有限体积法证明了边界带导

数的梁方程的指数稳定性[8]。在所有的数值逼近方法中，有限差分法因为其原理简单、使用广泛，成为

了当下使用最普遍的一种数值离散方式。在大多数情况下，只对控制系统的空间变量进行离散而保持时

间变量连续，通过这种方法，就可以将无限维 ODE 系统和无限维 PDE 系统转化成一个 ODE 方程组问

题。在进行半离散的过程中，一个很关键的问题是离散系统是否能够保留连续系统的一致指数稳定性等

重要性质。众所周知，当考虑空间步长的时候，由于在离散过程中可能会产生在连续层级不会出现的高

频振荡，所以经典有限差分格式不一定可以保持原系统的指数衰减性[9]。为了修正这个问题，学者们相

继研究出了滤波法[10]、双重网格法[11]等方法。Sorin Micu 通过引入数值阻尼项得到了一维边界耗散波

动方程具备一致指数稳定特性的半离散差分格式[12]，Bouslous H 等人将这种方法进一步推广到二维边

界耗散波动方程[13]，并得到相应的空间半离散有限差分格。Liu等人对一维边界控制波动方程提出一种

基于降阶法的有限差分格式[14]，由于变量代换是可逆的，所以降阶后的系统与原系统是完全等价的，
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而前者的阶数更低，这种方法的优势是一方面误差只产生于离散过程中用低阶差分算子代替微分算子的

过程，这与一般的半离散有限差分法是完全一致的，因此并未产生其他多余的误差，另一方面相比数值

粘性法，这种方法无需引入新的粘性项，从而简化了证明过程。而后这种思想又相继被运用到薛定谔方

程[15]、带边界阻尼的波动方程[16]以及带尖端质量的波动方程中[17]。 

2. 记号及引理 

2.1. 记号 

首先将本文范数定义如下，设 ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2, , , nX t x t x t x t=  是欧几里得空间上的 n 维向量值函数，

其欧几里得范数为 

 ( ) ( ) ( )( )
1
2T ,X t X t X t=   

定义在 ( )2 0,1L 的函数 ( ),u x t 的 2L 范数为 

 ( ) ( )( )
1
21 2

0
, , d ,u x t u x t x= ∫   

令 ( ) ( )1 20,1 0,1n H L= × × 为系统的能量状态空间，其连续形式和离散形式的范数分别定义为 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1
2 2 2 2

1
1 12 22 2
0 0

, , , , , ,

, d , d ,

x t x t

x t

X t w x t w x t X t w x t w x t

X t w x t x w x t x

= + +

= + +∫ ∫

   

以及 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1
22 2 2

0 0
, , , , .

N N

j jh j j
X t u x t v x t X t h u t h v t

= =

 
= + + 
 

∑ ∑   

为了叙述方便，引入如下记号。若用{ }j j
U 表示在{ }j j

x 处满足 ( ) ( ),j jU t u x t= 的网格函数，那么中心

算子、一阶差分算子和二阶差分算子可分别表示为 

 ( ) ( ) ( )
1
2

1 ,
2

j j
j

U t U t
U t +

+

+
=   

 ( ) ( ) ( )
1
2

1 ,j j
x j

U t U t
U t

h
δ +

+

−
=   

 ( )
( ) ( )1 1

2 2 1 12
2

2
.

x xj j j j j
x j

U t U t U U U
U t

h h

δ δ
δ

+ − + −
− − +

= =   

2.2. 引理 

引理 2.1 [14] (Gronwall 不等式)令 ( )y t 是 ( )y t 上的非负且绝对连续的函数，并且满足如下不等式 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0, ,y t g t y t t′ ≤ ∀ ∈ ∞   

且 ( )g t 是 [ ]0,∞ 上的非负可积函数，那么有 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 d0 e , 0, .
t g s sy t y t∫≤ ∀ ∈ ∞   

引理 2.2 [14]对于定义在{ }j j
x 处的网格函数{ }j j

W 、{ }j j
U 和{ }j j

V 下面两个求和式都成立 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144201


王圆梅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144201 734 应用数学进展 
 

 1 1 1 1 1 1 0 0
0 02 2 2 2

,
N N

x x N Nj j j jj j
h U V h V U U V U Vδ δ + +

+ + + += =

+ = −∑ ∑   

 
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 02 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 0 0 0 1 1 1
0

1 .
4

N N N

x x xj j j j j j j j jj j j

N

N N N j j j j j j
j

h U V W h U V W h U V W

U V W U V W U U V V W W

δ δ δ
+ + + + + + + + += = =

+ + + + + +
=

+ +

= − − − − −

∑ ∑ ∑

∑
  

3. 连续系统的指数稳定性 

本章考虑如下 ODE-Wave 方程左侧边界耦合控制系统 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 1

0, , 0,

, , ,0 1, 0,

0, 0, 0,

1, , 0,

,0 , ,0 ,0 1,

x

tt xx

x

t

X t AX t Bw t t

w x t w x t x t

w t t

w t U t t

w x w x w x w x x

 = + >


= < < >
 = >
 = >
 = = < <



 (1) 

其中 ( ) nX t ∈  和 u∈  分别是常微分方程子系统和波动方程子系统的状态变量， ( )U t  是控制输入，
n nA ×∈ ， 1nB ×∈ 使得 ( ),A B 是可控的。耦合发生在两个系统的左侧接点。 

文献通过变量代换 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

,

, , , , d , , d ,
x x

t

X t X t

x t w x t k x y w y t y l x y w y t y x X tϕ γ

=


= − − − ∫ ∫
 (2) 

将系统(1)转换为如下目标系统 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 1

0, , 0,

, , ,0 1, 0,

0, 0, 0,

1, , 0,

,0 , ,0 ,0 1.

x

tt xx

x t

t

X t A BK X t B t t

x t x t x t

t t

t k t t

x x x x x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 = + + >


= < < >
 = >
 = − >
 = = < <



 (3) 

其中核函数 
 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,k x y KM x y AB l x y KM x y B= − = −  (4) 

和 

 ( ) [ ]
20

00 e ,
A x

I A
x K I

I
γ

 
 
    

=  
 

 (5) 

同时利用反步控制理论给出在控制 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) 1, 1, 1 1 , , d ,
D

t tU t c KB t w t X t x ABw x t Bw x t xρ ρ= − + + − +      ∫  (6) 

下，闭环耦合系统(1)在 ( ) ( ) ( )( ), , , ,X t u x t v x t 范数下是一致指数稳定的。文献进一步指出变换(2)的逆变

换为 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

,

, , d d ,
x x

t

X t X t

w x t x t x y w y y n x y w y y x X tϕ ϕ ψ

=


= − − − − − ∫ ∫
 (7) 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144201


王圆梅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144201 735 应用数学进展 
 

其中 

 ( ) [ ]
( )20

00
0

e ,
A BK x

IK I
I

xψ
 
 
  

+
 
 
 

=  (8) 

以及核函数为 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,n s s B s s ABψ φ ψ= =  (9) 

通过变换(2)和(7)的具体形式可知二者都是有界变换，所以下面只要证明目标系统的指数稳定性就能说明

在控制(6)下，原耦合系统(1)也是一致指数稳定的。 
首先为闭环耦合系统(3)定义如下 Lyapunov 函数 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1T 2 2
0

1

0

, , d
2

1 , , d ,

x t

x t

aV t X t PX t x t x t x

a x x t x t x

ϕ ϕ

δ ϕ ϕ

 = + + 

+ +

∫

∫
 (10) 

其中δ 是任意小的参数，a 的具体形式在后面会给出， T 0P P= > 是李雅普诺夫方程 

( ) ( )TP A BK A BK P I+ + + = − 的正定矩阵解，I 是 n 阶矩阵单位。 
引理 3.1 由(10)定义的 ( )V t 满足 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

1 2, , , , , , , , ,x t x tc X t x t x t V t c X t x t x tϕ ϕ ϕ ϕ≤ ≤
 

  

其中对于任意的
10
2

δ< < 有 ( )1 min
1min ,
2

c P aλ δ  = −  
  

， ( )2 max
1max ,
2

c P aλ δ  = +  
  

。 

由杨氏不等式和事实 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2T
min maxP X t X t PX t P X tλ λ≤ ≤ 易证。 

引理 3.2 由(10)定义的 ( )V t 满足 ( ) ( )V t V tη≤ − ，其中
{ }

2

min 1,
2

a
c

δ
η = 。 

证明： ( )V t 关于 t 求导得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 T
0

1 1

0 0

2 0, , , , , d

1 , , d 1 , , d ,

x x xt t xx

xt t x xx

V t X t X t PB t a x t x t x t x t x

a x x t x t x a x x t x t x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

δ ϕ ϕ δ ϕ ϕ

= − + + +  

+ + + +

∫

∫ ∫



 (11) 

先对第二项进行估计，根据柯西不等式和杨氏不等式可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 212 0, 2 0, ,
2x xX t PB t X t PB tϕ ϕ≤ +  (12) 

第三部分由分部积分容易得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0

, , , , d 1, ,x xt t xx ta x t x t x t x t x ak tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = −  ∫  (13) 

对第四项和第五项同时使用分部积分得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 12 2 2 2 2
0 0

1 , , d 1 , , d

1 , 0, , d , d ,
2 2 2

xt t x xx

t x t x

a x x t x t x a x x t x t x

a a aa k x t t x t x x t x

δ ϕ ϕ δ ϕ ϕ

δ δ δδ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + +

= + − − −

∫ ∫

∫ ∫
 (14) 

由式(12)、式(13)和式(14)可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 2 2 2 2

1 12 2 2
0 0

1 12 2 2
0 0

22 2 2

2

1 2 0, 1, 1 ,
2

0, , d , d
2 2 2

1 , d , d
2 2 2

1 1, 2 0,
2

min 1,
, ,

2
,

x t t

x t x

t x

t x

x t

V t X t PB t ak t a k x t

a a at x t x x t x

a aX t x t x x t x

aa k k t PB t

a
X t t t

V t

ϕ ϕ δ ϕ

δ δ δϕ ϕ ϕ

δ δϕ ϕ

δδ ϕ ϕ

δ
ϕ ϕ

η

≤ − + − + +

− − −

= − − −

  − − + − −    

≤ −

≤ −

∫ ∫

∫ ∫





 (15) 

其中
10
2

δ< < ， { }2max 2,8a PB> ，
{ }

2

min 1,
2

a
c

δ
η = ， 2c 在引理 2.1 中已给出。 

定理 3.1 闭环耦合系统(3)在 ( ) ( ) ( )( ), , , ,x tX t w x t w x t 范数下是一致指数稳定的。 
证明：由引理(2.1)和引理(3.2)容易推出目标系统的 Lyapunov 函数 ( )V t 满足 

 ( ) ( )0 e ,tV t V η−≤  (16) 

进一步结合引理(2.1)可知 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22

1

, , , , e , ,0 , ,0t
x t x t

cX t x t x t X t x x
c

ηϕ ϕ ϕ ϕ−≤
 

 (17) 

结合变换(2)和(7)的有界性，可知系统(1)在范数 ( ) ( ) ( ) 2
, , , ,x tX t w x t w x t


下同样具有一致指数稳定特性。 

4. 离散系统的一致指数稳定性 

本节通过引入中间变量将目标耦合系统转化为等价的低阶耦合系统，由于这种变换是可逆的，所以

我们只需建立等价系统的半离散化有限差分格式，然后利用 Lyapunov 函数得到其一致指数稳定性就可说

明原耦合系统也具备相同的性质。 

4.1. 空间半离散格式的建立 

首先引入如下两个新的变量 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,x tu x t x t v x t x tϕ ϕ= =   

则目标系统(3)就可变形为 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

0, , 0,

, , ,0 1, 0,

, , ,0 1, 0,

0, 0, 0,

1, 1, 0, 0,

,0 , ,0 ,0 1,

t x

t x

X t A BK X t Bu t t

v x t u x t x t

u x t v x t x t

v t t

u t kv t t

u x u x v x v x x

 = + + >


= < < >
 = < < >


= >
 + = >
 = = < <



 (18) 

相较于原始系统，系统(18)关于时间变量和空间变量的导数从二阶降到了一阶，更重要的是耦合系统(18)
中波动方程子系统的右侧边界不再含有关于空间变量的导数，于是就将常微分方程与波动方程在高阶处

的耦合转换为在低阶处耦合从而简化后续的证明过程。 
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为了得到系统(18)的空间半离散化有限差分格式，首先取定正整数 *N ∈ ，对区间 [ ]0,1 进行等距划分， 
 0 1 10 ,N Nx x x x += < < < <   

其中
1

1
h

N
=

+
是空间步长。令 ( )1, 0, ,j j jI x x j N+ ==   有 [ ]0

0,1N
jj

I
=

=


， jI 的中点用 1
2

1
2j

x j h
+

 = + 
 

表

示。容易看出系统在 1
2j

x
+
处也成立，因此可以得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

0

1 1

0 0

, , 0,

, , 0, 0, , , 0,

, , 0, 0, , , 0,

, 0, 0,

, , 0, 0,

,0 , ,0 , 0, , ,

t xj j

t xj j

N N

j j j j

X t A BK X t Bu x t t

v x t u x t j N t

u x t v x t j N t

v x t t

u x t kv x t t

u x u x v x v x j N

+ +

+ +

+ +

+ + + +

 = + + >

 − = = >



− = = >

 = >


+ = >

 = = =










 (19) 

用{ }j j
W 、{ }j j

U 、{ }j j
V 表示在{ }j j

x 处满足下列条件的网格函数 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,j j j j j jW t w x t U t u x t V t v x t= = =   

用 u′和 v′表示对时间的导数，并用差分算子 xδ 代替掉微分算子 x∂ ，那么系统(19)就可再次变形为 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

2

2

0

1 1

0 0

, 0,

, 0, , , 0,

, 0, , , 0,

0, 0,

0, 0,

0 , 0 , 0, , ,

xj j

xj j

N N

j j j j

X t A BK X t BU t t

V t U t h j N t

U t V t h j N t

V t t

U t kV t t

U U V V j N

δ

δ

+ +

+ +

+ +

+ + + +

 = + + >


′ − = Ο = >

 ′ − = Ο = >

 = >


+ = >
 = = =









 (20) 

舍弃掉高阶无穷小项，同时用 ( )ju t 、 ( )jv t 分别代替 ( )jU t 、 ( )jV t 后得到降阶系统(20)的空间半离散有限

差分格式 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

0 0

1 1

0 0

, 0,

0, 0, , , 0,

0, 0, , , 0,

, 0, 0,

0, 0,

0 , 0 , 0, , ,

xj j

xj j

N N

j j j j

X t A BK X t Bu t t

v t u t j N t

u t v t j N t

v x t t

u t kv t t

u u v v j N

δ

δ

+ +

+ +

+ +

+ + + +

 = + + >

′ − = = >


′ − = = >


= >

 + = >
 = = =









 (21) 

可以看出，在降阶过程中使用的变量代换是可逆的，因此闭环系统(3)与(18)是等价的，由此可以得知系统

(3)的半离散有限差分格式与离散系统(21)是等价的，因此只需对离散系统(21)的一致指数衰减性进行说明。 

4.2. 差分格式的一致指数稳定性 

首先为离散系统(21)构造相应离散形式的 Lyapunov 函数 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

T 2 2

0 0 0
1 ,

2 2

N N N

h j j j j j
j j j

ah ahV t X t PX t u t v t a h x u t v tδ
+ + + + +

= = =

= + + + +∑ ∑ ∑  (22) 

其中δ 可以任意小，a 是需要被确定的参数。Lyapunov 函数(22)在范数 ( ) ( ) ( )( ), , , ,
h

X t u x t v x t 下其实是

目标系统的 Lyapunov 函数(10)的自然离散，这使得离散系统与连续系统在一致指数稳定性上的证明过程

是类似的。 
引理 4.1 由(22)定义的 ( )hV t 满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2, , , , , , , , ,hh h

c X t u x t v x t V t c X t u x t v x t≤ ≤   

其中对于任意的
10
2

δ< < 有 ( )1 min
1min ,
2

c P aλ δ  = −  
  

， ( )2 max
1min ,
2

c P aλ δ  = +  
  

。 

证明：由柯西不等式和杨氏不等式得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1
0 02 2 2 2 2

2 2
1 1

0 02 2

1 2
N N

j j j j jj j

N N

j jj j

a h x u t v t a h u t v t

a h u t h v t

δ δ

δ

+ + + + += =

+ += =

 
+ ≤ 

 

 
≤ + 

 

∑ ∑

∑ ∑
 (23) 

结合事实 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2T
min maxP X t X t PX t P X tλ λ≤ ≤ 可得不等式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
min 1 1

0 02 2

1 ,
2

N N

hj jj j
P X t a h u t v t V tλ δ

+ += =

  + − + ≤  
   

∑ ∑  (24) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
max 1 1

0 02 2

1
2

N N

h j jj j
V t P X t a h u t v tλ δ

+ += =

  ≤ + + +  
   

∑ ∑  (25) 

令 ( )1 min
1min ,
2

c P aλ δ  = −  
  

， ( )2 max
1min ,
2

c P aλ δ  = +  
  

，证毕。 

引理 4.2 由(22)定义的 ( )hV t 满足 ( ) ( )h hV t V tη≤ − ，其中
{ }

2

min 1,
2

a
c

δ
η = 。 

证明： ( )hV t 关于 t 求导可得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 T
0

0 0

0 0

2

1 1 ,

N N

x xj j j j
j j

N N

x xj j j j j j
j j

V t X t X t PBu t ah u t v t ah v t u t

a h x v t v t a h x u t u t

δ δ

δ δ δ δ

+ + + +
= =

+ + + + + +
= =

= − + + +

+ + + +

∑ ∑

∑ ∑



 (26) 

先来估计第二项，由柯西不等式和杨氏不等式得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2T 2
0 0

12 2 ,
2

X t PBu t X t PB u t≤ +  (27) 

第三项和第四项利用引理(1.2)第一式可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

2
1

0 0
,

N N

x x Nj j j j
j j

ah u t v t ah v t u t akv tδ δ ++ + + +
= =

+ = −∑ ∑  (28) 

再来估计第五项 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

2 2
1

0 0

2
1 1

0

2 2
1

0 0

1

1 2

4

1 2 ,

N

xj j j
j

N N

x Nj j j j
j j

N

j j j j
j

N N

x Nj j j j
j j

a h x v t v t

a h v t a h x v t v t a v t

a x x v v

a h v t a h x v t v t a v t

δ δ

δ δ δ δ

δ

δ δ δ δ

+ + +
=

++ + + +
= =

+ +
=

++ + + +
= =

+

= − − + +

− − −

≤ − − + +

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

 (29) 

其中用到了引理(2)的第二式，对第六项进行完全相同的处理得到 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

2 2 2
1 0

0 0

1

1 2 ,

N

xj j j
j

N N

x Nj j j j
j j

a h x u t u t

a h u t a h x u t u t a u t a u t

δ δ

δ δ δ δ δ

+ + +
=

++ + + +
= =

+

≤ − − + + −

∑

∑ ∑
 (30) 

联立式(29)和式(30)可得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1
2 2

0 0

2 2 2 2 2
1 0

0 0

2 1 1

2 1 ,

N N

x xj j j j j j
j j

N N

Nj j
j j

a h x u t u t h x v t v t

a h v t h u t a k v t a u t

δ δ δ

δ δ δ

+ + + + + +
= =

++ +
= =

 
+ + + 

 
 

≤ − + + + − 
 

∑ ∑

∑ ∑
 (31) 

将式(27)、式(28)和式(31)结合起来得到 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )( )
( )

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 2 2 2
0

0 0

2 2 2 2
1 1 0

2 2 2

0 0

22 2 2
1 0

2

1 2
2 2

2 1
2

1
2

2 1 2
2

min 1,
, ,

2
,

N N

h j j
j j

N N

N N

j j
j j

N

h

h

aV t X t PB u t h u t h v t

aakv t a k v t u t

X t a h v t a h u t

aa k k v t PB u t

a
X t u t v t

V t

δ

δδ

δ δ

δδ

δ

η

+ +
= =

+ +

+ +
= =

+

 
≤ − + − + 

 

− + + −

 
= − + + 

 
  − − + − −    

≤ −

≤ −

∑ ∑

∑ ∑



 (32) 

其中 { }2max 2,8a PB> ，
1

1
2c

η = ，
{ }

2

min 1,
2

a
c

δ
η = 。 

定理 4.2 存在正常数 2

1

cM
c

= 和
{ }

2

min 1,
2

a
c

δ
η = 使得离散系统在 ( ) ( ) ( )( ), , , ,

h
X t u x t v x t 范数下是一致

指数稳定的，换句话说， 

 ( ) ( )0 e ,t
h hV t MV η−≤   

其中 1c ， 2c 在引理(4.1)中已给出。 
根据引理(2.1)、引理(4.1)和引理(4.2)很容易得到上述不等式。 
下面进一步说明离散格式的收敛性。首先定义误差函数 
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 ( ) ( ) ( )i i it U t u tξ = − ， ( ) ( ) ( )i i it V t v tη = −   

将(20)与(21)相减后得到如下误差系统 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

0

1 1

0 0

, 0,

, 0, , , 0,

, 0, , , 0,

0, 0,

0, 0,

0 , 0 , 0, , ,

xj j j

xj j j

N N

j j j j

X t A BK X t B t t

t t s t j N t

t t r t j N t

t t

t k t t

j N

ξ

η δ ξ

ξ δ η

η

ξ η

ξ ξ η η

+ + +

+ + +

+ +

+ + + +

 = + + >

′ − = = >


′ − = = >


= >

 + = >
 = = =









 (33) 

根据 Taylor 级数可知其中 

 ( ) ( ) ( )1
2

2
1 2

1 1, , ,
8 24xx xxxj

r t u t v t hζ ζ
+

 ′= − + 
 

  

 ( ) ( ) ( )1
2

2
1 2

1 1, , ,
8 24xx xxxj

s t v t u t hζ ζ
+

 ′= − + 
 

  

其中 ( )1
2

1 2 3 4, , , ,j j
x xζ ζ ζ ζ

+
∈ 。 

为误差系统定义如下离散形式的 Lyapunov 函数 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

T 2 2

0 0 0
1 ,

2 2

N N N

h j j j j j
j j j

ah ahG t X t PX t t t a h x t tξ η δ ξ η
+ + + + +

= = =

= + + + +∑ ∑ ∑  (34) 

采用与引理(4.1)类似的过程可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2, , , , , , , , ,hh h

c X t x t x t G t c X t x t x tξ η ξ η≤ ≤  (35) 

其中 ( )1 min
1min ,
2

c P aλ δ  = −  
  

， ( )2 max
1min ,
2

c P aλ δ  = +  
  

。 

定理 4.3 设 [ ) [ ]( )1 3, 0, ; 0,1u v C C∈ ∞ 是降阶后的等价系统(18)的解， ( ){ } ( ){ },j jj j
u t v t 对应的差分格式

(21)的解， ( ){ } ( ){ },j jj j
t tξ η 是误差系统(33)的解，那么有下列误差不等式成立 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 42

1 1

, , , , e 0 , ,0 , ,0 1 2 ,
2

t
h h

c aX t x t x t X x x C h
c c

γ εξ η ξ η δ−≤ + +   

其中
{ } ( )

2 1

min 1,
1

22
2a

c
a

c
δ

γ ε δ− += ，
{ }
( )

1

2

min 1,
0

1 2
a c

ac
δ

ε
δ

< <
+

从而保证 0γ > ， 1c 和 2c 在(35)中已给出。 

证明：由 ( )1
2j

r t
+

， ( )1
2j

s t
+

的具体形式可知存在不依赖于 h 的C 满足 

 ( ) ( )1 1
2 2

2 2, , 0,1, , , 0,
j j

r t Ch s t Ch j N t
+ +

≤ ≤ = >  (36) 

用 ( )1
2ĵ

r t
+

和 ( )1
2

ˆ
j

s t
+

分别代替 ( )1
2 0

j
j N

r t
+

≤ ≤
和 ( )1

2 0
j

j N
s t

+
≤ ≤

，令 ( )hG t 对 t 求导可得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 T
0

0

0 0 0

2

ˆ ˆ

N

h xj j
j

N N N

xj j j j j j
j j j

G t X t X t PB t ah t t

ah t t ah t r t ah t s t

ξ ξ δ η

η δ ξ ξ η

+ +
=

+ + + + + +
= = =

= − + +

+ + +

∑

∑ ∑ ∑


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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

0 0

0 0

1 1

ˆ ˆ1 1 ,

N N

x xj j j j j j
j j

N N

j j j j j j
j j

a h x t t a h x t t

a h x r t t a h x t s t

δ δ η η δ δ ξ ξ

δ η δ ξ

+ + + + + +
= =

+ + + + + +
= =

+ + + +

+ + + +

∑ ∑

∑ ∑
 (37) 

对第二项进行估计 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2T 2
0 0

12 2 ,
2

X t PB t X t PB tξ ξ≤ +  (38) 

第三项和第四项利用引理(2.2)的第一式处理得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 20

2

0
1 ,

N N

x xj j j j
j

N
j

ah t t ah at k ttξ δ η η δ ηξ
+ + + +

= =
+−+ =∑ ∑  (39) 

类似于式子(29)、式(30)和式(31)的过程可得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1

2

2 2

2 2 2

2 2 2

0

2 2
1 0

0

0

0

2 1

2 1 ,

1
N N

N

x xj j

N

Nj j
j

j j j j
j j

j
a h t h

a h x t t a h x t

k t

t

t a t a

δ δ η η δ δ ξ

δ ξ η δ η δξ

ξ
+ + + + + +

++ +

=

=

=

=

 
≤ − + + + − 



+



+ +∑ ∑

∑ ∑
 (40) 

再对剩余的其他项进行估计 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

0 0

0 0

2 2 2 2

0 0 0 0

2 2

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ
2 2 2 2

ˆ

N N

j j j j
j j

N N

j j j j j j
j j

N N N N

j j j j
j j j j

N

j j
j j

ah t r t ah t s t

a h x r t t a h x t s t

a a a ah t h r t h t h s t

aa h t h r t

ξ η

δ η δ ξ

ε εξ η
ε ε
δδε η
ε

+ + + +
= =

+ + + + + +
= =

+ + + +
= = = =

+ +
=

+

+ + + +

≤ + + +

+ +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2

0 0 0

2 2

2 2

1

2

ˆ

ˆ ˆ1 2 1 2
2 2

ˆ ˆ1 2 1 2 ,

, ,

2 2

, ,
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h

j

X t x t x

aa h t h s t
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c

t

δδε ξ
ε

ε εδ δ

ε εδ δ

ξ η
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+ +
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+ +

 
≤ + ++ + 

 
 

≤ + + ++ 
 

∑ ∑ ∑
 (41) 

其中用到了杨氏不等式
2 2

2 2
a bab ε

ε
≤ +  ，以及

{ }
( )

1

2

min 1,
0

1 2
a c

ac
δ

ε
δ

< <
+

 ，结合式(38)、式(39)、式(40)和式(41)，

有 
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1 1
2 2

1 1
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2 2 2 2 2 2
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h N j j
j j
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aa k a aG t r s
c

t t

δξ η ξ η

δ ε εδδ ξ δη

+ + +
= =

+ ++

 
≤ + − − + 

 

+ +
 

+ + + + 
 

− +

∑ ∑

 (42) 

进一步利用不等式 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2, , , , , , , ,hh h

c X t x t x t G t c X t x t x tξ η ξ η≤ ≤ 对(42)进行放缩可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

2 2 2 2 2
1

0 0

1 2 1
2

N N

Nj j
j j

h X t a h t a h t a kG kt tδ ξ δ η δ η ++ +
= =

   − + + − − +  
≤ 

∑ ∑   
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+
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 
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 
   
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=

 
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+
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2

2
ˆ ,js
+
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 (43) 

其中
{ } ( )

2 1

min 1,
1

22
2a

c
a

c
δ

γ ε δ− += ，由 ε 的限制条件可知 0γ > ，根据引理(2.1)，由(43)可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
ˆ ˆe 0 1 2 e d ,

2
t t st

h h
aG t G r sγγ ε δ τ τ τ− −−  ≤ + + +

 ∫  (44) 

再利用(35)可进一步得，对 0t∀ > 有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 42

1 1

, , , , e 0 , ,0 , ,0 1 2 ,
2

t
h h

c aX t x t x t X x x C h
c c

γ εξ η ξ η δ−≤ + +  (45) 

定理证明完毕。 
由定理 4.3 可以看出，若初始条件是确定的，那么差分格式(21)的解二阶收敛到降阶系统(18)的精确

解。 

5. 结论 

本文研究了 ODE-Wave 方程在左侧以 Numman 形式连接的耦合系统，为其构造了一个空间半离散有

限差分格式，并证明了连续系统和离散系统的一致指数稳定性。利用 Backstepping 控制法将原始系统转

换为等价的目标系统并设计出控制 ( )U t ，通过 Lyapunov 函数法证明目标系统的一致指数稳定性，再结

合变换及其逆变换的有界性说明在控制 ( )U t 下的闭环控制系统也是指数稳定的。在研究离散系统的稳定

性时，先用变量代换将目标系统转化成了等价的低阶闭环系统。对于等价的闭环系统使用有限差分法进

行空间上的半离散，并为其构造相应的 Lyapunov 函数证明该格式是一致指数稳定的。最后说明了该空间

半离散有限差分格式是二阶收敛的，通过引入误差函数建立等价降阶系统与相应的半离散格式的误差系

统，并为其构造相应的 Lyapunov 函数，而后利用杨氏不等式等基本放缩方法得到误差不等式，明确表明

在初始条件确定的前提下，半离散空间有限差分格式的解二阶收敛到降阶系统。 
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