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摘  要 

本文主要研究二维非线性四阶时间分数阶方程的混合虚拟元解法。通过引入辅助变量，将四阶时间分数

阶方程转化为低阶的耦合方程。在时间方向上采用广义BDF2-θ得到半离散格式，进而在空间方向上应用

混合虚拟元方法得到该方程的全离散格式。本文将给出具体的数值求解过程，并通过一个二维数值算例

验证该算法的有效性和收敛性。 
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Abstract 
This article primarily investigates the mixed virtual element method of two-dimensional nonlinear 
fourth-order time-fractional equations. By introducing an auxiliary variable, the fourth-order time-
fractional equation is transformed into lower-order coupled equations. The semi-discrete scheme 
is obtained by employing the generalized BDF2-θ in the temporal direction. Subsequently, a fully 
discrete scheme for the equation is achieved by applying the mixed virtual element method in the 
spatial direction. This article will present the specific numerical process and validate the effectiveness 
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and convergence of algorithm through a two-dimensional numerical example. 
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1. 引言 

本文研究以下二维非线性四阶时间分数阶方程 

 ( ) ( ) ( )2
0 0Δ Δ Δ , , , , , ,C C

t t tu D u D u u f u g x y t x y t Iα β ε− + − + ⋅∇ = ∈Ω×  (1) 

具有以下边界条件 

 ( ) ( ) ( ), , Δ , , 0, , , Ω ,u x y t u x y t x y t I= = ∈∂ ×  (2) 

初始条件为 

 ( ) ( ) ( )0, ,0 , , ,u x y u x y x y= ∈Ω  (3) 

其中 2Ω ⊂ 是空间区域， I 是时间区域， ( ]0,I T= ， ( )0,T ∈ ∞ ， ( )T
1 2,ε ε ε= ， 1 2,ε ε 均为正常数， ( )f u

是非线性项， ( ), ,g x y t 是已知的源项。  
与整数阶导数相比，分数阶导数在诸多科学领域展现出独特优势，能够更为精准地刻画系统的动态

特性。这一特性使得分数阶模型在物理、生物、化学等诸多学科中发挥着关键作用，吸引了众多学者的

目光[1]-[8]。以粘弹性材料为例，时间分数阶模型可有效描述其应力松弛与蠕变行为；在流体力学中，传

统整数阶模型难以全面捕捉湍流的动态变化及多尺度流动现象，而分数阶模型则能很好地弥补这一不足，

类似的应用实例不胜枚举。随着科学的不断进步，大量的数值计算方法被应用于求解四阶分数阶问题，

例如有限差分方法[9] [10]，谱方法[11]，有限元方法[12] [13]，有限体积方法[14]，LDG 方法[15]-[17]等。

其中有限元方法是最为普遍的，但相较于传统有限元的三角形或四边形剖分以及单项式或样条函数作为

基函数来说，虚拟元方法则是传统有限元方法的进一步推广。2013 年 L. beirao da Veiga 等人首次提出虚

拟元方法[18]，该方法弥补了有限元在剖分和基函数选取上的局限性，虚拟元方法可以采用凸或者非凸多

边形作为单元剖分，而虚拟元空间的基函数也没有具体的形式，它的计算是利用自由度。这就使得虚拟

元方法有很好的网格适应性和数值稳定性，降低了复杂几何区域上网格生成的难度[19]。迄今为止，虚拟

元方法广泛应用于各种模型中，例如 Navier-Stokes 方程[20]，Sobolev 方程[21]，Cahn-Hilliard 方程[22]等。

近年来虚拟元也被广泛应用于求解分数阶问题，Zhang 和 Feng 在文献[23]中研究了具有非光滑数据的时

间分数阶对流扩散反应方程，利用指数变换消去对流项，通过能量投影算子推导出最优误差估计。Li 等
人[24]利用非协调虚拟元方法求解了时间分数阶反应–亚扩散方程，详细证明了空间半离散和时空全离

散下的最优误差估计。针对四阶问题，Zhang 和 Zhao 在文献[25]中利用虚拟元研究了具有内罚的四阶奇

异摄动问题，Zhang 和 Feng 在[26]中利用混合虚拟元方法求解四阶线性时间分数阶亚扩散方程，基于 L1
格式证明变量在全离散情况下的无条件稳定。 

本文在空间方向上基于混合虚拟元方法，不同于 Zhang 和 Feng 在[26]中的时间离散方式，本文在时
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间方向上采用广义 BDF2-θ 方法[27]。由于时间分数阶导数中存在积分形式，直接进行数值计算较为困难，

需要通过离散化将其转化为可数值求解的形式，广义 BDF2-θ 方法可在其中发挥重要作用，形成多种计

算格式。 
文章内容具体安排如下：在第 2 节，利用 Caputo 与 Riemann-Liouville 导数之间的关系，即 

( )0 0 0
c R

t tD u D u uα α= − ，可将方程中的 Caputo 型导数转化为 Riemann-Liouville 导数进行计算。运用广义

BDF2-θ 方法与混合虚拟元方法，构建模型的全离散格式。第 3 节，详细阐述具体的数值计算流程。第 4
节通过一个实际的数值算例，对所提算法的有效性予以验证。最后，在第 5 节对全文进行简要总结。 

2. 数值格式 

在本节中，我们将利用广义 BDF2-θ 结合混合虚拟元方法对方程(1)进行时间和空间的离散从而得到

全离散的格式。首先，用广义 BDF2-θ 得到时间半离散格式，为此将时间区间 [ ]0,T 均匀剖分， 

0 10 Nt t t T= < < < = ， N 为正整数，时间步长 T Nτ = ，时间节点 nt nτ= ， ( )1,2, ,n N=  。 
为了便于计算，令 0:u u u= − ，将其代入方程(1)~(3)可得 

 ( ) ( ) ( )2
0 0Δ Δ Δ , , , , , Ω ,c c

t t tu D u D u u f u g x y t x y t Iα β ε− + − + ⋅∇ = ∈ ×  (4) 

边界条件为 

 ( ) ( ) ( ), , Δ , , 0, , , Ω ,u x y t u x y t x y t I= = ∈∂ ×  (5) 

初始条件为 

 ( ) ( ), ,0 0, , Ω,u x y x y= ∈  (6) 

其中， ( ) ( )0, , Δ ,g g x y t u x y= + 。Riemann-Liouville 分数阶导数在 nt θ− 时刻的广义 BDF2-θ 的逼近公式为

[27]： 

( ) ( ) ( )

( )

2
0 ,

1 1

, , 2
,Ψ ,

R n n j j
t j

n

n j
j j

n n

D v v O

v O

v

S v

κ
γ γγ θ γ γ

γ γ
τ τ κ

τ ω τ ω τ

τ

− − −

= =

= + +

+ +

∑ ∑



 

其中 ( ),

1
Ψ n n j

j
j

n
v vγγ γ

τ τ ω− −

=

= ∑ 为离散卷积部分，它的卷积系数 ( ){ }
0j j

γω
=

∞
由以下函数生成 

( ) ( ) 23 2 2 2 2 1, 0 min ,
2 2 2

γ
γ γ θ γ θ γ θω ξ ξ ξ θ γ

γ γ γ
 − − −  = − + ≤ ≤   

  
 

广义 BDF2-θ 的卷积系数 ( ){ }
0j j

γω
∞

=
 [27]为： 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 1

1 2

3 2 2, 2
2 3 2

2 1 22 1 2 1 , 2.
3 2 2

,

j j j
j j j

j

γ γ
γ γ

γ γ γ

γ θ γω ω θ γ
γ γ θ

γω γ θ ω γ θ ω
γ θ γ γ

−

− −

   −
= = −   −   

    − −
= − − + − − ≥    −     

 (7) 

引入辅助变量 Δuσ = ，方程(4)可以写成如下两个低阶方程的耦合系统 

 ( ) ( )0 0Δ Δ Δ , , ,
Δ ,

c c
t t tu D u D u f u g x y t

u

α β σ ε
σ

 − + − + ⋅∇ =


=
 (8) 
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在(8)的第一个方程两边同时乘以 v，在第二个方程两边同时乘以 w ，并利用分部积分可得如下弱形

式： 
找到 ( ) 1 1

0 0,u H Hσ ∈ × ，使得对任意的 ( ) 1 1
0 0,v w H H∈ × ，有 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0 0, , , , , , ,

, , 0,

R R
t t tu v D u v D v u v f u v g v

w u w

α β σ ε

σ

 + ∇ − + + ⋅ =


+ =

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇

∇ ∇
 (9) 

令 ( ) ( ), , , , ,n n
n nu u x y t x y tσ σ= = ，在 nt θ− 处， ( ) ( ) ( )( ), ,n n nu t g t f u tθ θ θ− − − 分别有如下逼近公式[27] [28]： 

 
( ) ( )

( ) ( )

0, 2
,

1 0, 2
,1 ,

n n
n

n n n

u t u S u O

u u S u O

θ
θ τ κ

τ κ

τ

θ θ τ

−
−

−

= + +

− + + +

 (10) 

 ( ) ( )2 ,n
ng t g Oθ
θ τ−
− = +  (11) 

 ( )( ) ( ) ( )2 ,n
nf u t f u Oθ
θ τ−
− = +  (12) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 , 2 1n n n n n ng g g f u f u f uθ θθ θ θ θ− − − −− + − − −  。针对非线性项 ( )f u ，多数文献采用

的处理方法是线性化和非线性牛顿迭代法。本文采用 Liu 等人在文献[29]中提出的在 n θ− 层线性化处理

的方法。用已知层来表示未知层，在数值算法上很大程度地提高了计算效率。使用牛顿迭代法虽然可以

得到更高的收敛精度，但可能耗费的时间更久。在该模型中我们用线性化处理的方法已经可以达到所需

的精度，因此无需再使用牛顿迭代法。 
只考虑离散卷积部分，由广义 BDF2-θ 逼近公式得到(9)在 nt θ− 处的时间半离散格式： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1, , ,Ψ , Ψ , Ψ , , , , ,

, , 0,

n n n n n n

n n

u v u v v u v f u v g v

w u w

α β θ θ θ
τ τ τ

θ θ

σ ε

σ

− − −

− −

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ + − + = ⋅ +


+ =∇ ∇

 (13) 

在此基础上，利用混合虚拟元方法对空间进行离散从而得到全离散格式。为此我们需要引入虚拟元 
空间。 h 是区域Ω的剖分， h 是 h 的边 e构成的集合。 max

h
EE

h h
∈

=


， Eh 是单元 E 的直径，对于任意的单

元 hE∈ ，对于 k N∈ ，令 ( )k E 为单元 E 上次数不超过 k 的多项式， { }1 0− = 。如下给出两个假设[19]： 

(A1) 单元 E 的形状为星形。 
(A2) 单元 E 的任意两个顶点之间的距离 Ehρ≥ 。 
由文献[18]，考虑 1k ≥ 时的局部函数空间 E

hV 定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 0: ,Δ , , .E
h h h h k h keV v H E v C E v E v e e E= ∈ ∈ ∂ ∈ ∈ ∀ ⊂ ∂   

在函数空间 E
hV 中选择如下自由度： 

(d1) hv 在单元顶点处的取值。 
(d2) 对于 1k > ， hv 在每条边 e 上的 1k − 个均匀间隔点处的取值。 

(d3) 对于 1k > ， hv 在单元 E 上的 2k − 阶矩，即 ( ) ( )1 dhE
m v

E ∫ x x x  ( )2km E−∀ ∈ ，其中 

2 , 2k
E

E

k
h−

  − = ≤ −  
   

s
x x s  

Ex 为单元的重心坐标。定义投影算子 ( ),Π :E E E
k h k hV E V∇ → ⊂ ： 
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( )( ) ( )

( )0 0

,

,

Π , 0, ,

Π , ,

k k k kE

E
k h h h h

E

E

u u q q E

P P u Vu u

∇

∇

 ∇ − ∇ = ∈


= ∈

∀




 

其中 0P 是从 ( )2L E 到 ( )0 E 的投影。定义一个标准的 2L 投影算子 ( )0,Π :E E E
k h k hV E V→ ⊂ ： 

( ) ( )0,Π , 0, .E
k k k kE

u u q q E− = ∀ ∈  

现在，我们来定义所需的局部虚拟元空间： 

( ) ( ){ },
2: Π d , \d ,EE E

h h h k h k h k k k kE E
W w V w q w q q E∇

−= ∈ = ∀ ∈∫ ∫x x    

其中 ( )2\k k E−  表示多项式等价类的商空间。将局部虚拟元空间拼接到一起构成全局虚拟元空间 

( ){ }1
0 Ω : , .E

h h hEW w H w W E= ∈ ∈ ∀ ∈  
在虚拟元空间中定义全局双线性形式 ( ), :h h ha W W⋅ ⋅ × →和 ( ), :h h hWm W⋅ ⋅ × →  

( ) ( ), , , , ,
h

E E
h h h h h h h h h

E
a u v a u v u v W

∈

= ∀ ∈∑


 

( ) ( ), , , , ,
h

E E
h h h h h h h h h

E
m u v m u v u v W

∈

= ∀ ∈∑


 

式中， ( ), :E E E
h h ha W W⋅ ⋅ × →和 ( ), :E E E

h h hW Wm ⋅ ⋅ × →均为局部离散双线性形式： 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,, Π ,Π Π ,, Π , ,E E E E E E E E
h h h k h k h a k h k h h h ha u v a u v s I u I v u v W∇ ∇ ∇ ∇= + − − ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0, 0, 0,, Π ,Π Π , Π ,, ,E E E E E E E E
h h h k h k h m k h k h h h hm u v m u v s I u I v u v W= + − − ∀ ∈  

( ),E
ha ⋅ ⋅ 和 ( ),E

hm ⋅ ⋅ 为了满足可计算以及分别逼近两个局部连续双线性形式 ( ),Ea ⋅ ⋅ 和 ( ),Em ⋅ ⋅ ，需满足[30]： 
(1) 多项式一致性：对所有的 0h > ， hE∈  

( ) ( ) ( ), , ,E E E
h k hp a pa p E Wυ υ υ= ∀ ∈ ∈ ， 

( ) ( ) ( ), , ,E E E
h k hm p m p p E Wυ υ υ= ∀ ∈ ∈ ， 

(2) 稳定性：存在两对不依赖于 h 但依赖网格正则性的常数 ( ),α α∗
∗ 和 ( ),β β ∗

∗ ， 0 α α∗
∗< ≤ ， 

0 β β ∗
∗< ≤ ，有： 

( ) ( ) ( ), , ,E E E
ha v v a v v a v vα α∗

∗ ≤ ≤ ， ( ) ( ) ( ), , ,E E E
hm v v m v v m v vβ β ∗

∗ ≤ ≤ . 

同时为处理右端项，定义 ( ), ,hg x y t ： 

( ) ( )0, , Π , ,h kg x y t g x y t= ， ( ) ( )0 0,Π Π E
k k EE
g g= . 

基于上述虚拟元空间 hW ，得到(13)的全离散格式：找 ( ),n n
h h h hu W Wθ θσ− − ∈ × ，使得对任意的 ( ),h h h hv w W W∈ ×

满足： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1, , ,Ψ , Ψ , Ψ , , , , .

, , 0.

n n n n n n
h h h h h h h h h h h h h h h h

n n
h h h h h h

m u v a u v a v a u v f u v g v

m w a u w

α β θ θ θ
τ τ τ

θ θ

σ ε

σ

− − −

− −

 + − + = ⋅∇ +


+ =

 (14) 

3. 算法实现 

在本节中，我们取 1k = 来具体阐述该算法的步骤。 
当 1k = 时，此时虚拟元空间仅有顶点处的自由度，没有内部自由度。设 i hWϕ ∈ ， ( )1,2, ,i m=  ，
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( )hm dim W= ，是虚拟元空间的一组基。令 h jv ϕ= ， h jw ϕ= ， ( )1, 2, ,j m=   

 
1

,
m

n n
h i i

i
u Xθ θϕ− −

=

= ∑  (15) 

 
1

.
m

n n
h i i

i
Yθ θσ ϕ− −

=

= ∑  (16) 

将 ,h hv w 和(15)、(16)代入(14)，并利用卷积系数(7)、逼近公式(12)、(11)、(10)对分数阶项、非线性项 f 、

源项 g 及 n
hu θ− 进行处理得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11
0 0 0

11 1

1 1 1

1n n n n

n n n
n

k n k n n k
k

k

n

k
k

n

k
k

α βα β

α βθ θ α β

τ ω τ ω θ τ ω

τ ω τ ω θ τ ω

− − −

− − − − − − − − −

= = =

+ + − −

= + − − − +∑ ∑ ∑

MX AX AX AY

F G MX AX AX AY
  

 ( ) ( ) 1 11 1 .n n n nθ θ θ θ− −− + − = − −AX MY AX MY   

其中， 

( ) ( )T T

1 , 1 ,
, , , ,h i j h i ji j m i j m

a mϕ ϕ ϕ ϕ
≤ ≤ ≤ ≤

     = =A M  

对于刚度矩阵 A以及质量矩阵 M 中离散双线性形式的具体实现过程可见文章[31]。 
T

1 2, , ,n n n n
mX X X=   X  ，

T

1 2, , ,n n n n
mY Y Y=   Y  ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2
1 1 1 1

1 2
1 2 1 2

1

1 2
1 1

2 , 1 ,

2 , 1 ,

2 , 1 ,

n n
h hx x

n n
h hn x x

n n
h m h mx x

f u f u

f u f u

f u f u

θ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

− −

− −
−

− −

 − − −
 
 

− − − =  
 
 

− − −  

F


 

 

 

， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2
2 1 2 1

1 2
2 2 2 2

2

1 2
2 2

2 , 1 ,

2 , 1 ,

2 , 1 ,

n n
h hy y

n n
h hn y y

n n
h m h my y

f u f u

f u f u

f u f u

θ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

− −

− −
−

− −

 − − − 
 
 − − −

=  
 
 
 − − −  

F
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( ) ( ) ( )12 1
1

1 1 1

n k n k n k
k k k

k k

n

k

n n
α βα βτ ω τ ω τ ω− − − − − −

= = =

= − +∑ ∑ ∑b MX AX AY ， 

1
11
2

1= −b b b ， 
1

2
1n nθ θ− −= − −AX MYb ， 

可得 

1 2 1

3 4 2

n

n

    
=    
     b

K
K

bK
YK
X

， 

记作： 

[ ]T T
1 2,, , ,n n = = =KZ b Z X Y b b b  

处理边界条件和右端项后，得到全离散格式的矩阵形式： 
ˆˆ =KZ b ， 

通过求解线性方程组即可得到数值解。 

4. 数值算例 

在本节中，我们将通过一个二维算例来验证算法的有效性并得到收敛阶。在文献[32]中，Yang 与 Liu
利用混合有限元算法针对该模型的一维情况做出了稳定性分析并给出数值模拟结果，本文的模拟结果与

文献[32]中的结果是一致的。 
令 [ ] [ ]Ω 0,1 0,1= × ，时间区间 ( ]0,1I = ，精确解 ( ) ( ) ( )2, , sin 2 sin 2u x y t t x y= π π ，非线性项 ( ) 2f u u= 和

源项 ( ), ,g x y t  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

2 2 4 2
2 2

2 24
1 2

16 128, , sin 2 sin 2 2 8
Γ 3 Γ 3

2 sin 4 sin 2 sin 4 sin 2 .

t tg x y t x y t t

t x y y x

α β

α β

ε ε

− − π π
= π π + + + π  − − 

+ π π π + π π

 

 

Table 1. The 2L  error and spatial convergence order with 1t =  and 0.2, 0.8, 1 100α β τ= = =  

表 1. 1t = 时刻，固定 0.2, 0.8, 1 100α β τ= = = 的 2L 误差和空间收敛阶 

θ  1 h  hu u−  收敛阶 hσ σ−  收敛阶 

0.2 

10 5.5249E−02 - 3.9939E+00 - 

20 1.9186E−02 1.5259 1.0423E+00 1.9380 

40 5.1989E−03 1.8838 2.6361E−01 1.9833 

80 1.3186E−03 1.9792 6.5443E−02 2.0101 

−0.5 

10 5.5220E−02 - 3.9915E+00 - 

20 1.9152E−02 1.5277 1.0397E+00 1.9408 

40 5.1640E−03 1.8909 2.6094E−01 1.9944 

80 1.2835E−03 2.0084 6.2783E−02 2.0553 

−1 

10 5.5192E−02 - 3.9892E+00 - 

20 1.9120E−02 1.5294 1.0372E+00 1.9434 

40 5.1309E−03 1.8978 2.5842E−01 2.0049 

80 1.2503E−03 2.0370 6.0282E−02 2.0999 
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虚拟元相较于传统有限元的最大好处之一就是可以选择凸或者非凸多边形网格，于是通过此算例我

们给出，固定时间步长 1 100τ = ，在非凸多边形网格下的数值结果。空间步长分别为 1/10，1/20，1/40，
1/80。表 1~3 给出在 1t = 时，针对不同的分数阶参数 ,α β 以及θ 得到的 2L 误差和空间收敛阶，可以看到

在非凸多边形网格下空间收敛阶为 ( )2O h ，该算例充分验证了算法的有效性和收敛性。 
 

Table 2. The 2L  error and spatial convergence order with 1t =  and 0.5, 0.5, 1 100α β τ= = =  

表 2. 1t = 时刻，固定 0.5, 0.5, 1 100α β τ= = = 的 2L 误差和空间收敛阶 

θ  1 h  hu u−  收敛阶 hσ σ−  收敛阶 

0.5 

10 5.5165E−02 - 3.9924E+00 - 

20 1.9131E−02 1.5279 1.0396E+00 1.9412 

40 5.1897E−03 1.8822 2.6331E−01 1.9812 

80 1.3239E−03 1.9709 6.5947E−02 1.9974 

0.2 

10 5.5161E−02 - 3.9921E+00 - 

20 1.9127E−02 1.5281 1.0393E+00 1.9415 

40 5.1856E−03 1.8830 2.6300E−01 1.9825 

80 1.3000E−03 1.9960 6.5600E−02 2.0033 

−1 

10 5.5077E−02 - 3.9853E+00 - 

20 1.9032E−02 1.5331 1.0319E+00 1.9493 

40 5.0871E−03 1.9035 2.5548E−01 2.0140 

80 1.2207E−03 2.0591 5.8179E−02 2.1347 
 

Table 3. The 2L  error and spatial convergence order with 1t =  and 0.8, 0.2, 1 100α β τ= = =  

表 3. 1t = 时刻，固定 0.8, 0.2, 1 100α β τ= = = 的 2L 误差和空间收敛阶 

θ  1 h  hu u−  收敛阶 hσ σ−  收敛阶 

0.2 

10 5.5049E−02 - 3.9894E+00 - 

20 1.9048E−02 1.5310 1.0351E+00 1.9464 

40 5.1645E−03 1.8830 2.6187E−01 1.9828 

80 1.3168E−03 1.9716 6.5533E−02 1.9986 

0 

10 5.5047E−02 - 3.9893E+00 - 

20 1.9047E−02 1.5311 1.0350E+00 1.9466 

40 5.1626E−03 1.8833 2.6173E−01 1.9834 

80 1.3149E−03 1.9731 6.5400E−02 2.0007 

−1 

10 5.4853E−02 - 3.9735E+00 - 

20 1.8827E−02 1.5428 1.0180E+00 1.9647 

40 4.9357E−03 1.9315 2.4451E−01 2.0577 

80 1.0885E−03 2.1809 4.8689E−02 2.3282 

5. 总结 

本文在时间方向上利用广义 BDF2-θ 格式，空间方向上采用混合虚拟元方法求解二维非线性四阶时
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间分数阶方程，通过引入辅助变量将高阶方程转化为低阶耦合系统，很大程度地降低了计算的难度。并

且相比于传统的有限元方法，虚拟元方法有很好的网格适应性和数值稳定性，降低了复杂几何区域上网

格生成的难度。通过数值算例也验证了该算法的有效性。 
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