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摘  要 

本文研究了一个三维保守系统的同宿轨、异宿环和混沌。当系统有一条平衡点曲线时，我们得到连接原

点的两条同宿轨并且给出了解析表达式。在另一条件下，我们发现系统存在一个异宿环，并且给出了解

析表达式。当系统有无穷多孤立平衡点时，我们分析了这些平衡点的稳定性，发现系统具有暂态混沌现

象。此外，系统展示了一些共存的轨道，包括混沌和周期轨共存，拟周期轨和周期轨共存，混沌和拟周

期轨共存。 
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Abstract 
This paper investigates the homoclinic orbits, heteroclinic cycle and chaos in a three-dimensional 
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conservative system. First, if the system has a curve of equilibria, we get two homoclinic orbits as-
sociating with the origin and give the analytical expression. Under another condition, the system 
has a heteroclinic cycle and the analytical expression is also given. Second, if the system has infi-
nitely many isolated equilibria, we analyse the stabilities of the equilibria. In this case, we find that 
the system could show transient chaos phenomenon. Moreover, several coexisting orbits are found 
in the system, including coexisting chaotic orbit and periodic orbits, coexisting quasi-periodic orbits 
and periodic orbits, coexisting chaotic orbit and quasi-periodic orbits. 
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1. 引言 

混沌，作为二十世纪最伟大的发现之一，已经取得了广泛的关注，并且在非线性电路、生物模型、

经济模型等领域展示了很好的应用前景[1]-[8]。 
耗散系统和保守系统都可以有混沌行为。对前者而言，局部相空间的体积随着时间的变化是处处压

缩的，渐近状态体现为吸引子。然而，对于保守系统而言，相空间的体积是保持不变的。这就意味着保

守系统不存在吸引子。因此，保守系统中的混沌是一个非吸引的混沌集。而且，这个混沌集的维数等于

系统的维数。这也意味着保守混沌系统比耗散混沌系统具有更丰富的遍历性[9] [10]。 
在混沌系统中，同宿轨和异宿轨是两类特殊的连接轨道。同宿轨指的是当时间趋于负无穷和正无穷

时，会趋于同一个不变集的一条连接轨道。异宿轨指的是当时间趋于负无穷和正无穷时，会趋于两个不

同不变集的一条连接轨道[11]。在一定条件下，同宿轨和异宿轨能够分支出混沌和周期轨。基于这个性质，

越来越多的学者致力于同宿轨和异宿轨的研究[12]-[23]。 
对自治系统而言，给出同宿轨和异宿轨的存在性是一项困难的任务，而得到轨道的精确表达式更是

一个挑战。Hale 等人[24]给出了 Gray-Scott 模型精确的同宿解和异宿解；Bao 和 Yang [25]提出了一个新

的方法来得到精确的同宿轨；Li 和 Zhao [26]给出了一个三维系统的精确异宿环族；Li 和 Chen [27]研究

了三阶系统中的精确同宿轨和异宿轨；Algaba 等人[28]利用爆破技术研究了一条精确的同宿轨；Zhang 和

Li [29]得到了一类三维流的精确同宿轨。然而，据我们所知，对具有平衡点曲线的三维自治系统中的精确

同宿轨和异宿环，并没有相应结果。 
本文研究了如下三维保守系统 

2

,
,

sin ,

x y
y z
z ay bx y c x

=
 =
 = + +







                                (1) 

其中
d
dt

⋅ = 。容易验证系统(1)的散度等于 0，这说明此系统是一个体积不变的保守系统。当 0c = ，系统有 

一条平衡点曲线，同时我们发现系统有两条同宿轨和一个同宿环并且得到了他们的解析表达式。我们发

现这些连接轨道可以在很宽的参数范围内持续存在。当 c 变为非零时，系统由退化结构变为非退化结构，

并且稳定流形与不稳定流形发生分离，从而平衡曲线、同宿轨和异宿轨同时消失。此时，系统中出现了
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无穷多个孤立平衡点。我们证明了所有的平衡点都是鞍点。在这种情况下，我们发现系统能够显示瞬态

混沌到周期解现象。我们也给出了系统轨道上某个变量的演化过程和这两种状态的 Poincare 映射。此外，

得到了共存的轨道，如共存的混沌轨道和周期轨道，共存的拟周期轨道和周期轨道，共存的混沌轨道和

拟周期轨道。 
本文安排如下：第二节给出了两条同宿轨和异宿环的存在条件，并且给出了这些连接轨道的解析表

达式；第三节分析了平衡点的稳定性，而且展示了暂态混沌现象以及一些共存的轨道。 

2. 同宿轨和异宿环 

本节考虑 0c = 时系统(1)的动力学。此时，系统(1)变为 

2

,
,

.

x y
y z
z ay bx y

=
 =
 = +







                                        (2) 

从系统(2)可知，x 轴是一条平衡点曲线。通过对方程的积分，我们可以得到两个精确的同宿轨和一

个精确的异宿环。 
定理 2.1 当 0, 0a b> < 时，系统(2)有两条连接原点的同宿轨 1Γ 和 2Γ 。解析表达式如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 2 1 1 1, , , , , ,x t y t z t x t y t z tΓ = Γ = − − −  

其中 

( )

( )

( )

1

1 2

2 2

1 3

2 ,
e e

6

2 e e
6 ,

e e
6

2 e e 4 e e
6 6 .

e e
6

at at

at at

at at

at at at at

at at

x t b
a

ba
ay t

b
a

b ba a
a az t

b
a

−

−

−

− −

−

=
−

 + 
 =

 − 
 

   − − + +   
   =

 − 
 

 

证明：从系统(2)可得 
2

2
d d
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x y z

tt
= =  

和 
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d dd

x z xa bx
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作变换 
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结合(3)和(5)，可得 
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从(6)和(7)，得 
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2
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d
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因此， 
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其中 1 2,c c 时任意常数。于是，可得 
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令 1 2 0c c= = ，则(8)变成 
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其中 0, 0a b< < 。通过对上式积分，得到(10)的一个解 
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从系统(2)，有 
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因此， ( ) ( ) ( )( )1 1 1, ,t y t zx t 是系统(2)的一个解析解。当 t →±∞时， ( ) ( ) ( )( )1 1 1, ,t y t zx t 会趋于原点 ( )0,0,0 。

这样一来， ( ) ( ) ( )( )1 1 1, ,t y t zx t 就是系统(2)的一个同宿解。 
同理对方程(9)积分，可得系统(2)的另一个同宿解 ( ) ( ) ( )( )1 1 1, ,x t ty z t− − − 。 
定理证明完毕。 
为了验证结果，我们给出数值仿真。令 1, 24a b= = − ，那么系统(2)有一条(黑色的)平衡点曲线。选择

初始点为 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 10 , 0 , 0 0.4, 0.24, 0.112x y z = − − ，当 t →+∞和 t →−∞时，轨道(蓝色部分和红色部分)都
会趋于原点。于是，就得到一条同宿轨，如图 1 所示。选择另一初始点为 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 10 , 0 , 0 0.4,0.24,0.112x y z− − − = − ，当 t →+∞和 t →−∞时，轨道(绿色部分和粉色部分)也都会

趋于原点。于是，也得到一条同宿轨，如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Two homoclinic orbits of system (2) with 1, 24a b= = −  
图 1. 当 1, 24a b= = − 时，系统(2)的两条同宿轨 

 

定理 2.2 令 0, 0a b< > ，则系统(2)有一个连接
3 ,0,0a
b

 −
  
 

和
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的异宿环： 
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解析表达式为 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 2 2 2 2 2, , , , , ,x t y t z t x t y t z tγ γ= = − − −  

其中 
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证明：令
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，则方程(8)为 
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其中 0, 0a b< > 。通过积分，可得(14)的一个解 
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从系统(2)，可得 
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因此， ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t 是系统(2)的一个解析解。而且，当 t →+∞时，解 ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t 会趋 

于
3 ,0,0a
b

 −
−  
 

；当 t →−∞时，解 ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t 会趋于
3 ,0,0a
b

 −
  
 

。所以，解 ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t

就是系统(2)的一个异宿解。 
同理，对方程(9)，可得系统(2)的另一个异宿解： ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t− − − 。而且，当 t →+∞时，解 

( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t− − − 会趋于
3 ,0,0a
b

 −
  
 

；当 t →−∞时，解 ( ) ( ) ( )( )2 2 2, ,x t y t z t− − − 会趋于
3 ,0,0a
b

 −
−  
 

。 

于是，这两个异宿轨和这两个平衡点
3 ,0,0a
b

 −
±  
 

构成了一个异宿环。定理证明完毕。 

为了验证结果，我们给出数值仿真。令 2, 6a b= − = ，那么系统(2)有一条(黑色的)平衡点曲线。选择

初始点为 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 0 , 0 , 0 0, 1,0x y z = − ，当 t →+∞和 t →−∞时，轨道(蓝色部分和红色部分)会分别趋于

( )1,0,0− 和 ( )1,0,0 。于是，就得到一条异宿轨，如图 2 所示。选择另一初始点为 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 20 , 0 , 0 0,1,0x y z− − − = ，当 t →+∞ 和 t →−∞ 时，轨道(绿色部分和粉色部分)也会分别趋于

( )1,0,0 和 ( )1,0,0− 。于是，也得到一条异宿轨，如图 2 所示。因此，构成了一个异宿环。 
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Figure 2. The heteroclinic cycle of system (2) with 2, 6a b= − =  
图 2. 当 2, 6a b= − = 时，系统(2)的异宿环 

3. 保守混沌 

本节研究当 0c ≠ 时，系统(1)的动力学。此时，系统有无穷多个孤立的平衡点。我们分析了这些平衡

点的稳定性，发现所有平衡点都是鞍点。而且，我们发现系统能够展示暂态混沌现象，给出了关于变量 x
的波形图。此外，发现了一些轨道共存现象。包括共存的混沌轨道和周期轨道，共存的拟周期轨道和周

期轨道，共存的混沌轨道和拟周期轨道。 

3.1. 无穷多孤立平衡点 

定理 3.1 令 0c ≠ ，则系统(1)有无穷多个鞍点 ( ),0,0kE kπ ，其中 k Z∈ 。 
证明：当 0c ≠ ，则系统(1)有无穷多个平衡点 ( ),0,0kE kπ ，其中 k Z∈ 。 
当 k 是偶数时，系统(1)在平衡点 kE 处的 Jacobi 矩阵是 

2 2

0 1 0
0 0 1 .

0
kA

c a bk

 
 =  
 + π 

 

则特征方程为 

( )3 2 2 0.a bk cλ λ− + π − =                                (18) 

根据 Routh-Hurwitz 判别法，相应的三个行列式为 
2

1 2 30, , .c c∆ = ∆ = ∆ = −  

这意味着方程(18)的根的实部并不全是负的。而且，三个特征值 1 2 3, ,λ λ λ 满足 

1 2 3 1 2 30,   .cλ λ λ λ λ λ+ + = =  

于是，当 0c > 时，特征值有两个负实部和一个正实部。当 0c < 时，特征值有一个负实部和两个正实

部。 
类似地，当 k 是奇数时，可以得到：当 0c > 时，特征值有一个负实部和两个正实部。当 0c < 时，特

征值有两个负实部和一个正实部。 
所以，对所有 k Z∈ ，平衡点 ( ),0,0kE kπ 都是鞍点。 
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3.2. 暂态混沌 

令 1, 1.5, 0.96a b c= = − = 。选择 ( )0.1,0.1,0.1 为初始点，时间 t 从 0 到 30000，我们研究系统(1)的轨道

中变量 x 的变化过程，如图 3 所示。为了更清晰地展示此过程，我们对图 3 做了局部放大，如图 4 所示。 
 

 

Figure 3. The waveform of system (1) variable x in the range [ ]0,30000t∈  
with 1, 1.5, 0.96a b c= = − =  
图 3. 当 1, 1.5, 0.96a b c= = − = 时，系统(1)中变量 x 波形图(t 从 0 到

30000) 
 

 
Figure 4. The locally amplified waveform of system (1) variable x 
图 4. 系统(1)中变量 x 的局部放大的波形图 

 
从 x 的波形图可知，系统(1)在有限时间内会展示一个混沌行为(对应的混沌集的 Lyapunov 指数为

0.0355, 0.0000, −0.0355)，随着时间的推移，演变成一个周期行为。图 5 给出了相空间中暂态混沌和周期

轨道的图形，图 6(a)和图 6(b)分别给出了暂态混沌和周其轨道的 Poincare 点，其中 Poincare 截面为 0y = 。 
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Figure 5. The transient chaos and periodic orbit of system (1) with 

1, 1.5, 0.96a b c= = − =  
图 5. 当 1, 1.5, 0.96a b c= = − = 时，系统(1)的暂态混沌和周期轨道 

 

 
(a)                                                (b) 

Figure 6. The Poincare points of system (1) with 1, 1.5, 0.96a b c= = − = : (a) Transient chaos; (b) Periodic orbit 
图 6. 当 1, 1.5, 0.96a b c= = − = 时，系统(1) Poincare 点：(a) 暂态混沌；(b) 周期轨道 

 
这里暂态混沌的出现是由于系统有一个非吸引的混沌集。通过解对初值的连续依赖性，从非吸引的

混沌集附近出发的轨道在有限时间内会保持在混沌集的小邻域内运动。随着时间的推移，轨道可能会远

离这个混沌集，也可能继续在混沌集的邻域内运动。对前者而言，可以观察到一个暂态的混沌现象；而

对于后者，就可以用轨道近似地描绘出混沌集的结构。系统的分岔图如图 7 所示。 

3.3. 混沌与周期轨共存 

在变换 ( ) ( ), , , ,x y z x y z→ − − − 下，系统(1)是形式不变的。这就意味着，如果系统有一个非对称的不变

集，那么一定存在另一个不变集，它和是关于原点 ( )0,0,0 对称的。 
令 1, 1.5, 0.5a b c= = − = − 。分别选择取 ( )0.1, 0.3,0.5− 和 ( )0.1,0.3, 0.5− − 为初始点，得到两个共存的周期

轨道(红色部分和黄色部分)，如图 8(a)所示。选取另一个初始点 ( )0.3,0.3,0.3 ，得到一个混沌轨道，如图

8(b)所示。因此，我们得到了系统(1)的混沌和两个周期轨共存，如图 9 所示。 
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Figure 7. The bifurcation diagram of system (1) with 1, 1.5a b= = −  
图 7. 当 1, 1.5a b= = − 时，系统(1)的分岔图 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 8. The coexisting orbits of system (1) with 1, 1.5, 0.5a b c= = − = − ：

(a) Two periodic orbits; (b) Chaos 
图 8. 当 1, 1.5, 0.5a b c= = − = − 时，系统(1)的共存轨道：(a) 两个周期轨

道；(b) 混沌 
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Figure 9. The coexistence of chaos and periodic orbits of system (1) with 1, 1.5, 0.5a b c= = − = −  
图 9. 当 1, 1.5, 0.5a b c= = − = − 时，系统(1)的混沌和周期轨的共存 

3.4. 拟周期与周期轨共存 

令 1, 1.5, 0.26a b c= = − = 。分别选择取 ( )0.3,0.3,0.3 和 ( )0.3, 0.3, 0.3− − − 为初始点，得到两个共存的拟周

期轨道(蓝色部分和红色部分)，如图 10(a)所示。图 10(b)展示了这两个拟周期轨道在截面 0x = 上的

Poincare 点。 
 

 
(a)                                               (b) 

Figure 10. The coexisting orbits of system (1) with 1, 1.5, 0.26a b c= = − = : (a) Two quasi-periodic orbits; (b) The Poincare 
points 
图 10. 当 1, 1.5, 0.26a b c= = − = 时，系统(1)的共存轨道：(a) 两个拟周期轨道；(b) Poincare 点 

 
选取另一对初始点 ( )0.1,0.1,0.1 和 ( )0.1, 0.1, 0.1− − − ，得到两个共存的周期轨道(绿色部分和黑色部分)，

如图 11 所示。因此，系统(1)有两个拟周期轨和两个周期轨共存，如图 11 所示。 

3.5. 混沌与拟周期轨共存 

令 1, 1.5, 1.46a b c= = − = − 。分别选择取 ( )0.3,0.3,0.3 和 ( )0.3, 0.3, 0.3− − − 为初始点，得到两个共存的拟

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144219


杨廷 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144219 965 应用数学进展 
 

周期轨道(绿色部分和蓝色部分)，如图 12(a)所示。图 12(b)展示了这两个拟周期轨道在截面 0z = 上的

Poincare 点。 
 

 
Figure 11. The coexistence of quasi-periodic orbits and periodic orbits of sys-
tem (1) with 1, 1.5, 0.26a b c= = − =  
图 11. 当 1, 1.5, 0.26a b c= = − = 时，系统(1)的拟周期轨和周期轨的共存 

 

 
(a)                                                (b) 

 
(c)                                                (d) 
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(e)                                                (f) 

Figure 12. System (1) with 1, 1.5, 1.46a b c= = − = − : (a) (b) Two quasi-periodic orbits and Poincare points; (c) (d) Chaos and 
Poincare points; (e) (f) The coexisting orbits and Poincare points 
图 12. 当 1, 1.5, 1.46a b c= = − = − 时系统(1)的：(a) (b) 两个拟周期轨道及 Poincare 点；(c) (d) 混沌及 Poincare 点；(e) 
(f) 共存轨道及 Poincare 点 

 
选取另一个初始点 ( )0.1,0.1,0.1 ，得到一个混沌轨道(红色部分)，如图 12(c)所示。图 12(d)展示了这个

混沌轨道在截面 0z = 上的 Poincare 点。因此，系统(1)有混沌与两个拟周期轨共存，如图 12(e)所示。图

12(f)展示了这个混沌与拟周期轨在截面 0z = 上的 Poincare 点。 

4. 结论 

本文研究了一类具有平衡点曲线的系统中的精确的同宿轨道、异宿环和混沌现象，而现有的关于精

确连接轨道的研究中平衡点都是孤立的。事实上，这个系统具有两个奇异退化异宿环。而且，这些连接

轨道能够在大参数范围下持续存在。因此，本文得到的同宿轨和异宿环对某些系统参数的小扰动是稳定。

进一步，系统展示了暂态混沌现象，以及混沌、拟周期轨、周期轨之间的两两共存。本文的结果对于研

究自治系统中其他类型的精确轨道和共存轨道也许会有一定帮助。 
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