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摘  要 

我们考虑了具有一般对数非线性项的一维半线性热方程的梯度爆破问题，也就是方程解本身有界，但解

的梯度会趋于无穷。通过尺度变换和抛物估计，得到了解梯度的一个上界和下界。最后给出了一个特殊

例子来验证。 
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Abstract 
We considered the gradient blow up problem of the one-dimensional semi-linear heat equation 
with general logarithmic nonlinear term, which the solution of the equation is bounded but the gra-
dient of the solution becomes unbounded. By the rescaling method and parabolic estimates, the up-
per and lower bounds of gradient blow up rate are established. Furthermore, an example is given 
to illustrate. 
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1. 引言 

自热方程被提出以来，众多学者对其进行了广泛研究，并取得了大量成果[1]-[10]。随着研究的深入，

问题变得愈发复杂，导致方程类型发生变化。因此，求得精确解变得极其困难，促使研究人员对解的某

些性质进行探究，比如解在有限时间内趋于无穷大的爆破行为。在这一研究过程中，发现了一种新的现

象，即梯度爆破。起初发现，对于如下形式的方程[11]： 

 ( ), ,t xxu u F u u= + ∇  (1) 

众所周知，如果该方程满足下列条件 

( ) ( )( )2, 1 ,F u u C u u∇ ≤ + ∇  

那么该方程任意有界解的梯度也是有界的。  
随后，文献[12]研究了如下的半线性抛物方程， 

e ,xu
t xxu u= +  

并且证明了：对于任意的初值 [ ]1
0 0,1u C∈ ，都存在有限时间 ( )0,T ∈ ∞ 使得 ( )limsup 0,xt T

u t
→

= ∞。这样的一 

种现象叫做梯度爆破，它不同于一般的爆破现象也就是 L∞范数的爆破，即当时间 t T −→ 时解本身趋于无

穷。在最近这些年，有限时间爆破的现象已经吸引了广泛的注意，许多研究都关心解本身的爆破现象，

包括爆破准则，爆破的位置，爆破速率和爆破集。尤其是对于经典的半线性热传导方程： p
tu u u= ∆ +  ，

研究者们已经取得了丰富的成果[13]-[16]。而关于梯度爆破的研究，大部分的重点是放在爆破准则上，也

就是梯度爆破什么情况下会发生。例如，看[17]-[18]，他们研究了一类特殊方程的梯度爆破条件。至于如

下方程 

,p
tu u u= ∆ + ∇  

当 2p > ，梯度爆破会发生，并且这是唯一的情况。之后，文献[19]证明了梯度爆破会发生在何处，

也就是，梯度爆破仅仅会发生在边界。在文献[20]中，设定合适的初值条件，一维情况下的梯度爆破下界

被计算为 ( ) ( )1 2pT t − −− 。 
有趣的是，不同于其他情况，文献[21]研究了带有指数非线性项的问题，也就是 e xu

t xxu u= + ，他们通

过抛物估计，得到了梯度爆破的上界和下界，梯度爆破的速率约为 ( )ln T t− − 。近几十年来，带有对数形

式非线性项的热传导方程受到了研究者们的广泛关注，如文献[22]和文献[23]研究了如下形式的热传导问

题： lnt xxu u u u= + ，他们通过索伯列夫不等式和势井方法，得到了全局解的存在性和特定情况下爆破解

的发生。据我们所知，当非线性项 ( )f u 是一个对数梯度项的时候，关于这方面的研究并不多，因为在一

般情况下比起单项式和指数项的情况，对数项的积分和处理是更复杂困难的。而文献[24]通过抛物估计计

算出了对数情况的梯度爆破上下界，我们发现这种方法可以应用在对数非线性项中。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2025.144220
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王俊伟，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.144220 970 应用数学进展 
 

基于此，我们考虑了如下带有对数非线性项的方程： 

( ) ( )1 2
1 2ln ,

q q
tu u u p u p= ∆ + ∇ + ∇ +  

其中 1 20, 1p p> > ，且有 2 种情况 
情况 1： 1 22, 0q q> > ； 
情况 2： 1 22, 1q q= > 。 
由于技术上的问题，我们仅仅考虑一维的情况，也就是 

( ) ( )1 2
1 2ln

q q
t xx x xu u u p u p= + + +  

2. 边界梯度爆破 

对于我们的问题 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

0

ln 0 1, 0,

0, 0, 1, , 0,
,0 , 0 1,

q q
t xx x xu u u p u p x t

u t u t A t
u x u x x

 = + + + < < >

 = = >


= ≤ ≤

  (2) 

其中 0A > 且足够大， 1 2 1 2, , ,p p q q 有如下情况 
情况 1： 1 2 1 20, 1, 2, 0p p q q> > > > ， 
情况 2： 1 2 1 20, 1, 2, 1p p q q> > = > ， 
并且我们假设下面情况成立： 

 [ ] ( ) ( )2
0 0 00,1 , 0 0, 1 ,u C u u A∈ = =  (3) 

 00 ( ) ,0 1,u x A x< < ≤ ≤  (4) 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2
0 0 1 0 2 0ln 0, 0 0, 1.

q qu x u x p u x p u x x′′ ′ ′ ′+ + + ≥ ≥ ≤ ≤  (5) 

基于以上假设，通过极值原理我们可以得到， 

( ) 0, 0, 1, 0,Lu x t u x t∞≤ < < >  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1 2
0 0 1 0 2

0 1
0 , sup ln ,0 1, 0.

q q
t

x
u x t u x u x p u x p x t′′ ′ ′

≤ ≤
< < + + + < < >   (6) 

引理 1. 基于强极值原理，我们可以进一步得到： 

( ), 0,0 1, 0.xu x t x t> < < >  

那么(2)可以被改写为： 

( ) ( )1 2
1 2ln ,0 1, 0.q q

t xx x xu u u p u p x t= + + + < < >  

引理 2. 如果条件(3)~(4)成立，且 ( ),u x t 是问题(2)的一个解，那么对于合适的初值 ( )0u x 和 A ，存在

有限时间T 使得 

( ){ } ( )
0 1 0 1

lim sup , , sup ,x
t T x x

x tu x t u
−→ ≤ ≤ ≤ ≤

= ∞ < ∞  

证明：广为人知的是(见[16])：若(1)的 ( ),F u u∇ 满足 

( ) ( ) ( )
2 d, , ,sF u u u g u

sg s
+∞

∇ ≥ ∇ ∇ < ∞∫  
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那么问题(1)的解将会发生梯度爆破现象。显然，对于我们的问题， 

( ) ( ) ( )1 2
1 2, ln ,

q qF u u u p u p∇ = ∇ + ∇ +  

( ) ( ) ( )
1

21
22 ln ,

q
qs p

g s s p
s
+

= +  

所以 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

{ } ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

0 0
1 2

10
1 2

e

10 e
1 2

1 1e
1 2 1 2

d d
ln
d
ln

d
ln

e d ,
ln ln

q q

q q

q q

q q q q

s s s
sg s s p s p

s
s p s p

s
s p s p

s
p p s p s p

+∞ +∞

+∞

−

+∞

−

+∞

− −

=
+ +

<
+ +

= +
+ +

≤ +
+ +

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

 

并且如果 1 0p > ， 2 1p > ， 1 2q > ， 2 1q > 或者 1 0p > ， 2 1p > ， 1 2q = ， 2 1q > ，那么有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

2 2

2 2

1e
1 2

e
1 1 2 2

1 1
1 2

2 2

1 d
ln

1 1 d
ln ln

ln 1 ln 1
1 1

,

q q

q q

q q

s
s p s p

s
s p s p s p s p

p p
q q

+∞

−

+∞

− −

+ +

  ≤ + 
+ + + + 

−


+ +

+

∞
−

≤

< +

∫

∫  

此外，若 1 0p > ， 2 1p > ， 1 2q > ， 20 1q≤ ≤ ，那么 

( ) ( ) ( )
( ) 1

1 12

2
1

1 1e e
11 2 1

e1 1d d ,
2ln

q

q qq

p
s s

qs p s p s p

−
+∞ +∞

− −

+
≤ = < +∞

+ + + −∫ ∫  

这样对于情况 1 和情况 2，都有
( )0

ds
sg s

+∞
< +∞∫ 。 

引理 3. 基于假设(3)~(5)，我们可以计算出对于 ,0 0 1t T x< < < < ， 

 ( ){ } ( ) ( )
1

2
2

1 2

1
1

1 2 1 2 01 , e
qq x bq q

xq q x a p p u x t C x
−

− +
+ −+ − + − − ≤ ≤ + ，  (7) 

其中 ( ){ } ( )1 2 1
1 20,

q q
xa u t p p

− + −
= + + ， ( )2ln 0,q

xb u t−= 。 
证明：由(6)，对于任意给定的 ( )0,t T∈ ， 

( ) ( )( ) ( )( )1 2
1 2 00 , , ln ,

q q
xx x xu x t u x t p u x t p C< + + + <  

我们可以定义， 

( ) ( ){ } 1 2

1
1

1 2 1 2: 1 ,q qg x q q x a p p
−

+ −= + − + − −  

其中 ( ){ } ( )1 2 1
1 20,

q q
xa u t p p

− + −
= + + ，显然， ( )g x 满足： 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ){ } ( ){ }

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1
1 2 1 2

ln

1 1

0.

q q
x

q q
x

q q q q
q q q q

g x g x p g x p

g x g x p p

q q x a q q x a

+

+ +
− −

+ − + −

+ + +

≤ + + +

= − + − + + + − +

=

 

也因为 ( ) ( )1 2

1
1

1 20 0,q q
xg a p p u t

−
+ −= − − ≤ ，通过比较原理，我们可以得到 ( ) ( ),xu x t g x> 。并且，我们计算

得到： 

( ) ( ) ( )
1

2
2 2

0e , ln 0,
qq x b q

xh x C x b u t
−

+ −= + =   

从而： 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1 1
3 3 3

11 1 1
22 2 2

2 2 22
2

1 1

2 2
2 2

1 2

2
33 3 334 0 0

1

0 2

1
0 2

ln

ln %

e 3 e ln e

e e ln e

e e

q q q

q q

q q
x

q q
x

x b x b x b

q
q

q x b q x b q x bqq

q x b q x b

h x h x p h x p

h x h x h x

x b C C x

C q x b

C q x b

− − −

− − −

− −

−+ + +

+
−+ + +

−+ +

+ + +

≥ +

   
   = − + + + +
   
   

≥ −
   
   
   

+ +


=



+

 

+




( )
1

2

1
1

2

0.

q

qq x b

C

−

−
 

 
 
 
 

 − +
 



≥

 

通过比较原理，也因为 ( ) ( )
1

20 e 0,
qb

xh u t
−

= ≥ ，我们得到： ( ) ( ),xu x t h x≤ ，也就是 

( ){ } ( ) ( )
1

2
2

1 2

1
1

1 2 1 2 01 , e ,
qq x bq q

xq q x a p p u x t C x
−

− +
+ −+ − + − − ≤ ≤ +  

其中 ( ){ } ( )1 2 1
1 20,

q q
xa u t p p

− + −
= + + ， ( )2ln 0,q

xb u t−= 。 
注 1. 在假设(3)~(5)下，得到 

(1, ) , 0,u t A t= ≥  

也就是 ( ) ( )01, 1u t u= ，即 

( ) ( )00 1, 1 .xu t u ′< ≤  

所以我们知道 1x = 不能是一个梯度爆破点。此外，从(7)可知， 0x = 是唯一的梯度爆破点，那么也就是 

( )lim 0, .x
t T

u t
−→

= +∞  

3. 梯度爆破下界 

引理 4. 在假设(3)~(5)下，如果梯度爆破发生在有限时间 t T= 时，那么存在常数 1 0C > 使得 

( ) ( ) ( )( )10, ,xu t M t G C T t= ≥ −  
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其中G 是
( )

d
x

s
F s

+∞

′∫ 的逆函数。 

证明：我们定义 ( ) ( )( ) ( )( ){ }1 2
0 0 0 1 0 2

0 1
sup ln

q q

x
C u x u x p u x p′′ ′ ′

≤ ≤
= + + + 。令 

( ) ( )
0 1,0

sup , , 0 1.x
x t

M t u x T t
τ

τ
≤ ≤ ≤ ≤

= < −   

能够计算出
2

2
xuw = 满足方程 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21 1 1 2
1 1 2 2 2

2

ln ln ,
q

q xq q
t xx x x x x xx

x

u p
w w w q u p u p q u p u

u p
− −

  
 


+
− = + + + + −

 +
 

因此，通过极值原理，我们有 

( ) ( )
0 1,0 0

sup , sup 0, , 0 1.x x
x t t

u x u T t
τ τ

τ τ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= < −   

此外，参考文献[21]中的引理 3.2， ( )M t 是单调递增的，也就是 

 ( ) ( )0, .xM t u t=   (8) 

通过对式子(2)两边同时对 t 求导，我们发现 : tv u= 满足方程 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21 1 1
1 1 2 2 2

2

ln ln

t xx x x

q
q xq q

xx x x x x
x

v v F u v

u p
v q u p u p q u p v

u p
− −

′= +

+
= + + + +

  
 
  

+
+

 

对于任意给定的 ( )0,t T∈ 。令 

( ) ( ) ( )
2 1, : , , :a b v a b t

F M
ϕ θ θ θ= + =

′
  

那么ϕ 满足  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21 1 1
1 1 2 2 2

2

ln ln ,
q

q xq q
b aa x x x a

x

u p
q u p u p q u p

u p
ϕ ϕ θ ϕ− −+  

 
  

− = + + + +
+

 

我们定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 2 2

1
1 2 2

1
1 2 2

1 1 1
1 1 2 2 2

2

1 11
1 1 2 2 2

2

1 11
1 1 2 2 2

2

, ln ln

ln ln
,

ln ln

q
q xq q

x x x
x

x

q
q q qx

x x x
x

q
q q q

u p
a b q u p u p q u p

u p

F u
F M

u p
q u p u p q u p

u p
M p

q M p M p q M p
M p

ψ θ − −

− −

− −

+
= + + + +

+

′
=

′

+
+ + + +

+
=

+
+ + +

  
 
 

+



+

 

显然， ( ),a bψ 是有界的，并且通过(6)， 
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( )2 2
0

10 0, , 0 , 0, 0,0 .,C a s t t b s t tϕ θ ϕ θ
θ

 ≤ ≤ ∈ < + ≤ = < + ≤ 
 

 

因此通过 2,1
pW 内边界估计(见[15])，对于任意1 p< < ∞， 

2,1 1.pW Cϕ ≤  

通过索伯列夫嵌入定理，如果 3p > ，那么  

( ) 10,0a Cϕ ≤ ， 

其中常数 1C 独立于 t 和θ ，这也就意味着 

1xtu Cθ ≤ ， 

也就是 

( )
( ) 1,

M t
C

F M
′

≤
′

 

通过对方程两边同时对 t 在 [ ),t T 上积分，我们有 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

1
1 2 2

1
1 2 2

1 11
1 1 2 2 2

2

1 11
1 1 2 2 2

2

1

d d
ln ln

d

ln ln

,

T T

qt t
q q q

qM t
q q q

M t M t
t t

F M M p
q M p M p q M p

M p
s

s p
q s p s p q s p

s p
C T t

− −

− −

+∞

′ ′
=

′ +
+ + + +

+

=
+

+ + + +
+

≤ −

∫ ∫

∫  

显然，

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1

1 2 21 11
1 1 2 2 2

2

d

ln ln
qM t

q q q

s
s p

q s p s p q s p
s p

+∞

− −

< ∞
+

+ + + +
+

∫ ，所以我们有 

( ) ( )( )1 ,M t G C T t≥ −  

其中G 是
( )

d
x

s
F s

+∞

′∫ 的逆函数。 

现在，我们采用另一种方法，也就是抛物估计方法来重新得到它的下界。 
定理 1. 在假设(3)~(5)下，如果 0 1T t< −  那么存在常数 2 0C > 使得： 

( ) ( )
2 ,

F M
M t C

M
′ ≤  

其中 M 由(8)定义，那么我们有 

( ) ( )( )20, ,xu t H C T t≥ −  

其中 H 是
( )
d

x

s s
F s

+∞

∫ 的逆函数。 

证明：为了方便，我们定义 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21 1 1
1 1 2 2 2

2

: ln ln .
q

q xq q
t xx x x x x

x

u p
q u p u p q u p

u p
ω ω ω ω− −

 + = − − + + + + +  
  
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取 ( ) ( )
( )

( )
( )

, ,
, : 1 1

0,
x x

x

u x t u x t
x t

u t M t
η = − = − 。因为 M 独立于 x ，所以可以直接计算得到 

[ ] [ ]

[ ]

2

2

1

1 1

0,

x

x x

x

x

u
M

u u
M M

Mu
M

u
M

η  = −   
 = − −   

′ = − − 
 

= ≥

  

 
 

因为 0M ′ > 几乎处处成立。 
我们取 0t 使得 00 1T t< −  成立对于 [ )0 ,t t T∈ 。显然对于任意常数 0C > ， 

( ) ( )
( )
0,

0, 1 0xu t
C t C

M t
η

 
= − = 

 
和 ( )0, 0u t = ，我们可以得到 ( )0, 0tu t = ，也就是 

( ) ( )0, 0 0, .tC t u tη = =  

基于抛物估计，我们可以得到 u 和 xu 在Ω上都是一致有界的，其中 

{ } { }0 0 0 0 0 0: ,0 , ,0 1,0 1.t t x x t t T x x T t xΩ = = ≤ ≤ ∪ < < = < − <   

确定地，存在常数 2C 使得 ( ) ( )2, ,tu x t C x tη≤ 在Ω上。于是，对于任意的 ( )0 ˆ0,x x∈ ，其中 ˆ0 1x<  ，我们

对 2tu C η− 在区域 ( ) ( )0 00, ,x t T× 上应用极值原理得到 2tu C η≤ ，所以 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
0 0 0

2 2 2

, , , 0,
0, lim lim lim

0,
0, .

t
xt

x x x

xx
x

u x t x t x t t
u t C C

x x x
u t F M

C t C C
M t M t

η η η

η

+ + +→ → →

−
= ≤ =

= = − =
 (9) 

这样(9)意味着 

 ( ) ( )
2 0, .

F M
M t C t t T

M
′ ≤ < <   (10) 

也就是 

 ( )
( ) 2 ,

MM t
C

F M
′

≤   (11) 

因此，通过对方程两边同时在 [ ),t T 上对 t 积分得到 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )

1 2
1 2

2

dd

d
ln

,

T

t M t

q qM t

MM t s st
F M F s

s s
s p s p

C T t

+∞

+∞

′
=

=
+ +

≤ −

∫ ∫

∫  

显然，
( ) ( )( ) 1 2

1 2

d
lnq qM t

s s
s p s p

+∞
< ∞

+ +∫ ，也就是 
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( ) ( ) ( )( )20, ,xu t M t H C T t= ≥ −  

其中 H 是
( )
d

x

s s
F s

+∞

∫ 的逆函数。 

4. 梯度爆破上界 

定理 2：在假设(3)~(5)，如果 0 1T t< −  那么存在常数 3 0C > 使得：  

( ) ( )
5 , 0 1,

F M
M t C T t

M
′ ≥ < −   

其中 M 由(8)定义，那么我们有 

( ) ( ) ( )( )50, ,xu t M t H C T t= ≤ −  

其中 H 是
( )
d

x

s s
F s

+∞

∫ 的逆函数。 

证明：从先前的定义，可以看出 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21 2 1
1 1 2 2 2

2

: ln ln ,
q

q xq q
t xx x x x x

x

u p
q u p u p q u p

u p
ω ω ω ω− −

  


+
= − −

  
+ + + +

+
  

于是 [ ] 0xu ≡ ， [ ] 0tu ≡ 。 

令 ( ) ( )
( )
( )
,1 1, : 1 1 1 1x xu x t ux t

M t MM t Mα αη
     = + − = + −            

，其中 0α > 之后给出取值。 

那么： 

[ ]

[ ]1

1

1 2

1 11 1 1 1

1 1 11 1

1 11 1

11 1 .

x x

x
x x

x
x

x x

u u
M MM M

uM u u
M M MM M

uM u
M MM M

u uM
MM M M

α α

α α

α α

α α

η

α

α

α

+

+

+

      = + − + + −           
′       = − − − + +           
′       = − − − +            

    ′= − − + +   
   

  

 


 

此外，  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1
1 1 2 2 2

2

1 1 1
1 2 1 1 2 2

1

1
1 1 1 2

1
1 1 2

ln ln

ln 1 ln

1 ln

ln .

q
q xq q

t xx x x x x
x

q q x
x x x x x

x

q q
x x x

q q
x x x

u p
u u u q u p u p q u p u

u p

u pu p u p q u p u p q u
u p

u p q u p u p

u p u p u p

− −

− −

−

−

 + = − − + + + + +  
 +

= − + + − − + +    + 

≤ − + − − +  

≤ − + − +



 

1) 若 1

2xu M αα
α

−≤
+

，我们有 
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[ ] ( )

( )

( )
( )

1 1

1

1

1

1 1
2 2

1 11
2

0,

x xu uM
MM M

M
M M

M
M M

α α

α α

α α

η α α

α ααα
α α

α α
α

+ −

+

+

′  = − + + + 
 

+ ′
≤ − + + + + 

′+  = − + +  
≤



 

2) 若 1

2xu M αα
α

−>
+

，通过(11)我们有 

[ ]

( ) ( )

( )

12

1

1

1

2

2 1
2 2

2
2 1

21
1

2 1

21
1

2

11

ln
2

8

28

28 2 ,

x

qq
x

q
x

q

x x

q

x x

uM
M M

M p u M p
C

M M
C Bu M p

C Bu u p

C Bu u

α

α

α

η

α
α

α
α

−

−

−

−

−

 ′≤ + 
 

 
  
 

 
  


+ +
≤

≤ +

+
≤ +

+
≤





 

我们有如下两种情况： 

1) 若 1 2q = ，那么 [ ] 28 xC Buη ≤ ，我们定义
1 2

*
4 2 2

2: 8 2 8 0
q

C C B C Bα
α

−+ = = > 
 

，于是 

( ) ( ){ }2* * 2 2
4 4 1 2ln 0,q

x x xC u C u u p u pη + ≤ − − + ≤   

2) 若 1 2q > ，那么因为当 t T→ 时， ,M →+∞ 所以存在一个足够大的常数 B 使得
( )2

2lnq M p
B

M
+

≤ ，

现在我们选择 ( )
1

1 0,1
1q

α = ∈
−

使得 

1
1

2 1,
1
q q

α
−

= −
−

 

我们定义
1 2

**
4 2

2: 8 2 0
q

C C B α
α

−+ = > 
 

，那么 [ ] ( ) 11 1** **
4 4 1

qq
x x xC u C u u pη −≤ ≤ + ，因此， 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

1 2

1 2

1** **
4 4 1 1 2

1** 1
4 1 2

ln

1 1 ln

0,

q q
x x x x

q q
x x x

x

C u C u p u u p u p

pC u u p u p
u

η −

−    
  
  

 + ≤ + − − +





= + − − +

≤



 

我们取 { }* **
4 4 4,maxC C C= ，结合情况 1)和 2)，得到： 

[ ]4 0,C uη + ≤  

于是，对于情况 1，显然： 

[ ]4 0.C uη + ≤  
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最终，结合情况 1 和 2 我们得到： 

[ ]4 0.C uη + ≤  

存在 0t 使得 00 1T t< −  成立对于 [ )0 ,t t T∈ 。显然对于任意常数 0C > ， 

( ) ( )( ) ( )4 00, 0, 0 0, , .tC t C u t u t t t Tη + = = < <  

基于强极值原理，有 ( ) ( )
0

0 0inf , 0, 0, 0t xtt t T
u x t u t

< <
> > 。 

通过抛物估计，知 u 和 xu 在区域Ω上是一致有界的，其中 

{ } { }0 0 0 0 0 0: ,0 , ,0 1,0 1.t t x x t t T x x T t xΩ = = ≤ ≤ ∪ < < = < − <   

存在一个常数 5 0C > 使得 ( ) ( ) ( ){ }5 4, , ,tu x t C x t C u x tη≥ + 在区域Ω上。这样，对于任意的 ( )0 ˆ0,x x∈ ，其中

ˆ0 1x<  ，并且，我们可以在区域 ( ) ( )0 00, ,x t T× 上对 ( )5 4tu C C uη− + 应用强极值原理，从而得到 

( )5 4tu C C uη≥ + ， 

也就是 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )

4
5

0 0

5 3 5
0 0 0

5 5 5

5

, ,
0, lim lim

, , , , 0,
lim % lim lim

0,1 10, 1 1

,

t
xt

x x

x

x x x

xx
x

u x t x t C u
u t C

x x
x t u x t u x t x t t

C C C
x x x

u t F M
C t C C

M t MM M

F M
C

M

α

α α

η

η η η

η

+ +

+ + +

→ →

→ → →

+
= ≥

−
≥ ≥ =

   = = − + = +   
   

≥

  (12) 

即： 

( ) ( )
5 ,

F M
M t C

M
′ ≥  

那么， 

 
( ) 5 ,MM C

F M
′
≥   (13) 

在 [ ),t T 上积分，我们有 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )

1 2
1 2

5

d  d

d
ln

,

T

t M t

q qM t

MM s st
F M F s

s s
s p s p

C T t

+∞

+∞

′
=

=
+ +

≥ −

∫ ∫

∫  

显然，
( ) ( )( ) 1 2

1 2

d
lnq qM t

s s
s p s p

+∞
< ∞

+ +∫ ，也就是 

( ) ( ) ( )( )50, ,xu t M t H C T t= ≤ −  

其中 H 是
( )
d

x

s s
F s

+∞

∫ 的逆函数。 
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5. 应用举例 

在大多数情况下，函数
( )
s

F s
没有原函数故而没有精确值的表达式，但是对于一些特殊的情况，我们

可以采用不等式来放缩处理。如： 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3

0

2 ln 2 , 0 1, 0,

0, 0, 1, , 0,
,0 , 0 1

 

 
 ,

t xx x xu u u u x t

u t u t A t
u x u x x

 = + + + < < >

 = = >


= ≤ ≤

  (14) 

其中 0 A< < ∞足够大，且我们假设下面的条件成立： 

[ ] ( ) ( )2
0 0 00,1 , 0 0, 1 ,u C u u A∈ = =  

( )00 ,0 1,u x A x< < ≤ ≤  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 3

0 0 0 02 ln 2 0, 0, 0 1.u x u x u x u x x′′ ′ ′ ′+ + + ≥ ≥ ≤ ≤  

通过以上假设，且通过(11)和(13)我们知道 0x = 是唯一的梯度爆破点，并且有 

( ) ( )5 22 3
,

2 ln 2
MMC C

M M
′

≤ ≤
+ +

 

这里 M 的定义见(8)，也就是 ( )0,xM u t= ，且 0 1T t< −  ，显然， 

( ) ( )
5

23 ,
2 2 ln 2

C M C
M M

′
≤ ≤

+ +
 

在 [ ),t T 上积分，我们有对于 0 1T t< −   

( ) ( ) ( ) ( )5 2

1 1
2e 2 0, e 2C T t C T t

xu t M t− −− ≤ = ≤ − ， 

这也就是问题(14)梯度爆破的上下界。 

6. 小结 

本文研究了带有不定指数的对数非线性项的热传导方程的梯度爆破问题，在假设初值条件下，通过

已知定理得出研究方程会发生梯度爆破的条件，对各个指数进行了分类讨论。然后构造函数，运用比较

原理得出方程发生梯度爆破的位置，也就是只在边界处发生梯度爆破。通过尺度变换和抛物方程的正则

估计得到方程梯度爆破的上下界。最后通过一个例子来验证本章的结论。 
本文研究了较为一般的带有对数形式的热方程的梯度爆破问题，即各个指数和底数是不定的，但是

这种情况还是比较特殊，更为一般的形式是今后研究的目标，此外，更精确的梯度爆破上下界也是一个

值得考虑的问题。 
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