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摘  要 

加权多元Paley-Wiener空间不仅在通讯、信息处理、数据压缩等方面有广泛应用，而且也是逼近定义在

上的函数类的重要工具，因而得到广泛的深入研究。本文研究加权多元Paley-Wiener空间在概率框架

和平均框架下的逼近特征，特别地，利用离散化的方法估计了在概率框架和平均框架下，加权多元Paley-
Wiener空间的Kolmogorov n-宽度的精确渐进阶。 
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Abstract 
Weighted multivariate Paley-Wiener spaces have wide applications in communication, information 
processing, data compression, and other fields. They are also important tools for approximating 
classes of functions defined on  , and thus have been extensively studied. This paper studies the 
approximation characteristics of weighted multivariate Paley-Wiener spaces in probability and av-
erage settings. In particular, by using discretization methods, the paper estimates the exact 
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asymptotic order of the Kolmogorov n-width of weighted multivariate Paley-Wiener spaces in the 
probability and average settings. 
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1. 引言 

函数逼近论[1] [2]是函数论中的一个重要分支，涉及的基本问题是函数的近似表示问题，研究如何

用更简单或更易处理的函数来逼近复杂的函数。 
宽度的研究由来已久，它的概念最早由 Kolmogorov [3]提出并且他估计了 Sobolev 类 2

rB 在经典勒贝

格空间 2L 上的 Kolmogorov 宽度，并且得到了其精确渐近阶。2022 年，Wang H [4]通过考虑加权 Sobolev
类 ,

r
pBW µ 和加权 Sobolev 类 ( ),

r
pBBW Lτ µ 在随机情况下的数值积分，得到了精确渐进阶 ( )1 2 1 1 2r d pn +− − + −

。 
带有限函数空间在数据拟合、通讯传输等方面有广泛的应用[5]-[9]，为许多问题提供了稳定性和可

控性，能够有效地处理近似问题，找到最佳逼近方案。1934 年，Paley 和 Wiener [10]研究得到经典的 Pa-
ley-Wiener 空间。1994 年，Lyubarskii 和 Madych [10]证明当样条的阶数趋近于无穷时，Paley-Wiener 函
数可以从它们在完整插值序列上的值中恢复。 

李玥[11]研究了加权带有限函数空间在一致框架下的 Kolmogorov n-宽度和线性 n-宽度的精确渐近阶。

因此本文将继续这一工作，研究加权多元 Paley-Wiener 空间在概率框架下和平均框架下的逼近特征，特

别估计概率框架下和平均框架下加权多元 Paley-Wiener 空间 ( ),2
r dBπ  在 ( ),

d
qBπ  中 Kolmogorov n-宽度

的精确渐进阶。 

2. 空间和主要结论 

本节主要介绍本文研究的函数空间——加权多元 Paley-Wiener 空间及其主要性质，下面介绍一些预

备知识。 
用 ( )( )1p

dL p< < ∞ 表示定义在 d
 上的 p-次幂可积的经典 Lebesgue 空间， ( )d

pL⋅ 

表示其范数；

( ) ( )( )( )0 1p
d d

pl l p≤ < ∞  表示定义在 ( )0  上 p-次幂可和的序列空间， ( ) ( )0
d

p
d

pl l
 ⋅ ⋅ 
  

表示其范数。 
下面介绍指数型整函数的概念。 
设 0σ > ， ( )g zσ 为定义在复数域 d

 上的整函数。若 0ε∀ > ，存在仅与 ε 有关的正常数 ( ):A A ε= ，

使得对所有 ( )1, , dz z z= ∈ ， , 1, ,k k kz x iy k d= + =  。不等式 

( ) ( )
1

exp .
d

j
j

g z A zσ σ ε
=

 
≤ + 

 
∑  

成立，则称函数 ( )g zσ 为指数σ -型整函数。以 Eσ 表示指数σ 型整函数的全体， ( )dBσ  表示限制在 d


上有界的所有指数σ -型整函数的全体之集。令 

( ) ( ) ( ), : 1,d d d
p pB B L pπ π= < ∞∩ ≤   . 
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赋予范数 ( )d
pL⋅ 

，显然在此范数下 , pBπ 为 Banach 空间，称该空间为 p-Paley-Wiener 空间。当 2p = 时，

( ), pBπ  为经典的 Paley-Wiener 空间。 

对 01 ,p σ< < ∞ > ，记 

( ) ( ) ( ){ }, , 0: : 0, .\d d d d
p pB f B f k k Z Zπ π= ∈ = ∈



   

易见， ( ),
d

pBπ


 关于 ( )d
pL⋅ 

为 ( ),
d

pBπ  的闭子空间，即 ( ),
d

pBπ


 关于范数 ( )d
pL⋅ 

为 Banach 空间。关

于空间 ( ),
d

pBπ


 ，有如下性质，这些性质在本文中起到关键作用。 

为结果的叙述，首先介绍本文所用的相关记号。 
本文中用以下符号： 表示整数集， 0 表示非零整数集， 表示自然数集， + 表示正整数集，

表示实数域，表示复数域。若 ( )a x 和与 ( )b x 为定义在集合 F 上的两个正函数，用 ( ) ( )a x b x 表

示存在与 x 无关的正常数 1c ，使得对任意 x F∈ 有 ( ) ( )1a x c b x≤ ；而 ( ) ( )a x b x 表示存在与 x 无关正常

数 2c ，使得对任意 x F∈ ，存在 ( ) ( )2a x c b x≥ ； ( ) ( )a x xb 表示 ( ) ( )a x b x 与 ( ) ( )a x b x 同时成立。 
引理 2.1. [12] 设 ( ),1 , d

qp f Bπ< < ∞ ∈


 ，则 

(1) ( ) ( ) ( )
0

sin
d

d
k Z

f x f k c x kπ π
∈

= −∑ ， ( )1, , d
dx x x= ∈  。 

上式右边称为 d 重 Whittaker 级数，此级数对 dx∈ 绝对一致收敛。 
(2) 存在一个仅依赖于 p 的常数 pc ，以及一个绝对正常数 c，使得 

( ) ( )
0 0

1

,

1

.
d d

p

p pp p
p

k k

c f k f c f k
σ

∈ ∈

   
≤ ≤      

   
∑ ∑
 

 

(3) 对任意的 { } ( )
0 0dk pk

dy y l
∈

= ∈


 ，则存在唯一的 ( ), ,d
qg Bπ∈



 ，使得 ( ) 0, d
kg y kk = ∈ ，且 

( ) ( ) ( )
0

sin ,
d

d
n

k

g x g k c x k xπ π
∈

= − ∈∑


 。在 d
 上绝对一致收敛。其中 

1

sin
, , 0,

sin sin , sin
1, 0.

j
d i j

jd j j
j

j

x
x x

xc x cx cx
x=


∈ ≠

= = 
 =

∏


 

注 2.1. (1) 由引理 2.1 知， ( ),
d

pBπ


 可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }, , 0: : 0, / , .d d d d d
p p pB f B f k k f k lπ π= ∈ = ∈ ∈



      

且 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
0

,, .d dp p

d
pL l

f k ff Bπ∈






  (1) 

(2) 对 0
dk∈ ，记 ( ) ( ): s ,in d

d
d
k x c x ke xπ π π= − ∈ ，则 ( ){ }

0
d

d
k k

e xπ
∈

为 ( ),
d

pBπ


 的 Schauder 基。 

为方便起见，以下行文中，若没有特殊说明， ( ),
d

pBπ  均表示 ( ),
d

pBπ


 。 
下面，继续引入一些概念。 
设 1 2 11 , , , 1, ,d ip r r r r r r j dν ν +< < ∞ = = = < ≤ ≤ ∈ =    ，对 ( ),

d
pf Bπ∈  ，记 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
0

, .
d

rr d
k

k

df x k f e x xk π
∈

= ∈∑



  

由引理 2.1 知，若 ( ){ } ( )0
r

p
dk f lk ∈  ，则上式右边级数在 d

 上绝对一致收敛于 ( )rf ，且称 ( )rf 为 f 的 r
阶导数。 

对 ( )1 1 11 , , , ,0d
d v v dp r r r r r r r+< < ∞ = ∈ < = = < ≤ ≤    ，记 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,:r d d d
p p

r
pB f B Bfπ π π∈= ∈   . 

对 ( ),
r d

pf Bπ∈  ，令 
( )

( ), : .
d

p
p

r
r l

f f=


 

由引理 2.1 知
, pr⋅ 为 ( ),

r d
pBπ  上的范数，而且 ( ),

r d
pBπ  关于范数

, pr⋅ 为 Banach 空间。且 
( ){ }

0
d

d
k k

e xπ
∈

为其 Schauder 基，称 ( ),
r d

pBπ  为多元加权 Paley-Wiener 空间。易见，对1 ,p q< < ∞，当

1 1max 0,r
q p

 
> − 

 
时， ( ),

r d
pBπ  可以连续的嵌入 ( ),

d
qBπ  ，李玥[11]等得到了一致框架下，当 1d = 时， 

( ),
r d

pBσ  在 ( ),
d

qBσ  中 Kolmogorov n-宽度与线性 n-宽度的精确渐进阶。本文将继续其研究，讨论概率

框架和平均框架下多元加权 Paley-Wiener 空间 ( ),2
r dBπ  的宽度问题。为此，首先介绍 ( ),2

r dBπ  的相关性

质。 
对 ( ),2, dg Bf π∈  ，令 

( ) ( ), ddf g f x g x x= ∫


. 

则易见 ,⋅ ⋅ 为 ( ),2
dBπ  上的内积， ( ),2

dBπ  关于内积 ,⋅ ⋅ 为 Hilbert 空间， ( ){ }
0
d

d
k k

e xπ
∈

为 ( ),2
dBπ  上的

标准正交基，其内积诱导的范数为 ( )2
dL⋅ 

。 

对 ( ) ( )1 ,2,, , ,d
d

r dr r r f g Bπ= ∈ ∈   ，令 

( ) ( ), : ,r r
rf g f g= . 

易见 , r⋅ ⋅ 为 ( ),2
r dBπ  的内积，且 ( ),2

r dBπ  关于内积 , r⋅ ⋅ 为Hilbert空间， ( ){ }
0
d

d
k k

e π
∈

⋅


为 ( ),2
r dBπ  上的正

交基，其内积诱导的范数为 ,2r⋅ 。 

本文主要研究 Hilbert 空间 ( ),2
r dBπ  在概率框架和平均框架下的逼近特征。为此，在 Hilbert 空间

( ),2
r dBπ  赋予满足如下条件的高斯测度 µ ，其平均元为零元，协方差 Cµ 对应的特征函数为

( ) 0,d d
ke kπ ⋅ ∈ ，且相应的特征值为 , 1k k ρλ ρ− >= ，即  

 ( ) ( ) 0,d
k k k

ddC e e kx xµ π λ π ∈=   (2) 

由文献[13]知， ( ),2
r dBπ  上满足以上条件的高斯测度 µ 是唯一的，现考虑 ( ),2

r dBπ  中柱集的高斯测度。 
令 1, , ny y 为 ( ),2

dBπ  中的 n 个正交向量， ( ), , 1, ,j jj C y y j nµσ ==  。 B 为 n
 中的 Borel 子集，

则 ( ),2
r dBπ  中的柱集 

( ) ( ) ( )( ){ },2 1: , , ,r rr d
nr r

G y ff B f y Bπ
− −= ∈∈  ,  

的测度为 
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( ) ( )
1 2
2

1
11

2 exp d d
2

n n j
j nB

jj j

G πσ
σ

µ
µ µ µ

−

==

 
 = −
 
 
∑∏ ∫  . 

关于 Hilbert 空间上高斯测度的详细信息可参考[13]。本文研究赋予高斯测度 u 的 Hilbert 空间

( ),2
r dBπ  在概率框架的平均框架下的 Kolmogorov n-宽度与线性 n-宽度。 

3. 离散化定理 

由引理 2.1 知，当 1
1
2

r > 时， ( ),2
r dBπ  可以连续地嵌入 ( )( ), 1d

qB qπ < < ∞ 中，本节研究赋高斯测度 

µ 下的 Hilbert 空间 ( ),2
r dBπ  ，在概率框架和平均框架下的 Kolmogorov n-宽度和平均 Kolmogorov n-宽度

的精确渐近阶。首先，介绍一致框架、概率框架和平均框架下 Kolmogorov n-宽度的概念。 
定义 3.1. [14]设W 为赋范线性空间 ( ),Z ⋅ 中的非空子集， n∈，则 

( ), : inf sup inf
n nZ

n L y Lx B
d W Z x y

∈∈
= −  

为一致框架下W 在 Z 中的 Kolmogorov n-宽度。其中 nL 取遍 Z 中所有维数不超过 n 的线性子空间， ZB
为 Z 中的单位球。 

由于 Kolmogorov n-宽度在计算复杂性等方面的重要应用，其在函数逼近论中的重要地位，因而得

到广泛的研究，其详细信息可参阅 A. Pinkus 的专著[15]。1994 年，V. E. Maiorov 在[16]中引入了概率框

架和平均框架下的 Kolmogorov n-宽度的概念。 
定义 3.2. [17] 设 ( ),Z ⋅ 为赋范线性空间，W 是 Z 的非空子集， B 为W 上的 Borel 域， µ 为定义在

B 上的概率测度， n∈， [ )0,1δ ∈ ，分别称 

( ) ( ), , , : inf \ ,n nG
d W Z d W G Z

δ
δ δµ = . 

和 

( ) ( ) ( )( )
1

, , : inf inf d ,0
n n

ppa
n p WF y F

d W Z x y x pµ µ
∈

= − < < ∞∫ . 

为概率框架下W 在 Z 中的 Kolmogorov n-宽度和平均框架下W 在 Z 中的 p-平均 Kolmogorov n-宽度，分

别简称为W 在 Z 中关于测度 µ 的 Kolmogorov- ( ),n δ -宽度和平均 Kolmogorov n-宽度。其中Gδ 取遍 B 中

测度不超过δ 的所有元素， nF 取遍 Z 中的维数不超过 n 的线性子空间。 

本节主要是估计 1
1
2

r > 时， ( ) ( )( )2 ,, , , ,r d
n

d
qB Bd δ π πµ 

和 ( ) ( ) ( )( ),2 ,, , q
a r

p

d
n

dd B Bπ πµ  的精确渐进阶。

其中1 ,0q p< < ∞ < < ∞。其主要结果如下。 

定理 3.1. 设 ( )1 1 1
11 , , , ,,
2

1d
d v v dq r r r r r r r ρ+< < ∞ = ∈ < >= = < ≤ ≤    且

10, ,
2

nδ  ∈  
∈，则 

( ) ( )( ) ( ) 1
1

1
,

2
, ,2

1, , l 1 ln 11 nr rv q
n

d d
qB B nd n n

n

ρ

δ π πµ
δ

+− − +   . 

通过定理 3.1 和文献[18]可得到如下结果，证明过程省略。 

定理 3.2. 设 ( )1 1 11 ,0 1, , ,
2

, d
d v v dr r r r r r rq p += ∈ < = = << < ∞ < < ∞ ≤ ≤    ，且 1ρ > ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1

,2 ,

1
1 1 2, , lnr d da

q

rv q
nd n nB B nπ π

ρ

µ
+− −

   . 
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本文主要采用离散化的方法估计定理 3.1 的上、下界。为此，首先介绍有限维空间的相应结果。 
设1 p≤ ≤ ∞，用 m

pl 表示在 m
 上赋予范数 m

pl⋅ 的 Banach 空间，其中 

( )

1

1 1

1

,1
, , ,

max ,
m
p

m pp
mk

k m

kk

l

m

x p
x x x x

x p
=

≤ ≤


  ≤ = = ∈  


= ∞

< ∞∑
 

. 

用 m
pB 表示 m

pl 中的单位球。 
现在 m

 上赋予标准高斯测度 : mν ν=  

( ) ( ) 2
2

2
12 exp d
2 m

m

lG
G x xν π −  = − 

 ∫ . 

其中G 为 m
 中的 Borel 集，显然 ( ) 1mν = 。 

下面的引理由 Mairorov [16]和徐[17]以及伪宽度和 Kolmolgorv 宽度的关系给出，具体细节见[17]。 

引理 3.1. [19]设1 , 1, ,
2

2 0q m n δ  ∈ 
≤ ≤ ≥


∞ ，则 

(1) ( )
1 1

,
2, 1 , 2, ln 1m qm

n qd l m qv mδ δ

−
+ ≤ ≤  . 

(2) ( )
1 1

2
1 1

2
,

1 1ln ln, , 2, m q
n

mq
qm d l m qm m nvδδ δ

− −
+ + ≤ ≤ ∞  

. 

现建立估计定理 3.1 上、下界的离散化定理。 
设 ( )1, , d

dS S S= ∈  ，令 

( ){ }1
1 0, , 2 2 , 1, , .: j jd

d j
s s

s n n n n j dρ −= = ∈ < ≤ =    

则 ( ),1
02 ,

d

s d
s s

s

ρ ρ
∈

= =∑


 且 , , ,d
s s s s s sρρ ′ +′ ′= ∈∅ ≠  。 

下面，对 d
+ 再进行分块，令

1

1 1

2 21, ,1, , ,

2 2

v dr r

r r

ρ ρ

ρ ρ ρ
+

 + + 
=  
 + +
 

  ，对 l +∈  

令 

 ( ){ }: 1 , .d
lS s l s lγ= ∈ − ≤ <  (3) 

再设 ( )

( )

,1

1 ,
2

l

s

l
l s

s S s l
S

γ
ρ

∈ − ≤ <

= =∑ ∑ 。由(3)知， 12l
l

vS l − 。 

设 l +∈ ，对 ( )( ), 1d
pf B pπ ∞∈ < < ，令 

( )( ) ( ), ,
l s

d d
n n

s S n
l f x eC x xπ

ρ
σ

∈ ∈

∆ = ∈∑ ∑ 
 

其中 ( ):nC f n= ，易知 

( )

1

)
1

( .d d
pp

p

lL
l

p

Lf f
≥

 ∆ 
 
∑

 

  

令 
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( ){ }: ,d
l n s lF span e n s Sπ ρ= ⋅ ∈ ∈  

易见 dim l lF S= 。再令 

: lS
l lI F →  

 ( )

,

,
s ln s

d

S

n

n

f
e

f
ρ

λ
π

∈ ∈

  →  
  

⋅
 (4) 

易见 lI 为 lF 到 lS
ql 的线性同构映射。由(4)可知， 

( ) ( ), 1, .
d d
n n

sn
n n

e t e t
C nµ

π π
σ ρ

λ λ
= = ∈  

对 ( )1, , d sn n n ρ= ∈ ，由于 ( ),1

1
2

d
s

j
j

n n
=

= =∏ ，所以对 lf F∈ ，有 

 

( )

( )

( ){ }
( )

,

,1 ,1
2 2

,,

,

2 2

Sl
q

Sl
q

Ss l q

s

l

l

l l

l

d
n

n n s S

s s

qn s S l

e
I f f

f n f

ρ

ρ ρ

σρ

π
λ

∈ ∈

∈ ∈

 ⋅ =  
  

 

 (5) 

以及 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

1

1

1

1

1

,

1

, ,1
2 2

1
,1

2 2

,1
2 2

2

2

2

2

q l s

l s

l s

l

d

d

s

q

qqrqr

L s S

qqs r q

s S

qs r r

n

q s q

s

n

nS

qr l s q

s S

s

L

n

r l

f f n

f n

f

f n

f n

n
ρ

ρ

ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

∈

∈

 + − 
 

∈

 + − 
 

∈

∈

∈

∈∈

 + − 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

∑

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

∑















 (6) 

所以，对于 lf F∈ ，由(1)、(2)、(5)和(6)得 

 
( )

( ) ( )

( )

( )

1

1

,1
2 2

2

,

2

2 ,

q q

Sl

d d

s ql

r l s

L L

dr l
nr

n n s

r

S l

f

e x
D f

f
ρ ρ

ρ

ρ

π
λ

 − + + 
 

 − + 
 

∈ ∈

  
 
  








 (7) 

通过(7)的等价关系，现在建立估计定理 3.1 上界的离散化定理。 

定理 3.3. 设 1 1
11 , , 1, ,, ,
2

d
v v d iq r r r r r i d n+< < ∞ < = = < ≤ ≤ ∈ = ∈    ，且

10, ,
2

lδ + ∈ ∈  
 ，取整
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数序列{ }ln 以及正序列{ }lδ ，满足 0 l ln S≤ ≤ 且 ,l l
l l

n n δ δ≤ ≤∑ ∑ ，则 

( ) ( )( ) ( )1

,2 ,, ,
2, , ,2 ,l

l l
l

r l Sr d d
qn q

l
n

Sd B B d l
ρ

δ π π δ υµ
 − + 
 ∑   . 

证明：由概率框架下 Kolmogorov 宽度的定义，存在 lS
ql 的子空间 lL 满足 dim l lL n≤ ，且 

 ( ){ },: , , .l
l l

lS S
ql n ly e y L l d δν δ∈ > ≤  (8) 

其中 

( ) ( ), ,: , , , , , : inf .l l l
Sl

ql l l l
l

S S S
q qn n l lx L

d d l e y L l y xδ δ υ
∈

= = −  

对于 ( ),2
r dBf π∀ ∈  ，由(8)式知，存在正常数 0C ，使得 

 ( )( ) ( )1

0,
1 2, , 2 , , , .l

l

d
dr l Snr r

l l l l q
n n S

q
e x

e f D I L C e D fB lLπ

ρ π
λ

 − + − −  

∈

    ∆ ≤       

  (9) 

考虑集合 

( ) ( )( ) 1

,2
2

0, ,
1,: , 2

l l

r d d
q n

r l
r

l l l lB BG f e D L df I C
ρ

π π δ

 − + − −  
  = ∈ ∆ > 
  

  . 

由(8)和(9)式以及测度 ,µ ν 定义知 

  
( ) ( ) ( ){ }( )

( ){ }( )
,2 ,

,,:

, ,

,

:
l

l

l l

l

l l

S
l l q

r d
l

S S
l q

n

n l

G B l d

y l

f e

L d

f L

e y

π δ

δ

µ µ

ν δ

≤ >

∈

∆

= >

∈

≤





 (10) 

设 1, r
l l

ll
G G F D I L− −= = ∑

，其中 F 是 1r
lD I L− − 的直和，由(10)可知 

( ) ( )
1dim dim

,

.r
l l

l

l
l l

l

l

F D L

G

I n

G

n

µ µ δ δ

− −≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤∑ ∑

∑ ∑
 

所以，由 { } { }, , ,l lG F G L 的定义，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

,

1

2

,2

,2 , ,2 ,

,

,

,
2

\

,
\

sup , ,

sup , ,

, , \ , ,

2

r d

r d

l l

r d d r d d
q q

d
q

B G

d
q

B G

n

f

r
l

lf

r l

l
n

l l

d e

e f F

e f D

B B B G F B

B

BI L

d

π

π

π π π πδ

π

δ

ρ

π

µ

∈

−

∈

 − + 
 

≤

=

≤ ∆∑

∑











  



 

因此 

( ) ( )( ) ( )1 2
, ,2 , ,, , ,2 , l

l l
lr d d

q

r l S S
n q

l
nd B B d v l

ρ

πδ π δµ
 − + 
 ∑    . 

定理 3.3 得证。 
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下面介绍估计定理 3.1 的下界的离散化定理。 
设 

 ( ) ( ) [ ]{ }0 1 0, , ,1, ,1 : ,1k
d

v s k kS S s s s= = = ∈ = =   (11) 

其中 0k 稍后选取。 [ ]0k 表示不超过 0k 的最大整数，不难验证 1s kυ− ，现在选取 0 0, 0k C ≥ ，使得 
( ) 0

0

,1 1
0: 2 2 2 2 .s kk

s k
s S s S

S s C nkυ−

∈ ∈

= = = ≥ =∑ ∑
 

因此， 1 22k kk n sυ−   。 
现在考虑空间 ( ){ }: : ,d

s n sF span e n s Sπ= ⋅ ∈ ∈ 。 
令 

( )

,

: , , .
s

d
S nr

s s q
n n s S

e
I F f Dl f

π
λ

∈ ∈

 ⋅ → →  
  



 

易见 sI 为 sF 到 lS
ql 的线性同构映射，类似(8)、(9)的方法可得 

 ( )
( )

1

,

,

22, , .d
q

Sls q

d
nr

s
n n s S

r

B

l

e
D ff f F

π

ρπ
λ

+

∈ ∈

 ⋅  ∈ 
  





  (12) 

通过(12)建立估计定理 3.1 下界的离散化定理。 

定理 3.4. 设 1 1
11 , , 1, ,, ,
2

d
v v d iq r r r r r i d n+< < ∞ < = = < ≤ ≤ ∈ = ∈    ，且

10,
2

δ  ∈  
，则  

( ) ( )( ) ( )1

,2
2

, , ,, , ,2,
r k S S

n q
r d d

q nd B B d l
ρ

π π δδ υµ
 − + 
 ≥    

其中 S 定义见(10)。 
证明： 
令 F 是 ( ),2

r d
sB Fπ ∩ 的子空间，使得 dim F n≤ ，且 

( ) ( )( ){ }( ),2 , ,: , ,r d d
s q s nf B F e f F B F dπ π δµ δ∈ ∩ ∩ > ≤  . 

其中 

( ) ( )( ),2, ,, , ,r d d
qn nd d B Bπ πδ δ µ=  

. 

考虑集合 

( ) 11
,

2
0 2: , ,

r kSr
s nq

SG y e y I D F l C d δ

ρ
−

+ 
 >

  = ∈ 
  

 . 

则 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ){ }

11
,2 0

,

,

,2 , ,

2: ,

: ,

, , 2

,

s

d r
r d

kSnr
q

n n s

r
s s n

r d d
s n

S

q

G f B F e I D F l C d

f B F e

e

f F B d

D fπ δ

π π

ρ

δ

ν µ

µ δ

π
λ

 +
−  

 

∈ ∈

  
  = ∈ ∩ >   

 ⋅ 

   

≤ ∈ ∩

 
 

> ≤






 

 (13) 

显然 dim r
sI D F n≤ ，因此，由(13)可得 
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( ) ( )
( )

1

\

,

,

2

, , \ , ,

.

u ,s p ,

2

S

n q q

q
f

S S S Sr
s

Sr

r

n

k

s
G

l G I D F l

I D F l

d

d

e

e y

δ

ρ

δ

υ

∈

 + 
 

≤

=




 

 

所以 

( ) ( )( ) ( )1

,2
2

, , ,, , ,2,
r k S S

n q
r d d

q nd B B d l
ρ

π π δδ νµ
 − + 
 ≥   . 

定理得证。 

4. 主要结果的证明 

为了证明定理 3.1 还需要如下引理。 
引理 4.1. 设 0 1β< < ， lS 的定义见(3)，定义序列{ }ln 如下： 

 
( )( )1

,
:

2 ,
l

l u l
l

S l u
n

S l uβ+ −

 ≤= 
>

 (14) 

则 l
l

n n∑  ，正整数 ( ):u u n= ，满足 12u vn u − 。 

定理 3.1 的证明： 
首先估计 ( ) ( )( )2 ,, , , ,r d

n
d

qB Bd δ π πµ 
的上界。 

令 

 
,

0,

l

l

n l u
n

l u

δ
δ

 >= 
 ≤

 (15) 

则 l
l
δ δ∑  。并且由{ }ln 以及{ }lδ 的定义，显然有 

( ), , , 0, .
l l

S S
qnd l l uδ ν = ≤

 

(1) 1 2q< ≤  
由定理 3.3 和引理 3.1 的(1)得到 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1 1 1

1 1

,2 ,

1 1
2 2

1 1 1

,

1 1
2 2

1

1 11

1
2 2 22

1 2 22

2

12 2 2

, ,

2 ln

2 2 2

2 2 2 2

r d d
q

r l

n

l

l

l

ql l
l u

r l r l r l
q q ql l l

l u l l u

lr l r lv q l uq

l u l

q

u

B B

ns s
n

s

d

n ns

l n

s

π πδ

ρ

ρ

β

ρ ρ

ρ ρ

µ

δ

− + −

>

− + − + −

 
 
 

     
−    +− −

> >

 − + − +

 
     

  − 
 

− + − 

> >

+ +

+

+

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 







( )

( )1

1 11
2

1 1 1 11
2 2

1

2

2 3

12 ln

:

2

v
q

ll

l

v
q

r
q

u

l

l

I I I

ρ

δ

   
− −   

   

  
− +

  − − −    
   

>

 +

= + +

∑

 

首先估计 1I ，注意 12u vn u − ， 
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( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

11

1

1

12
1

1 1
1 22

1
12

1
1 1 2

: 2 2

2

2

l

2

2 2

n

lr l v qq

l u

u v qr l ur u v q qq

u

l u

r u
v q

rv q

I l

lu
u

u

n n n

ρ

ρρ

ρ

ρ

 − +  − 

>

  −  − + + −− +    −   

>

 − +  − 

+− −

=

 
 
 

∑

∑





 

再估计 2I ，取 { }10 min 1, 2 2rβ ρ< < + − ，则 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1

1 1 1 11 1
2 22

1 1 1 11 1

1 22
2

1 22 2 22

1 11 1 1 1
2

1 11 1 22 22 22

2: 2 2

2 2

2 2

r l l u

l u

r l
l u

l u

r u r l u

l u

l v
q q

v
q q

vv qq q q

nI

l

l

n l

n u
u

β

ρ

ρ

β

ρ

ρ β

     − − −    
     

 

− +
+ −

>

 
− − − − 

 

     − − − − − − − +  

− +  + − 

>


    


− + − + −



>






=

 
 
 

∑

∑

∑





 ( )

( )

1

1

1 1
1 1 22

1

1
1 1 2

2 ln

ln

rv q

rv q

n n n n

n n n

ρ

ρ

−+− −

+− −=

 

最后，对于 3I ，有 
( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

1

1 1 1 11
2 2

3

1 11 1 1

2

2 2

1 1
1 1 22

1 1 11 22 2 2

1: 2 ln

1ln

1ln

2

2 2

ln

l v
q q

vv

r l

l u

r u r l u

l u

rv

qq q

q

q

I l

u l
u

n n n

ρ

ρ ρ β

ρ

δ

δ

δ

     − − −    
     

     − − − − − − − +      

− +

>

 
− + − + − 
 

>

−



−+−

=

 
 
 

∑

∑



  

所以，当1 2q< ≤ 时，有 

( ) ( )( ) ( ) 1
1

1 2
,,

1
,2 , , l 1 ln 11 n

rr d d v q
n qB B n n nd

n

ρ

π πδ µ
δ

+− − + 
 

(2) 2 q< < ∞  
由定理 3.3 和引理 3.1 的(2)得到 

( ) ( )( )
1

1 1

1

,2 ,

1
2

1 1 1
2 22

,

1
2

1 1
12 2

1
2

1

1

2 3

2
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类似之前的证法，首先估计 1K ，取 { }10 min 1,2 2rβ ρ< < + − ，则 
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由于上述级数收敛，则有 
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又由于 12u vn u − ，则有 
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同样地，由于上述级数收敛，则有 
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所以，当 2 q< < ∞时，有 
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综上，当1 q< < ∞时 
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的下界，当1 q< < ∞时，由定理 3.4 以及引理 3.1 可得 
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下界得证。 
综上所述，定理 3.1 得证。 

5. 总结与展望 

本论文主要研究了加权多元 Paley-Wiener 空间在概率框架下和平均框架下的逼近特征，特别估计概

率框架下和平均框架下加权多元 Paley-Wiener 空间 ( ),2
r dBπ  在 ( ),

d
qBπ  中 Kolmogorov n-宽度的精确渐

进阶。特别地，利用离散化思想，将无穷维空间下的问题先转化为有限维空间问题，从而通过有限维的

结论间接地解决无穷维问题。基于此，接下来的工作，一方面，基于本文的研究结果，之后还可以对加

权多元 Paley-Wiener 空间在概率框架下和平均框架下的逼近特征进行深入的研究，例如研究概率框架下

和平均框架下加权多元 Paley-Wiener 空间 ( ),2
r dBπ  在 ( ),

d
qBπ  中的线性 n-宽度的精确渐进阶。 
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