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摘  要 

现实情况下，理想的量子网络并不存在，更多的是含噪声的量子网络，在噪声情况下的量子网络会随着

资源数量n的增加，其非n局域性会逐渐降低。而不同量子网络中的非多局域关联在抗噪声干扰方面表现

不同。所以在本文中，单独研究了噪声星型网络的非局域性情况，计算出其不等式判据，并推导出在不

同噪声情况下星型网络的非局域判断标准，由此可以判断出在给定噪声参数的情况下，不同资源数的星

型网络的非局域性情况。 
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Abstract 
In reality, the ideal quantum network does not exist. Instead, what we have more often are quantum 
networks with noise. In a quantum network under noisy conditions, as the number n of resources 
increases, its non-n-locality will gradually decrease. Moreover, the non-multi-locality correlations in 
different quantum networks exhibit different performances in terms of resistance to noise interfer-
ence. Therefore, in this paper, the non-locality situation of the noisy star-shaped quantum network 
is studied separately. The inequality criterion is calculated, and the non-locality judgment criteria for 
the star-shaped network under different noisy conditions are derived. Thus, it is possible to determine 
the non-locality situation of star-shaped networks with different numbers of resources under the given 
noise parameters. 
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1. 序言 

贝尔定理可以说是量子理论基础中最重要的成果之一[1]。它对量子信息科学的发展也产生了重大影

响[2]，他证明了两个相距遥远的观察者，对共享的纠缠态进行局域测量时，能够建立起强烈的相关性。

而纠缠系统中相距遥远部分之间的量子关联可以违反贝尔不等式，从而排除了用任何局域隐变量(LHV)
模型来解释它的可能性，这种现象被称为量子非局域性。近年来，量子非局域性的应用在各个方面都崭

露头角[3]-[5]，是一个值得深挖的研究方向。 
量子网络[6]是量子信息[7] [8]发展的必然条件，它广泛应用于很多场景[7]-[9]，现在科研者逐步探寻在

不同量子网络中的量子非局域性[10]-[13]，然而现实生活中完美的量子网络是不存在的，任何网络都会存在

其他因素的干扰，其非局域关联会随着网络的扩展而衰减。而这些干扰我们统称为量子噪声。现在主流的

噪声源于量子纠缠产生、噪声量子信道以及测量中的不完美。近几年，Mukherjee 等人发现了噪声情况下线

性网络中非 n 局域关联[14]，而对噪声星型网络的探究却不充分，因此本文力求探寻星型网络下，噪声对网

络非局域性的影响，通过数学推导发现噪声星型网络非 n 局域关联的判据，并推导出其衍生判据。 

2. 预备知识 

2.1. 两量子比特态的密度矩阵表示 

一个任意两量子比特态具有以下密度矩阵表示： 

1 2 1 2
1 2

3

2 2 2 2
, 1

1 ,
4 j j j j

j j
ω σ σ

=

 
= × + ⊗ + ⊗ + ⊗ 

 
∑a b    σ σ  

其中， ( )1 2 3, ,σ σ σ=σ ，
kj

σ 是 Pauli 矩阵，( )1,2,3kj = 。 ( )1 2 3, ,x x x=a 和 ( )1 2 3, ,y y y=b 是 Bloch 实向量，

其中 , 1≤a b 并且 ( )1 2, 3 3j jT ω
×

= 表示实相关张量
1 2 1 2,j j j jTrω ρσ σ= ⊗   由于T可对角化，因此 的简化

表达式为： 
3

2 2 2 2
1

1 ,
4 jj j j

j
t σ σ

=

 
′ = × + ⊗ + ⊗ + ⊗ 

 
∑    a bσ σ  

其中， ( )11 22 33diag , ,T t t t= 是相关矩阵， 11 22 33, ,t t t 是 TT T  的特征值，即为T的奇异值。在局域酉变换下，

量子态的纠缠保持不变。因此，和的方向性保持不变。 

2.2. 星型网络的非 n 局域关联性 

星型网络由 n + 1 个方(n 个资源)组成，见图 1，其中中心节点(称为 Bob)与每 n 个节点(称为 Alice)共
享一个两体态。两体态由 n 个独立资源提供。这里假设每 n 个 Alice 都执行具有两个输出的二分测量。输

入由第 i 个 Alice 的 { }0,1ix ∈ 表示，结果由 { }0,1ia ∈ 表示。Bob 可以选择两个可能的测量，其两个输出由

{ }0,1jb ∈ 表示。我们现在可以定义星型网络配置中 n 局域性的概念。我们说，如果概率分布可以表示如
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下情况[15]，则星型网络场景中的概率分布是 n 局域的[15] 

{ } { }( ) ( ) ( )( ) { }( )11, , 1 1, ,
, | , d | , | , .n n

i i i i i i i i ii n i i n
p a b x y p p a x p b yλ λ λ λ== = =

= Π∫
 

 

这意味着以下 n 局域不等式判据成立： 
1 1

star 1,n nI J= + ≤                                   (1) 

其中 

( )

( ) { } { }( )

1
1

1
1

1
1

1
0

1
1

1
1, , 1, ,

,

1
2
1 1
2

1 , | ,

n
n

ii
n

n

ii
n

n

n
x xn

x x

x n
x xn

x x

b an
x x y i ii n i n

a a b

I A A B

J A A B n

A A B p a b x y+

= =

∑

∑

=

= −

= −

∑

∑

∑





 









 

违反等式(1)表明星型网络的非 n 局域关联。当 ( )1,2, ,i i n=  生成任意两量子比特态
ii A B=  时，每

个 ( ),1 2, ,iA i n=  接收一个 i 的量子比特。Bob 接收 n 个量子比特。让每个 Alice 方执行投影在贝尔基下，

称为贝尔态测量。不等式判据(1)变为： 

( ) ( )1 1

star 1 1 1 2 1,i i
n nA An n

i it t= == Π + Π ≤                             (2) 

其中， 1
iAt 和 2

iAt 是矩阵的两个最大特征值 T
A B A Bi i

T T  ，其中 1 2
i iA At t≥ 。 

 

 
Figure 1. Star network scenario with n + 1 parties 
图 1. n + 1 方星型网络图示 

2.3. 噪声的生成 

2.3.1. 测量中的不完美 
在无噪声条件下，Bob 有两种可能的测量结果{ }, 0,1

ik iB k = 。Bob 对第 i 个 Alice 的测量
ikB 的分解为

i

i
kB ，测量算子

ikM 的结果是 ,0 1,
ik kM M 的正算子值测量(POVM)。同样的情况， { }0 1,

i iik ikM M 表示
i

i
kB 的

POVM，测量
ikB 可以描述如下： 

https://doi.org/10.12677/aam.2025.145227


韩玥冉，贺衎 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.145227 4 应用数学进展 
 

0

0 1

0 1, 1, 2, , ; 0,1.

i i

i i i

i i i

n i
k i k

k k k

i
k ik ik i

B B

B M M

B M M i n k

== ⊗

= −

= − ∀ = =

 

设 [ ]0,1iβ ∈ 表示测量算子 ideal , 0,1
i iik h ik hM M h= = 的不完美性，表示该算子有1 iβ− 的概率无法检测到。

相应的噪声测量算子记为 noisy
iik hM ，因此 

noisy
0 2 2

noisy
1 2 2

1
2

1
, 1,2, , ; 0,1.

2

i

i

i
ik i i

i
ik i i i

M

M i n k

β
β

β
β

+
×

−
×

−
= +

−
= + ∀ = =








 

其中， i
+  ( i

− )表示与+1 (−1)特征值对应的投影算子，与完美投影测量对应的投影。我们得到： 

noisy ideal
0 0 2 2

1
,

2i i
i

ik i ikM M
β

β ×

−
= +                                 (3) 

noisy ideal
1 1 2 2

1
.

2i i
i

ik i ikM M
β

β ×

−
= +                                 (4) 

类似地，对于 iA 方，用 [ ]0,1iµ ∈ 表示测量设备缺陷的参数。这意味着对于单量子比特投影，这种设

备以概率1 iµ− 未能检测到任何输出。因此，由于
i

i
xA 的不完美性导致的 POVM 具有两个元素{ }noisy noisy

0 1,
i iix ixP P ，

由下式给出： 

noisy
0 2 2

noisy
1 2 2

1
,

2
1

, 1,2, , ; 0,1.
2

i

i

i
ix i i

i
ix i i i

P

P i n x

µ
µ

µ
µ

+
×

−
×

−
= +

−
= + ∀ = =








 

类似可写为： 

noisy ideal
0 0 2 2

1
,

2i i
i

ix i ixP P
µ

µ ×

−
= +                                 (5) 

noisy ideal
1 1 2 2

1
.

2i i
i

ix i ixP P
µ

µ ×

−
= +                                 (6) 

2.3.2. 纠缠生成中的错误 
一个理想的纠缠纯态是通过用 Hadamard 和 CNOT 门操作 |10〉生成的。然而，在实际情况下，制备

设备的缺陷会导致生成混合纠缠态。这些错误是由应用 Hadamard 和 CNOT 门引起的。在每个资源 i 中，

设 iα 和 iδ 分别表示表征和 CNOT 门的缺陷参数。对于 1,2, ,i n=  ，从 10 10i = 开始，有噪声的

Hadamard 门生成 

( ) ( )( )

( ) ( )

†
2 2 2 2 2 1

1
,

2
1 00 00 10 10 00 10 10 00 .
2 2

i
i i i i i i

i

Tr
α

α

α

−′ = ⊗ ⊗ + ⊗ =

= + − +

        
 

将 i′ 带入噪声 CNOT 中 

( )( )
( ) ( )

†
2 2

1

, 0

1
CNOT CNOT

4
1 1 1 2 11 00 00 11
4

i
i i i

k j
i i i

k j
kj kj

δ
δ

δ α δ+

=

−′′ ′= + ⊗

  = + − − +   
∑

   
                 (7) 
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其中， i′′ 的相关张量是 ( )diag , ,i i i i iα δ α δ δ− 。 

2.3.3. 振幅阻尼(AD)和相位阻尼(PD)信道 
对于 1,2, ,i n=  ，设 amp

iγ 和 amp
iξ 分别表示源 i 连接 iA 和 B 的振幅阻尼信道噪声参数。其中，振幅阻

尼信道(例如，由 amp
iγ 表示噪声参数)由 Krauss 算子 0 0 1 1 1ampγ+ − 和 0 1ampγ 表示。当 0ampγ =

时，噪声消失。类似地，让 ,ph ph
i iγ ξ 分别表征源 i 连接 iA 和 B 的信道噪声参数。任何振幅阻尼通道(例如，

由 ph
iγ 表示噪声参数)都由 Krauss 算子 0 0 1 1 1phγ+ − 和 1 1phγ 表示。 

3. 噪声星型网络非 n 局域关联的判据 

3.1. 不等式判据 

在以下定理中，我们考虑了每个源都体现任意两量子比特状态且测量不完美的主要情况。 
定理 1 假设每个源 S1 生成任意两量子比特态，并且所有参与方分别执行不完美的测量(3)~(6)。则如

果满足以下条件，则证明了噪声星型网络非 n 局域关联 

( ) ( ) ( )1 11noisy
star 1 1 1 1 2 1,i i

n nn A An n n
i i i i it tµ β= = == Π Π + Π >                        (8) 

其中， 1
iAt 和 2

iAt 是矩阵 T
A B A Bi i

T T  的两个最大正特征值，并且 1 2
i iA At t≥ 。 

证明如下： 
让我们首先考虑噪声网络中 n 局域不等式(1) 

1 1
noisy noisy 1

n n
I J+ ≤  

其中 

( )

( ) { } { }( )

1
1

1
1

1
1

noisynoisy 1
0

noisynoisy 1
1

noisy1
1, , 1, ,

,

1 ,
2
1 1
2

1 , | ,

n
n

ii
n

n

ii
n

n

n
x xn

x x

x n
x xn

x x

b an
x x y i ii n i n

a a b

I A A B

J A A B

A A B p a b x y+

= =

∑

∑

=

= −

′= −

∑

∑

∑






 







 

与理想情况不同，将 ( )p′ 定义为噪声条件下的概率项。我们要求星型网络中的所有的态 0
n
i i== ⊗  ，

接下来我们考虑根据等式(1)给出的期望值。由于测量算子 1
n i

y i yB B== ⊗  [16]的分解，我们固定 0
i i
yB B= 并

考虑相应的期望项
noisy

0i i

i i
xA B⊗


 

( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( )

1 1noisy noisy noisy
0 , , ,0,

0 0

1
noisy noisy noisy
, ,0 , ,1 ,0,

0
1

ideal ideal noisy
, ,0 , ,1 ,0,

0
1 1

, ,
0 0

1

1

1

1

i ii

i i

i i

i

j hi i
x i x j i h i

j h

h
i x i x i h i

h

h
i i x i x i h i

h

j h
i i x j

j h

A B Tr P M

Tr P P M

Tr P P M

Tr P

µ

µ

+

= =

=

=

+

= =

 ⊗ = − ⊗ 

 = − − ⊗ 

 = − − ⊗ 

= −

∑∑

∑

∑

∑∑








( )

( ) ( )

ideal noisy
,0,

1 1
ideal ideal
, , ,0,

0 0

ideal

0

1
i

i i

i h i

j h
i i i x j i h i

j h

i i
i i x

M

Tr P M

A B

µ β

µ β

+

= =

 ⊗ 

 = − ⊗ 

= ⊗

∑∑






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根据假设，计算表明： 

( )

( ) ( )
( )

1 1
1 1

1 1noisy
star

1 1
noisy noisy1 1

0 1

1 1/
ideal ideal ideal ideal

1 0 0 1 0 1 0 1 1 1

1
ideal ideal

1 0 0 1 0 1 0 1

1 1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

ii
n n

n n

n n

n n
xn n

x x x x
x x x x

n n
n i i i i n i i i i
i i

n
n i i i i n i i
i i i i i i

I J

A A B A A B

A B A B A B A B

A B A B A Bµ β µ β

= =

= =

∑

= +

= + −

= Π + + Π −

= Π + + Π

∑ ∑
 

 



( )
( ) ( ) ( )
( )

1
ideal ideal

1 1

1 1
1 ideal ideal ideal ideal

1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1

1 ideal
1 star

1 1
2 2

n
i i

n n
nn n i i i i n i i i i

i i i i i

nn
i i i

A B

A B A B A B A Bµ β

µ β

= = =

=

−

 
= Π × Π + + Π −  

 

= Π 

 

与[16]中的证明定理 3 类似，我们得到 noisy
star 等于 

( ) ( ) ( )1 11

1 1 1 1 2
i i

n nn A An n n
i i i i it tµ β= = =Π Π + Π  

其中， 1
iAt 和 2

iAt 是矩阵 T
A B A Bi i

T T  的两个最大特征值，其中 1 2
i iA At t≥ 。 

3.2. 不等式判据推论 

当纠缠生成的错误如(7)所示时，第 i 个资源会生成噪声态 i′′ 且 ( )2 2 2 2 2diag , ,
i i i i i i iT T α δ α δ δ∗
′′ ′′ =  。因此，

我们从定理 1 中得到以下推论。 
推论 1 假设每个源 i 在等式(7)中生成有噪声的两量子比特态 i′′ ，并且所有参与方分别执行不完美

的测量(3)~(6)。那么，噪声的星型网络非 n 局域关联得到证明，如果 

( )1noisy 2
star 1 1 1 1.

nn n n
i i i i i iβ µ δ α= == Π Π + >  

证明：把 ( )2 2 2 2 2diag , ,
i i i i i i iT T α δ α δ δ∗
′′ ′′ =  带入判据(8)中，由于 iα 大于 0 小于 1，则矩阵的两个最大特征

值为 2 2
i iα δ 和 2

iδ ，那么判据(8)可推导为如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1noisy 2 2 2
1 1 1

1 2 2

1 1 1

1 2

1 1

1

1 1

n n nn n n
i i i i i i i i

n n nn n n
i i i i i i i

n nn n
i i i i i i

S µ β α δ δ

µ β δ α

µ β δ α

= = =

= = =

= =

= Π Π Π



+

= + Π Π Π 

Π Π= +



>


 

当每个含噪声的量子比特态由含参量 amp
iγ 和 amp

iξ 的振幅阻尼信道发送时，则输出态为 i′′ 且满足

( )( )i i

22 2 2 2diag , ,amp amp amp amp amp
i i i i i i i i i iT T D D Dα δ α δ δ γ ξ∗

′′′ ′′′ = +  ，其中 ( )( )1 1amp amp amp
i i iD γ ξ= − −  [17]。 

推论 2 假设每个资源 i 产生有噪声的两量子比特态 i′′ ， amp
iγ 和 amp

iξ 分别表征资源 i 连接 i 和 B 的

振幅阻尼信道参数，并且所有的方执行不完美测量(3)~(6)。那么，含噪声的星型网络非 n 局域关联得到

证明，如果满足 

( ) ( )
1noisy

star 1 1 2Max , 1,
nn

i i i F Fβ µ== Π >  
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其中 

( )
( ) ( )

12 2
1 1

1 22 2
2 1 1

2 ,
nn amp

i i i i

n nn amp n amp amp amp
i i i i i i i i i

F D

F D D

α δ

α δ δ γ ξ

=

= =

= Π

= Π +Π +
 

证明方式如推论 1。 
类似于振幅阻尼通道，我们也考虑了由参数 ph

iγ 和 ph
iξ 表示的相位阻尼信道。这里，输出态为 i′′′ ，

满足 ( )2 2 2 2 2diag , ,
i i

ph ph
i i i i i i iT T D Dα δ α δ δ∗

′′′ ′′′ =  ，其中 ( )( )1 1ph ph ph
i i iD γ ξ= − − 。 

推论 3 假设每个资源 i 产生有噪声的两量子比特态 i′′ ， ph
iγ 和 ph

iξ 分别表征资源 i 连接 i 和 B 的

相位阻尼信道噪声参数，并且所有的方执行不完美测量(3)~(6)。那么，含噪声的星型网络非 n 局域关联

得到证明，如果满足 

( ) ( ) ( )1 1 2noisy 2 2
star 1 1 1 1.

n n nn n ph n
i i i i i i i i iDβ µ α δ δ= = == Π Π + Π >  

证明方式类似。 

4. 总结 

在这项研究中，回顾了星型网络中非多局域关联的基本知识，并探讨了噪声生成现象。计算出不同

噪声星型网络的局域不等式标准判据，并由此可以判断出在给定噪声参数的情况下，不同资源数的星型

网络的非局域性情况。从而对网络的非局域性判别作了进一步的推广，但对其噪声星型网络非局域情况

还需进一步研究，以便更深层次符合实际应用现实。 
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