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摘 要

本文研究的是平面图的平方图的子色数上界问题. 其中: 平面图的平方图是将原平面图中距离不超
过 2 的顶点相连所构成的新图; 图的围长是指图中最短圈的长度; 而子色数的定义与图的特定染色
方式相关. Cortés 等人在 2025 年证明了在平面图围长至少是 3 的一般情形下, 以及围长至少是
10 和 17 时, 其平方图的子色数的上界情况. 本文进一步研究得出了围长至少是 8 的平面图的平
方图的子色数的上界为 38.
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李吉剑

Abstract

This paper focuses on the problem of the upper bound of the subchromatic number
of the square graph of a planar graph. Among these concepts: the square graph of a
planar graph is a new graph constructed by connecting vertices in the original planar
graph such that the distance between any two connected vertices is no greater than 2;
the girth of a graph is defined as the length of its shortest cycle; and the subchromatic
number is defined in relation to a particular coloring method of a graph. Cortés et al.
proved in 2025 the upper bounds of the subchromatic number of the square graph of
a planar graph in the general case where the girth of the planar graph is at least 3, as
well as when the girth is 10 and 17. This paper further shows that the upper bound
of the subchromatic number of the square graph of a planar graph with girth at least
8 is 38.
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1. 引言

对于一个图 G, 图 G 的一个 k-子染色是指一个函数 f : V (G) → {0, . . . , k − 1}, 使得颜色为
i 的顶点集合所诱导的子图是若干互不相交的完全图的并. 图 G 的子色数记为 χsub(G), 定义为
使 G 存在一个 k-子染色的最小整数 k (这一概念首次在文献 [1] 中被定义). 对于图 G, 其平方图
定义为图 G2 = (V (G2), E(G2)), 其顶点集为 V (G2) = V (G), 且当存在一条从 u 到 v 的路径满足

distG(u, v) ≤ 2 时, 令 uv ∈ E(G2).

对于任意图 G, 设 L 为 V (G) 的一个线性序, 取 k ∈ N 且 x, y ∈ V (G). 若在 G 中存在一条长

度至多为 k 的路径 P = z0z1 . . . zs, 其中 z0 = x, zs = y, s ≤ k, 并且 x 是该路径上线性序最小的顶

点 (即路径上所有顶点 z 均满足 z ∈ V r
L [x]), 且对任意

⌈
k
2

⌉
≤ i ≤ s, 都有 y ≤L zi, 则称 x 在线性序
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L 下是从 y 出发半弱 k-可达的. 记 SemiReachk[G,L, y] 为相对于 L 从 y 出发所有半弱 k-可达顶
点的集合, 图 G 的半弱 k-染色数记为 swcolk(G), 其定义为：

swcolk(G) = min
L

max
y∈V (G)

|SemiReachk[G,L, y]| .

注意到, 如果 k 是奇数, 则 swcolk(G) 与文献 [2] 和 [3] 中用于界定精确距离图色数的一个参数 (名
为距离 -k-染色数) 是一致的.

在文献 [4] 中, Cortés 等人引入了半弱 k-染色数, 得到了平面图 G 的 swcol4(G) 的上界 (参见
论文 [4] 中定理 3.1).
定理 1.1 ( [4]). ሯӄԱᝅⲺᒩ䶘ഴ G, ᴿ swcol4(G) ≤ 43. 䘑ж↛൦, 䇴 g Ѱ G Ⲻപ䮵, ࡏ

swcol4(G) ≤

39 㤛g ≥ 10,

15 㤛g ≥ 17.

关于图 G 的平方图的子色数的研究, 在论文 [4] 中, Cortés 等人得到了在不同围长限制下, 平
面图 G 的 χsub(G

2) 的上界为 43 (参见论文 [4] 中定理 1.4).
定理 1.2 ( [4]). ሯӄԱᝅപ䮵Ѱ g Ⲻᒩ䶘ഴ G, ᡇԢᴿ

χsub(G
2) ≤ swcol4(G) ≤


43 㤛g ≥ 3,

39 㤛g ≥ 10,

15 㤛g ≥ 17.

在本文中, 和定理 1.2 的讨论方法类似, 对于平面图 G, 我们得到了围长为 g ≥ 8 时 χsub(G
2)

的上界为 38.
定理 1.3. ሯӄപ䮵 g ≥ 8 Ⲻᒩ䶘ഴ G, ᡇԢᴿ χsub(G

2) ≤ 38.

2. 围长至少是 8 的平面图 G 的半弱 4-染色数

若在图 G 中, 路径 P 的两个端点之间在 G 中不存在更短的路径, 则称 P 为一条等距路径

(isometric path). 记 distG(u, v) 为图 G 中从 u 到 v 的最短路径长度, distP (u, v) 表示在路径 P

中从 u 到 v 的最短路径长度. 对于 P 的一个子路径, 如果 P 的端点为 u 与 v, 则记从 u 到 x 的

子路径为 uPx, 从 x 到 v 的子路径为 xPv. 若两条不相交路径 P 与 P ′ 满足存在 v ∈ V (P ) 与

v′ ∈ V (P ′) 使得 vv′ ∈ E(G), 则称 P 与 P ′ 是相邻的.

图 G 的等距路径分解定义为 P = {P0, P1, . . . , Ps} (其中 s 为某个正整数), 使得顶点集
V (P0), V (P1), . . . , V (Ps) 构成 V (G) 的一个划分, 且满足对每个 i ∈ {0, 1, . . . , s}, 子图 Pi 都是

G −
∪i−1

j=0 V (Pj) 中的一条等距路径, 记 Pi = G −
∪i−1

j=0 V (Pj), 因此 P0 = G. 受 [4] 和 [5] 的启发,
我们同样也做如下定义：
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定义 2.1 ( [4]). п䀈࠼ࢌᒩ䶘ഴ G ⲺжѠ㓜ㆶ (reduction) ᱥ᤽жѠㅿ䐓䐥ᖺ࠼䀙 P =

{P0, P1, · · · , Ps}, ┗䏩ԛсᶗԬφ

1. ㅿ䐓䐥ᖺ P0 ⭧њѠ京⛯ᶺᡆ, P1 ⭧ঋѠ京⛯ᶺᡆ.

2. ሯԱᝅ i ∈ {0, . . . , s}, 䐥ᖺ Pi Ⲻㄥ⛯Ѱ wi, w
′
iδਥ㜳䠃ਾε, ъሯԱᝅ k ∈ {2, . . . , s}, Pk ᚦ

ླфњᶗ䐥ᖺ Ph ૂ Pj ⴮䛱δެѣ h < j < kε, ᒬᆎ൞ vk, v
′
k ∈ V (Ph), zk, z

′
k ∈ V (Pj), ֵ

ᗍ vkzkwkvk ૂ v′kz
′
kw

′
kv

′
k ൽᶺᡆ G ѣⲺᴿ⮂䶘.

3. 㤛 Pk ᴿ㠩ቇњ〃ਥ㜳Ⲻ䘿᤟, 䘿᤟ֵࡏ vkPhv
′
kw

′
kPkwkvk .䜞京⛯ᮦᴶቇⲺ䛙жᶗ䐥ᖺ޻

4. ሯӄ Pk+1 ѣⲺ∅Ѡ䘔䙐࠼᭥ K, G[V (P0) ∪ · · · ∪ V (Pk)] ѣऻ੡ K Ⲻ䶘Ⲻ䗯⮂ᱥжѠാ, ެ
ᖘᕅѰφD = vPhv

′z′Pjzv, ެѣ h < j ≤ k.

ѰҼ׵ӄ䈪᱄, ᡇԢ㔏р䘦ᒩ䶘ഴ G Ⲻ㓜ㆶᨆבᶺ䙖 Pk Ⲻж〃⴪㿸⽰ᝅ, ྸ图 1所示：

Figure 1. An illustration of the construction of Pk according to Definition 2.1
图 1. 根据定义 2.1 构造 Pk 的示意图

引理 2.2 ( [6]). 䇴 G ѰжѠഴ, P Ѱ G ѣⲺжᶗㅿ䐓䐥ᖺ, x, y ∈ V (P ), ъ v ∈ V (G). 㤛
distG(v, x) ≤ r ъ distG(v, y) ≤ r, ᴿࡏ distP (x, y) ≤ 2r. ⢯ࡡ൦, ൞ P ѣф v Ⲻ䐓⿱㠩ཐѰ r Ⲻ

京⛯ᮦу䎻䗽 2r + 1.

在论文 [6] 中 van den Heuvel 等人证明了每一个具有三角剖分的平面图都有一个约简, 即使上
述定义 2.1 中的第 3 条没有被包括在该论文中, 而是在 [5] 中被首次考虑.
引理 2.3 ( [6]). ∅Ѡп䀈࠼ࢌⲺᒩ䶘ഴ䜳ᴿжѠ㓜ㆶ.

和定理 1.1 的证明相似, 我们得出了如下结果：
定理 2.4. ሯӄപ䮵 g ≥ 8 Ⲻᒩ䶘ഴ G, ᡇԢᴿ swcol4(G) ≤ 38.

定理 2.4 证明. 设 G是一个围长 g ≥ 8的平面图, 假设 G是连通的. 因为增加 G中的边 swcol4(G)

并不会增加, 所以我们可以添加边使得 G 是一个三角剖分图.
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由引理 2.3, G 有一个约简 P = {P0, P1, ..., Ps}. 根据定义 2.1, 我们记 G 的外部 (三角) 面为
w0w1w2w0, 选取该面上的任意一条边的两个端点 wi, wj ∈ {w0, w1, w2} 作为 P0, 另一个点作为 P1.

对于 k ≥ 2, 若 Pk 与 Ph 和 Pj 相邻, 且 h < j < k, 则称 Ph 是 Pk 的经理, Pj 是 Pk 的工头,
并称 Ph 和 Pj 都是 Pk 的上级.

接下来定义图 G 的线性序 L：

(†) 对于任意 x ∈ V (Pi) 与 y ∈ V (Pj), 其中 Pi, Pj ∈ P, 若 i < j, 则定义 x <L y.

为了使线性序 L 的定义完整, 还需要定义每条路径内部顶点的顺序. 我们递归地进行如下定
义：

(‡) 首先, 对于 P0, 由于 |V (P0)| = 2, 且 V (P0) = {w0, w
′
0}, 令 w0 <L w′

0. 对于 P1, 由于
|V (P1)| = 1, 其顶点在定义线性序时紧接在 V (P0) 之后.

现在考虑任意一条 Pk, 其中 2 ≤ k ≤ s. 首先确定 Pk 的两个端点 wk, w
′
k. 考虑 Pk 的经理 Ph,

由于存在 vk, v
′
k ∈ V (Ph), 且 V (Ph) 在 L 中的顺序已确定, 我们选择 vk <L v′k. 因此, 将与 vk

相邻的 Pk 的端点记为 wk, 另一个端点记为 w′
k. 而当 vk = v′k 时, 此时 wk, w

′
k 选择是任意的.

不妨设 Pk = x0x1 . . . xt, 其中 x0 = wk, xt = w′
k. 则对于任意 0 ≤ p < q ≤ t, 定义 xp <L xq.

固定任意点 v ∈ V (G), 并假设 v ∈ V (Pk), 其中 Pk ∈ P, 我们将证明 |SemiReach4[G,L, v]| 满
足所需的上界. 对于任意的 d ∈ {0, 1, . . . , s}, 令 Wd = V (Pd) ∩ SemiReach4[G,L, v].

若 Pk = P0, 则由于 |V (P0)| = 2, 至多存在一个顶点 u 使得 u <L v, 因此我们有
|SemiReach4[G,L, v]| ≤ 2.

若 Pk = P1, 则由于 |V (P1)| = 1, 至多存在两个顶点 u 使得 u <L v, 因此我们有
|SemiReach4[G,L, v]| ≤ 3. 现在假设 k ≥ 2.
断言 2.5. ྸ᷒ G Ⲻപ䮵㠩ቇᱥ 8, ᡇԢᴿ |Wk| ≤ 4, ެѣ k ≥ 2.

证明. 令 Pk = x0x1 . . . xt, 其中 x0 = wk, xt = w′
k, 并设 v = xm. 根据 V (G) 上线性序 L 的定义, v

可以到达自身, 还可以到达 xm−1, xm−2, xm−4(若这些顶点存在). 因为任意一条从 v 出发弱 4-可达
到 xm−3 的路都会形成一个长度至多是 7 的圈, 所以如果图 G 的围长至少是 8, 则点 xm−3 无法从

v 弱 4-可达. 因此, |Wk| ≤ 4.

根据平面图约简的定义, 如果 k ≥ 2, 则 Pk 有两个上级, 不妨假设 Ph 和 Pj 是 Pk 的上级. 不
失一般性, 设 Ph 是 Pk 的经理, Pj 是 Pk 的工头, 且满足 h < j < k. 若 G 是一个三角剖分图, 根据
定义 2.1 中的第 2 条, Ph 是 Pj 的上级. 如果 j = 1, 则 SemiReach4[G,L, v] ⊆ W0 ∪W1 ∪Wk, 根据
断言 2.5, 则有 |SemiReach4[G,L, v]| ≤ 1 + 2 + 4 = 7. 现在假设 j ≥ 2. 则根据平面图约简的定义,
Pj 还有另一个上级, 设 Pi 是 Pj 的另一个上级. 则根据定义 2.1 中第 2 条, 我们知道 Ph 和 Pi 这

两条路径中, 其中一条是另一条的上级.

如果 h ≤ 1, 则 SemiReach4[G,L, v] ⊆ W0 ∪W1 ∪Wi ∪Wj ∪Wk, 则根据断言 2.5 和引理 2.2,
我们有 |SemiReach4[G,L, v]| ≤ 1 + 2 + 2×9 + 4 = 25. 因此假设 h ≥ 2, 所以设 Pg 和 Pf 是 Ph 的
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两个上级, 其中 Pg 是 Ph 的经理, Pf 是 Ph 的工头. 注意到这些等距路径不一定都是不同的路径,
可能会存在 Pi ∈ {Pg, Pf} 的情况. 我们首先证明 Pi /∈ {Pg, Pf} 的情况, 即上述路径都是不同的.
断言 2.6. ᡇԢᴿ SemiReach4[G,L, v] ⊆ Wk ∪Wh ∪Wj ∪Wi ∪Wf ∪Wg.

证明. 假设 u ∈ SemiReach4[G,L, v], 并设 Q 为见证从 v 出发半弱 4-可达 u 的 {v, u}-路径. 根据半
弱 4-染色数的定义, 在 Q 中最多有两个点在线性序 L 中比 v 小.

如果在 Q 中, 只有一个点 x1 满足 x1 ≤L v, 则 x1 = u. 由于 Ph 和 Pj 是 Pk 的上级, 因此我们
有 u ∈ Wk ∪Wh ∪Wj .

如果在 Q 中, 存在两个顶点 x1, x2 ∈ V (Q), 在线性序 L 下小于 v. 在这种情况下, 通过与上述
相同的推理, 我们可以假设 x1 ∈ V (Ph) ∪ V (Pj) ∪ V (Pk) 且 u = x2. 因此, 如果 u 不在 Ph, Pj 或

Pk 中, 则它必定在 Ph, Pk 或 Pj 的某个上级中. 根据定义, 这些上级是 Pg, Pf 和 Pi.

因此, 我们有 SemiReach4[G,L, v] ⊆ Wk ∪Wh ∪Wj ∪Wi ∪Wf ∪Wg.

断言 2.7. ሯӄԱᝅ d ∈ {k, h, j, f, g, i}, ᡇԢᴿ |Wd| ≤ 9.

证明. 注意到 Pd 是 P 中的等距路径, 且我们已固定 v ∈ V (Pk), 由引理 2.2, 令 r = 4, 可直接得到
结论.

断言 2.8. ྸ᷒ G Ⲻപ䮵㠩ቇᱥ 8, ᡇԢᴿ |Wj | ≤ 8.

证明. 设 x, y ∈ Wj , 并令 Qx 与 Qy 分别为见证 x 与 y 从 v 出发半弱 4 可达的路径. 因为 Ph 是

Pj 的经理, Pi 是 Pj 的工头, 因此,

distPj
(x, y) ≤ distQx

(v, x) + distQy
(v, y)− 1 ≤ 7, (1)

否则将与 Pj 是 P 中的等距路径或者定义 2.1 中性质 3 矛盾, 因为从 x 到 v 的路径与从 y 到 v 的

路径共同构成了一条更短或者相同的路径.

如果 G 的围长至少是 8, 我们观察到如果 x ∈ Wj , 设 x1 是 x 在 Pj 中的邻点, 则 x1 也可以在

Wj 中, 因为它们之间最多可以形成一个 9 长的圈. 因此, 根据引理 2.2, 再结合不等式 (1), 我们有
|Wj | ≤ 8.

断言 2.9. ྸ᷒ G Ⲻപ䮵㠩ቇᱥ 8, ᡇԢᴿ |Wi| ≤ 8.

证明. 由于 Ph 是 Pj 的经理, 如果一条路径是从 v 半弱 4 可达 Pi 中的某个顶点, 那么这条路径
必定与 Pj 相交. 设 Qx 与 Qy 分别为见证从 v 出发半弱 4 可达 x, y ∈ V (Pi) 的路径, 并且 Qx 和

Qy 分别在顶点 x1, y1 处与 Pj 相交, 则 |E(Qx)| ≤ 4, |E(Qy)| ≤ 4. 根据 Qx 和 Qy 的定义, 以及
x1, y1 ≤L v, 我们有 x1x ∈ E(G) 和 y1y ∈ E(G). 因此, distPi

(x, y) ≤ distPj
(x1, y1) + 2, 否则将与

Pi 是 P 中的等距路径矛盾, 因为在 Pj 中从 x1 到 y1 的路径与边 x1x 和 y1y 共同构成了一条更短

的路径. 由于从 v 到 x1 和 y1 的路径长度最多为 3, 这意味着 distPj
(x1, y1) ≤ 5, 否则将与 Pj 是等
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距路径的性质矛盾, 或者与定义 2.1 中的性质 3 矛盾. 因此,

distPi
(x, y) ≤ distPj

(x1, y1) + 2 ≤ 7. (2)

如果 G 的围长至少是 8, 则观察到如果 x ∈ Wi, 设 x1 是 x 在 Pi 中的邻点, 则 x1 也可以在

Wj 中, 因为它们之间最多可以形成一个 8 长的圈. 因此, 根据引理 2.2, 再结合不等式 (2), 我们有
|Wi| ≤ 8.

断言 2.10. ྸ᷒ G Ⲻപ䮵㠩ቇᱥ 8, ᡇԢᴿ |Wh ∪Wf | ≤ 9.

证明. 由于 Pg, Ph, Pk, Pj , Pi 和 Pf 均为互不相同的路径, 且根据等距路径分解的性质 (2), 对于 Pg

或 Pf 中的任意一条路径, 其顶点只能通过 Ph 中的顶点 vk 或 v′k 被 v 半弱 4-可达. 不失一般性, 假
设这对 Pf 成立. 根据引理 2.2, vk 和 v′k 各自在 Pf 中最多有 3 个邻点.

情况 1. 若存在一条从 v 到 vk 的长度不超过 3 的路径, 同时也存在一条从 v 到 v′k 的长度

不超过 3 的路径. 此时, 如果 G 的围长至少是 8, 则 |Wf | ≤ 2, 并且 distPh
(vk, v

′
k) ≤ 6, 因此可得

|Wh| ≤ 4. 于是 |Wh ∪Wf | ≤ 4 + 2 = 7.

情况 2. 如果仅存在一条从 v 到 vk 或者 v′k 的长度不超过 3 的路径. 不失一般性设
这条路是到 vk. 则此时 |Wf | ≤ 1, 设 w ∈ Wh 为使 distPh

(vk, w) 取得最大值的顶点, 则有
distPh

(vk, w) ≤ 4 + 3 = 7, 这进一步蕴含 |Wh| ≤ 8. 从而 |Wh ∪Wf | ≤ 9.

情况 3. 若不存在任何一条从 v 到 vk 或 v′k 的长度不超过 3 的路径, 则此时 |Wf | = 0. 由断
言 2.7, 我们仍有 |Wh| ≤ 9, 于是 |Wh ∪Wf | ≤ 9.

综合所有情形, 其中最大的上界为 9, 由此证明完成.

综上, 对于围长至少是 8 的平面图 G, 如果 Pi /∈ {Pg, Pf}, 则有 |SemiReach4[G,L, v]| ≤
|Wk|+ |Wj |+ |Wi|+ |Wg|+ |Wh ∪Wf | ≤ 4 + 2×8 + 2×9 = 38.

而如果 Pi ∈ {Pg, Pf}, 则有 |SemiReach4[G,L, v]| ≤ |Wk| + |Wj | + |Wg| + |Wh ∪ Wf | ≤
4 + 8 + 2×9 = 30. �

基于定理 2.4 的证明, 我们能发现在定理 1.1 中当平面图 G 的围长至少是 10 和 17 时, 它的半
弱 4-染色数的上界仍有改进空间.

定理 1.3 证明. 结合定理 1.2 和定理 2.4, 我们可以很自然的得到如下结果：对于任意的平面图 G,
如果 G 的围长至少是 8, 则我们有 χsub (G

2) ≤ swcol4(G) ≤ 38. �
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