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摘 要

对于定义在有界区域上的一维非线性粘性抛物方程组，本文主要探讨其与相应无粘方程组之间解

的渐近等价性。具体而言，首先利用匹配渐近展开的方法构建粘性守恒律方程组的近似解，再借

助能量估计的方法进行稳定性分析，证明在远离边界层的区域中，抛物方程组的解一致收敛于相

应无粘方程组的解。
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Abstract

For a system of one-dimensional nonlinear viscous parabolic equations defined on a
bounded domain, this paper primarily investigates the asymptotic equivalence between
its solutions and those of the corresponding inviscid system. Specifically, the method
of matched asymptotic expansions is first employed to construct approximate solutions
for the system of viscous conservation laws; subsequently, energy estimates are utilized
to conduct a stability analysis, thereby demonstrating that, in regions away from the
boundary layers, the solutions of the parabolic system converge uniformly to the
solutions of the corresponding inviscid system.
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1. 前言

1.1. 引言

在粘性流体力学中，探究粘性抛物方程组与相应无粘双曲方程组解之间的渐近等价性（即粘

性消失极限）始终是一个核心课题。为了透彻理解边界层效应与激波微观构造等物理现象，探明

流体方程的耗散极限尤为关键，即在耗散系数 ε → 0+ 的前提下，对应于粘性流体运动的抛物型方

程解 uε 是如何实现向无粘理想流态的双曲型方程组的解 u0 逼近的。

关于粘性消失极限的研究已有丰富成果。例如，经典的可压缩 Navier-Stokes 方程与 Euler 方
程之间的极限关系被广泛研究 [1–7]。对于粘性矩阵为单位阵的情形， K. T. Joserph [8] 在有界区
间上证明了粘性解一致趋近于无粘解。 J. Goodman 和 Z. P. Xin [9] 在一维拟线性方程组中，严
格证明了在存在满足熵条件的激波时，粘性解在 L∞ 意义下收敛到无粘解。关于激波存在时的渐

近等价性，有大量深入研究 [10–17]。进一步地， J. Wang [18] 研究了当粘性矩阵为更一般的正定
阵时单个边界层的稳定性。
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在 Goodman 与 Xin [9] 工作的启发下，本文考虑如下定义在有界区间 x ∈ (0, 1) 上的一维非

线性粘性守恒律方程组的初边值问题：

∂tu
ε + ∂xf(u

ε) = ε∂x(B(uε)∂xu
ε), t ∈ [0, T ], (1)

uε(0, t) = ul(t), uε(1, t) = ur(t), (2)

uε(x, 0) = uε
0(x), (3)

及其对应的无粘双曲方程组初值问题：

∂tu+ ∂xf(u) = 0, t ∈ [0, T ], (4)

u(x, 0) = u0
0(x). (5)

其中 u ∈ Rn, f 光滑，且存在 g 使得 ∇ug = B。本文研究在两个不相互作用的弱边界层共存的情

况下，方程组 (1)-(3) 的解与方程组 (4)-(5) 的解之间的渐近等价性。

证明分为两部分：在第二章，利用匹配渐近展开法构造近似解 vε，通过中心流形定理 [19] 分
析边界层主导项性质，并用截断函数拼接不同区域的展开。第三章的核心工作是利用能量法对稳

定性进行分析，得到扰动误差的 H1 估计，从而证明在远离边界层的区域，粘性方程的解在 L∞

意义下收敛到无粘解。

为保证问题的适定性，我们引入以下结构性假设 (I)-(IV)。

(I) 设 uε
0 是光滑函数，满足∥∥∥∥∥uε

0 −m1

2∑
i=0

εiui
b

(x
ε
, 0
)
−m2

2∑
i=0

εiūi
b

(
x− 1

ε
, 0

)
− (1−m1 −m2)

2∑
i=0

εiui
0(x)

∥∥∥∥∥
H2(0,1)

≤ Cε2,

其中 ui
b

(
x
ε
, 0
)
, ūi

b

(
x−1
ε
, 0
)
, ui

0(x) ∈ H2(0, 1), i = 0, 1, 2，并且 m1 = m
(

x
εγ

)
,m2 = m

(
x−1
εγ

)
，这里

x ∈ (0, 1), γ ∈
(
17
20
, 1
)
。其中截断函数 m(x) ∈ C∞

0 (R)，并满足 0 ≤ m(x) ≤ 1，

m(x) =


1, |x| ≤ 1,

h(x), 1 < |x| < 2,

0, |x| ≥ 2,

这里 h(x) 是一个光滑函数；

(II) 设 A(u) = f ′(u)，A(u) 可对角化，即存在正定矩阵 R(u) 和 L(u) 使得

A = RΛL, RL = I,

其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，这里 λi(i = 1, . . . , n) 是矩阵 A 的 n 个不同的特征值，同时 LBR

是正定的；
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(III) 存在 η1 > 0，使得对任意 x ∈ [0, η1)，有

λ1(u
0
0) < · · · < λn(u

0
0) < 0;

存在 η2 > 0，使得对任意 x ∈ (1− η2, 1]，有

0 < λ1(u
0
0) < · · · < λn(u

0
0);

(IV) 存在正定矩阵 S(u)，使得 SA 对称，SB 对称正定，即存在 c0 > 0，使得对于任意 ξ ∈ U，有

(SBξ, ξ) ≥ c0|ξ|2.

其中，A(u) = Df(u) 可对角化，存在正定矩阵 R(u), L(u) 使 A = RΛL，且 LBR 正定。边界附

近特征值符号条件确保边界层的存在性与稳定性。此外，存在正定矩阵 S(u) 使得 SA 对称，SB

对称正定，这为能量估计提供了关键结构。

1.2. 模型与假设

为保证问题的适定性与收敛性证明的可行性，我们引入了结构性假设 (I)-(IV)。本小节旨在阐
明这些关键假设的数学与物理意义、作用及其合理性。

假设 (I) 规定了初值 uε
0 需与构造的近似解在 H2 范数下仅相差 O(ε2)。这种设定是为了消除

初始时刻可能产生的“初始层”扰动。通过要求初始条件与匹配渐近展开式在高阶项上保持一致，

我们能够更专注于研究只由边界效应引起的边界层稳定性。

假设 (III) 是界定本文问题范围的核心边界条件。它要求在全特征边界 x = 0 处所有特征值为

负，而在 x = 1 处所有特征值为正。在双曲系统理论中，这分别对应严格的“流入”边界和“流

出”边界。这是许多物理场景（如管道流动、边界层理论）中的典型设定：在流入边界，外部条件

主导，信息流入计算域；在流出边界，内部流场的信息自由传出，不受外部反射干扰。从数学角度

看，此条件与假设 (II)（A(u) 可对角化且 LBR 正定）相结合，确保了边界层方程 (18) 和 (44) 是
适定的椭圆型边值问题，其解（u0

b 和 ū0
b）具有指数衰减性（引理 2.2, 2.3）。这一衰减性质是后续

进行分区能量估计并控制边界项影响的理论基石。

最后，在稳定性分析中，我们将扰动误差设为 ε5/8ϕ。这一特定幂次的选取是基于近似解的余

项 Rε 的阶（O(ε5γ/2)，见 2.4 节）与通过能量估计所能得到的 ϕ 及其导数的衰减阶之间精细权衡

的结果。具体而言，在 ϕ 的方程线性化后，此尺度使得非线性项、余项 Rε 的扰动效应与线性主部

提供的耗散效应达到一个平衡，从而能够应用 Gronwall 不等式闭合先验估计（引理 3.2-3.4）。这
是一种在奇异摄动问题稳定性分析中常用的尺度匹配技巧。

1.3. 主要结果

本文主要结论如下：

定理 1.1. ᶗԬٲ䗯ࡓ䇴ٽ (2)，(3) ┗䏩Աᝅ䱬⴮ᇯᙝ，ъᰖ㋎䀙 u0 ∈ C2([0, T ];H6(0, 1))Ⱦ䘑ж

DOI: 10.12677/aam.2026.155256 621 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155256


肖慧 等

ቅ，঩ᆎ൞࠼ݻᐤڅⲺٲ⮂䇴䗯⮂ᮦᦤфᰖ㋎䀙൞䗯ٽ↛ δ0 > 0 ֵᗍ

sup
0≤t≤T

|ul(t)− u0(0, t)| ≤ δ0,

sup
0≤t≤T

|ur(t)− u0(1, t)| ≤ δ0.

ᆎ൞ࡏ ε1, T > 0，ֵᗍሯԱᝅ 0 < ε ≤ ε1，㋎ᙝࡓ䗯ٲ䰤从 (1)-(3) ᆎ൞୥жݿ┇䀙 uε ∈
C1([0, T ];H2(0, 1))Ⱦ↚ཌ，ᆎ൞ᶺ䙖Ⲻ䘇ղ䀙 vε，ֵᗍԛсզ䇗ᡆ㄁φ

sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− vε(·, t)∥L∞(0,1) ≤ Cε, (6)

sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− u0(·, t)∥L2(0,1) ≤ Cε, (7)

sup
0≤t≤T

h≤x≤1−h

|uε(x, t)− u0(x, t)| ≤ Cε, (h > 0). (8)

զ䇗 (7) ૂ (8) 㺞᱄，൞ L2 㤹ᮦ਀䘒⿱䗯⮂ቸⲺ޻䜞॰ตж㠪㤹ᮦс，㋎ᙝ䀙 uε ԛ O(ε) Ⲻ䙕

⦽᭬ᮑࡦᰖ㋎䀙 u0Ⱦ

2. 近似解的构造

2.1. 远离边界的展开

在远离边界 {x = 0} 和 {x = 1} 的区域中，方程组 (1) 的解可近似为

uε(x, t) ∼ u0(x, t) + εu1(x, t) + ε2u2(x, t) + · · · . (9)

将其代入 (1.1)，推导出各阶主导项为

O(1) : ∂tu
0 + ∂xf

(
u0
)
= 0, (10)

O(ε) : ∂tu
1 + ∂x

(
f ′ (u0

)
u1
)
= ∂x

(
B
(
u0
)
∂xu

0
)
, (11)

O
(
ε2
)
: ∂tu

2 + ∂x
(
f ′ (u0

)
u2
)
= ∂2

x

(
B
(
u0
)
u1
)
− 1

2
∂x

(
f ′′ (u0

) (
u1
)2)

. (12)

同时得到初始条件

u0(x, t = 0) = u0
0(x), (13)

u1(x, t = 0) = u1
0(x), (14)

u2(x, t = 0) = u2
0(x), (15)

基于上述推导，零阶主导项 u0 恰为理想无粘双曲初值问题 (4) 与 (5) 的唯一解析解。该解具备如
下正则性：

u0(x, t) ∈ C2
(
[0, T ];H6(0, 1)

)
.
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对于一阶修正 (11)，通过线性对称双曲方程的经典适定性理论，可得其存在唯一解 u1(x, t) 满足

u1(x, t) ∈ C2
(
[0, T ];H4(0, 1)

)
.

同理，方程组 (12) 存在唯一解 u2(x, t) 满足

u2(x, t) ∈ C2
(
[0, T ];H2(0, 1)

)
.

2.2. 边界 {x = 0} 附近的展开

在边界 {x = 0} 附近，粘性解 uε 可近似为

uε(x, t) ∼ u0
b(y, t) + εu1

b(y, t) + ε2u2
b(y, t) + · · · , (16)

其中

y =
x

ε
. (17)

将 (16) 代入方程组 (1) 得到

O

(
1

ε

)
: ∂yf

(
u0
b

)
− ∂2

yg
(
u0
b

)
= 0, (18)

O(1) : ∂tu
0
b + ∂y

(
f ′ (u0

b

)
u1
b

)
= ∂2

y

(
B
(
u0
b

)
u1
b

)
, (19)

O(ε) : ∂tu
1
b + ∂y

(
f ′ (u0

b

)
u2
b

)
+

1

2
∂y

(
f ′′ (u0

b

) (
u1
b , u

1
b

))
= ∂2

y

(
B
(
u0
b

)
u2
b

)
+

1

2
∂2
y

(
B′ (u0

b

) (
u1
b , u

1
b

))
. (20)

当 y → +∞ 时，得到如下匹配条件

u0
b(y, t) = u0(0, t) + o(1), (21)

u1
b(y, t) = u1(0, t) + y∂xu

0(0, t) + o(1), (22)

u2
b(y, t) = u2(0, t) + y∂xu

1(0, t) +
1

2
y2∂2

xu
0(0, t) + o(1). (23)

同时，在边界 {y = 0} 处有

u0
b(y = 0, t) = ul, (24)

u1
b(y = 0, t) = 0, (25)

u2
b(y = 0, t) = 0. (26)
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记 ũ0
b(y, t) = u0

b(y, t)− u0(0, t)，那么 ũ0
b(y, t) 满足

∂yf
(
ũ0
b(y, t) + u0(0, t)

)
= ∂2

yg
(
ũ0
b(y, t) + u0(0, t)

)
, (27)

ũ0
b(y = 0, t) = u, (28)

ũ0
b(y → +∞, t) → 0. (29)

其中 u = ul − u0(0, t)。将 ũ0
b(y, t) 满足的方程组关于空间变量在 (y,+∞) 上积分得到

∂yũ
0
b(y, t) = B−1

(
u0(0, t)

)
A
(
u0(0, t)

)
ũ0
b(y, t) +O(1)

(
ũ0
b(y, t)

)2
. (30)

设 C = {u ∈ Rn | (28)− (30) 有解 ũ0
b}，则关于 C 有以下引理成立。

引理 2.1. ൞ٽ䇴 (I)-(IV) ᡆ㄁Ⲻࢃᨆс，ᆎ൞жѠ 0 Ⲻቅ䛱ต V，ެѣ 0 ∈ Rn,V ∈ U，ֵᗍ

(i) C ᱥ V ѣ㔅䗽 0 Ⲻݿ┇⍷ᖘ, 0 ∈ V;

(ii) T0C = N(0), N(0) ᱥ B−1A 䍕⢯ᖷٲሯᓊ⢯ᖷੇ䠅⭕ᡆⲺу਎ᆆグ䰪;

(iii) O Ѱ 0 Ⲻቅ䛱ต, ᖉ ũ0
b ∈ O ᰬ, ᆎ൞ᑮᮦ C,α > 0 , ᴿ

∣∣∂u∂yũ0
b

∣∣ ≤ C exp(−αξ).

引理 2.2. 䗯ٲ䰤从 (18)， (21)，ૂ (24) ᆎ൞୥жݿ┇䀙 u0
b(y, t)，ᒬъᆎ൞ α1, δ1 > 0，ֵᗍ

∣∣∂yu0
b(y, t)

∣∣ ≤ Cδ1e
−α1y,∀y > 0. (31)

由引理 2.1 的结论，即得引理 2.2。

对于展开的第二项 u1
b(y, t) 满足

∂tu
0
b + ∂y

(
f ′ (u0

b

)
u1
b

)
= ∂2

y

(
B
(
u0
b

)
u1
b

)
, (32)

u1
b(y = 0, t) = 0, (33)

u1
b(y → +∞, t) → u1(0, t) + y∂xu

0(0, t). (34)

令 u1
b = V1 +D1，其中 D1(y, t) = u1(0, t) + y∂xu

0(0, t)，代入上述方程组有

∂2
y

[
B
(
u0
b(y, t)

)
V1(y, t)

]
− ∂y

[
f ′ (u0

b

)
V1(y, t)

]
=∂y

[
f ′ (u0

b

)
D1(y, t)

]
− ∂2

y

[
B
(
u0
b(y, t)

)
D1(y, t)

]
+ ∂tu

0
b(y, t). (35)

将上述方程组右边记为G(y, t)，那么有 |G(y, t)| ≤ Ce−α1y。将上述方程组关于空间变量在 (y,+∞)
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上积分得到：

∂y
[
B
(
u0
b(y, t)

)
V1(y, t)

]
= f ′ (u0

b

)
V1(y, t) +

∫ +∞

y

G(τ, t)dτ, (36)

V1(y = 0, t) = 0, (37)

V1(y → +∞, t) → 0. (38)

再令 Ṽ1(y, t) = B (u0
b(y, t))V1(y, t)，得到：

∂yṼ1(y, t) = f ′ (u0
b

)
B−1

(
u0
b(y, t)

)
Ṽ1(y, t) +

∫ +∞

y

G(τ, t)dτ, (39)

Ṽ1(y = 0, t) = 0, (40)

Ṽ1(y → +∞, t) → 0. (41)

由引理 2.1，可得 Ṽ1(y, t) 的存在性，即可以证明 u1
b(y, t) 的存在性。类似地可以证明 u2

b(y, t) 的存

在性。

2.3. 边界 {x = 1} 附近的展开

类似地，在边界 {x = 1} 附近，将 uε 近似为

uε(x, t) ∼ ū0
b(ξ, t) + εū1

b(ξ, t) + ε2ū2
b(ξ, t) + ε3ū3

b(ξ, t) + · · · , (42)

其中

ξ =
x− 1

ε
. (43)

将 (42) 代入方程组 (1) 得到

O

(
1

ε

)
: ∂ξf

(
ū0
b

)
− ∂2

ξg
(
ū0
b

)
= 0, (44)

O(1) : ∂tū
0
b − ∂ξ

(
f ′ (ū0

b

)
u1
b

)
= ∂2

ξ

(
B
(
ū0
b

)
ū1
b

)
, (45)

O(ε) : ∂tū
1
b + ∂ξ

(
f ′ (ū0

b

)
ū2
b

)
+

1

2
∂ξ

(
f ′′ (ū0

b

) (
ū1
b , ū

1
b

))
(46)

=∂2
ξ

(
B
(
ū0
b

)
ū2
b

)
+

1

2
∂2
ξ

(
B′ (ū0

b

) (
ū1
b , ū

1
b

))
. (47)

同样地，在匹配区域中，当 ξ → −∞ 时，有如下匹配条件

ū0
b(ξ, t) = u0(1, t) + o(1), (48)

ū1
b(ξ, t) = u1(1, t) + ξ∂xu

0(1, t) + o(1), (49)

ū2
b(ξ, t) = u2(1, t) + ξ∂xu

1(1, t) +
1

2
ξ2∂2

xu
0(1, t) + o(1). (50)
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同时在边界 {ξ = 0} 处有

ū0
b(ξ = 0, t) = ur, (51)

ū1
b(ξ = 0, t) = 0, (52)

ū2
b(ξ = 0, t) = 0. (53)

引理 2.3. 䗯ٲ䰤从 (44)， (48)，ૂ (51) ᆎ൞୥жݿ┇䀙 ū0
b(ξ, t)，ᒬъᆎ൞ α2, δ2 > 0，ֵᗍ

∣∣∂ξū0
b(ξ, t)

∣∣ ≤ Cδ2e
α2ξ,∀ξ < 0. (54)

䇷᱄. 已知 ū0
b 满足

∂ξf(ū
0
b) = ∂2

ξg(ū
0
b),

ū0
b(ξ = 0, t) = ur,

ū0
b(ξ → −∞, t) → u0(1, t).

令 s = −ξ，设 û0
b(s, t) = ū0

b(ξ, t)− u0(1, t)，则 û0
b(s, t) 满足

∂sf
(
û0
b(s, t) + u0(1, t)

)
= −∂2

sg
(
û0
b(s, t) + u0(1, t)

)
,

û0
b(s = 0, t) = ur − u0(1, t),

û0
b(s → +∞, t) → 0.

注意到该问题类似于问题 (27)–(29)，同样的方法完成引理 2.3 的证明。同理可证 ū1
b 和 ū2

b。

2.4. 近似解

我们先将远离边界以及边界附近的解依次定义为

O(x, t) = u0(x, t) + εu1(x, t) + ε2u2(x, t), (55)

I1(x, t) = u0
b

(x
ε
, t
)
+ εu1

b

(x
ε
, t
)
+ ε2u2

b

(x
ε
, t
)
, (56)

I2(x, t) = ū0
b

(
x− 1

ε
, t

)
+ εū1

b

(
x− 1

ε
, t

)
+ ε2ū2

b

(
x− 1

ε
, t

)
, (57)

其中 ui, u
i
b, ū

i
b(i = 0, 1, 2) 的构造已经在上一章节中给出。由此，定义方程组 (1) 的近似解为

vε(x, t) = m1I1 +m2I2 + (1−m1 −m2)O. (58)
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结合粘性解满足的方程组 (1) 可以得到

∂tv
ε + ∂xf (vε)− ε∂2

xg (v
ε) = Rε, (59)

vε(x = 0, t) = ul(t), (60)

vε(x = 1, t) = ur(t), (61)

vε|t=0 = m1

2∑
i=0

εiui
b

(x
ε
, 0
)
+m2

2∑
i=0

εiūi
b

(
x− 1

ε
, 0

)

+ (1−m1 −m2)

2∑
i=0

εiui
0(x). (62)

即 vε(x, t) 是以上初边值问题 (59)-(61) 的解，其中 Rε =
∑4

i=1 qi(x, t) 是光滑函数，其定义如下

q1(x, t) = (1−m1 −m2)

{
f(0)− f(u0)− εf ′(u0)u1 − ε2f ′(u0)u2

− ε2

2
f ′′(u0)(u1, u1)− ε3

[
B(u0)u2

x +B′(u0)u2(εu1
x + ε2u2

x)

+
1

2
B′′(u0)(u1 + εu2)2(u0

x + εu1
x + ε2u2

x)

]
x

}
,

q2(x, t) = m1

{[
f (I1)− f

(
u0
b

)
− εf ′ (u0

b

)
u1
b − ε2f ′ (u0

b

)
u2
b −

ε2

2
f ′′ (u0

b

) (
u1
b , u

1
b

)]
x

+ ε2∂tu
2
b − ε4

[
B′ (u0

b

)
u2
b∂xu

1
b +B′ (u0

b

)
u1
b∂xu

2
b + εB′ (u0

b

)
u2
b∂xu

2
b

+
1

2
B′′ (u0

) (
2u1

bu
2
b + εu2

b

) (
∂xu

0
b + ε∂xu

1
b + ε2∂xu

2
b

) ]
x

}
,

q3(x, t) = m2

{[
f (I2)− f

(
ū0
b

)
− εf ′ (ū0

b

)
ū1
b − ε2f ′ (ū0

b

)
ū2
b −

ε2

2
f ′′ (ū0

b

) (
ū1
b , ū

1
b

)]
x

+ ε2∂tū
2
b − ε4

[
B′ (ū0

b

)
ū2
b∂xū

1
b +B′ (ū0

b

)
ū1
b∂xū

2
b + εB′ (ū0

b

)
ū2
b∂xū

2
b

+
1

2
B′′ (ū0

) (
2ū1

b ū
2
b + εū2

b

) (
∂xū

0
b + ε∂xū

1
b + ε2∂xū

2
b

) ]
x

}
,

q4(x, t) = ∂xf (m1I1 +m2I2 + (1−m1 −m2)O)

− {m1f (I1) +m2f (I2) + (1−m1 −m2) f(O)}x + ε (B(O)Ox)x

+ ∂xm1 (f (I1)− f(O)) + ∂xm2 (f (I2)− f(O))

− ε {g (m1I1 +m2I2 + (1−m1 −m2)O)}xx
+ ε {m1 (B (I1)−B(O)) (I1 −O)x +m2 (B (I2)−B(O)) (I2 −O)x}x
− ε∂xm1 (B (I1)−B(O)) (I1 −O)x − ε∂xm2 (B (I2)−B(O)) (I2 −O)x

+ ε {m1B(O) (I1 −O)x +m2B(O) (I2 −O)x}x
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− ε∂xm1B(O) (I1 −O)x − ε∂xm2B(O) (I2 −O)x

+ ε {m1 (B (I1)−B(O))Ox +m2 (B (I2)−B(O))Ox}x
− ε∂xm1 (B (I1)−B(O))Ox − ε∂xm2 (B (I2)−B(O))Ox.

根据 qi 的结构，可以得到

(i) supp q1 ⊆ {(x, t) : εγ ≤ x ≤ 1− εγ , 0 ≤ t ≤ T} ,

∂l
xq1(x, t) = O(1)ε3−lγ , l = 0, 1, 2, (63)(∫ T

0

∥∥∂l
xq1(·, t)

∥∥2
dt

) 1
2

= O(1)ε3−(l−1/2)γ , l = 0, 1, 2.

(ii) supp q2 ⊆ {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 2εγ , 0 ≤ t ≤ T} ,

∂l
xq2(x, t) = O(1)ε(2−l)γ , l = 0, 1, 2. (64)

(iii) supp q3 ⊆ {(x, t) : 1− 2εγ ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} ,

∂l
xq3(x, t) = O(1)ε(2−l)γ , l = 0, 1, 2. (65)

(iv) supp q4 ⊆ {(x, t) : εγ ≤ x ≤ 2εγ , 1− 2εγ ≤ x ≤ 1− εγ , 0 ≤ t ≤ T} ,

∂l
xq4(x, t) = O(1)ε(3−l)γ , l = 0, 1, 2. (66)

这里的计算过程中用到了如下结论

∂l
x (I1 −O) = O(1)ε(3−l)γ , {(x, t) : εγ ≤ x ≤ 2εγ , t ∈ [0, T ]} , l = 0, 1, 2, (67)

∂l
x (I2 −O) = O(1)ε(3−l)γ , {(x, t) : 1− 2εγ ≤ x ≤ 1− εγ , t ∈ [0, T ]} , l = 0, 1, 2. (68)

这是由匹配条件 (21)-(23)， (48)-(50) 以及 o(1) = exp {−α0 | ξ |} 得到的。对于 (59) 中的 Rε =∑4
i=1 qi(x, t)，有 ∥Rε∥2L2(0,1) = O(1)ε5γ 以及 ∥∂tRε∥2L2(0,1) = O(1)ε5γ。

引理 2.4. ሯӄ (2.49) ᇐѿⲺ䘇ղ䀙 vε(x, t)，ᴿ

vε(x, t) =


u0
b(y, t) +O(1)εγ , 0 ≤ x ≤ εγ ,

u0(x, t) +O(1)ε, εγ ≤ x ≤ 1− εγ ,

u0
b(ξ, t) +O(1)εγ , 1− εγ ≤ x ≤ 1.

(69)

䇷᱄. 通过近似解的构造过程可知

vε(x, t) =



I1, 0 ≤ x ≤ εγ ,

O +m1 (I1 −O) , εγ ≤ x ≤ 2εγ ,

O, 2εγ ≤ x ≤ 1− 2εγ ,

O +m2 (I2 −O) , 1− 2εγ ≤ x ≤ 1− εγ ,

I2, 1− εγ ≤ x ≤ 1.
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当 0 ≤ x ≤ εγ 时，I1(x, t) = u0
b(y, t) +O(1)εγ，当 εγ ≤ x ≤ 1− εγ 时，O(x, t) = u0(x, t) +O(1)ε，

当 1− εγ ≤ x ≤ 1 时，I2(x, t) = ū0
b(ξ, t) +O(1)εγ，于是有 (2.60).

3. 稳定性分析

在上一节中，我们构造出了方程 (1)-(3) 的近似解 vε(x, t)，接下来进行稳定性分析。

3.1. 误差方程组

假设 uε(x, t) 是方程组 (1) 的真实解，令

uε(x, t) = vε(x, t) + ε5/8ϕ(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ], (70)

代入近似解满足的初边值问题 (49) 得到

∂tϕ+ ε−5/8∂x [f (uε)− f (vε)]− ε3/8∂2
x [g (u

ε)− g (vε)] = ε−5/8Rε, (71)

ϕ(x = 0, t) = 0, ϕ(x = 1, t) = 0, (72)

ϕ(x, t = 0) = O
(
ε2
)
. (73)

3.2. 能量估计

命题 3.1. (僂զ䇗ݾ) ሯӄࡓ䗯ٲ䰤从 (71)-(73)，ᆎ൞ ε1 > 0，ֵᗍ ∀ε，┗䏩 0 ≤ ε ≤ ε1，

(71)-(73) ᴿ୥ж䀙 ϕ(x, t) ∈ C1 ([0, T ];H2(0, 1))，ᒬъ┗䏩

sup
0≤t≤T

∥ϕ(·, t)∥L∞(0,1) ≤ Cε5γ/2−1, (74)

ެѣ γ ∈
(
17
20
, 1
)
Ⱦ

由命题 3.1，我们能够得到问题 (1)-(3) 的解 uε 与问题 (4)-(7) 的解 u0 之间有如下估计，即

sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− vε(·, t)∥L∞(0,1) ≤ Cε5γ/2−3/8. (75)

引理 3.2. 䇴 ϕ(x, t) ∈ C1 ([0, T ];H2(0, 1)) ᱥ䈥ᐤᯯぁ㓺ࡓ䗯ٲ䰤从 (71)-(73) Ⲻ䀙，ٽ䇴ᆎ൞ᑮ
ᮦ C > 0 ֵᗍсᕅ

sup
0≤t≤T

∥ϕ(x, t)∥L∞(0,1) ≤ C, (76)

ᡆ㄁，䛙Ѿᴿ

sup
0≤t≤T

∫ 1

0

ϕ2dx+ Cε

∫ T

0

∫ 1

0

|∂xϕ|2 dxdt ≤ Cε5γ−5/4. (77)

䇷᱄. 将 (71) 式左右两边同时乘以 ϕ，在 (0, 1) 上积分，整理得到
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1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2dx+ ε−5/8

∫ 1

0

∂x [f (uε)− f (vε)]ϕdx− ε3/8
∫ 1

0

∂2
x [g (u

ε)− g (vε)]ϕdx

=ε−5/8

∫ 1

0

Rεϕdx. (78)

首先考虑 (78) 的第二项，有

ε−5/8

∫ 1

0

∂x [f (uε)− f (vε)]ϕdx

=− ε−5/8

∫ 1

0

[
f ′ (vε)

(
ε5/8ϕ

)
+

1

2
f ′′ (vθ)

(
ε5/8ϕ

)2]
∂xϕdx

≤− 1

2

∫ 1

0

f ′ (vε) ∂xϕ
2dx+ Cε5/8

∫ 1

0

|ϕ · ∂xϕ| dx

≤1

2

∫ 1

0

∂x∂uf (vε)ϕ2dx+ Cε5/4
∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

其中 vθ 位于 vε 与 uε 之间。令 J = 1
2

∫ 1

0
∂x∂uf (vε)ϕ2dx。分区域对 J 做能量估计得到

J =
1

2

∫ 1

0

∂x∂uf (vε)ϕ2dx

=
1

2

∫ εγ

0

∂x∂uf (vε)ϕ2dx+
1

2

∫ 2εγ

εγ
∂x∂uf (vε)ϕ2dx

+
1

2

∫ 1−2εγ

2εγ
∂x∂uf (vε)ϕ2dx+

1

2

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂x∂uf (vε)ϕ2dx

+
1

2

∫ 1

1−εγ
∂x∂uf (vε)ϕ2dx =

5∑
i=1

Ji.

首先估计第一项 J1，有

J1 =
1

2

∫ εγ

0

∂2
uf (vε) ∂xv

εϕ2dx

=
1

2ε

∫ εγ

0

∂2
uf (vε) ∂y

(
u0
b + εu1

b + ε2u2
b

)
ϕ2dx

≤ 1

2ε

∫ εγ

0

∣∣∂2
uf (vε) ∂yu

0
b

∣∣ϕ2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ 1

ε
C

∫ εγ

0

∣∣∂yu0
b

∣∣ · (∫ x

0

∂ηϕ(η, t) · 1dη
)2

dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ 1

ε
C

∫ εγ

0

∣∣∂yu0
b

∣∣ · xdx ·
∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

= εC

∫ +∞

0

∣∣∂yu0
b

∣∣ · ydy · ∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ εδ1C

∫ +∞

0

y · e−α1ydy ·
∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx
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≤ Cδ1ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

这里利用了近似解 vε 的结构性质，以及引理 2.2。接下来利用在匹配区域中得出的结论：

∂l
x(I1 −O) = O(1)ε(3−l)γ , l = 0, 1, 2,

得到 J2 的估计：

J2 =
1

2

∫ 2εγ

εγ
∂2
uf(v

ε)∂xv
εϕ2dx

=
1

2

∫ 2εγ

εγ
∂2
uf(v

ε)∂x(O +m1(I1 −O))ϕ2dx

≤ C

∫ 1

0

ϕ2dx.

同理可得

J3 =
1

2

∫ 1−2εγ

2εγ
∂x∂uf(v

ε)ϕ2dx ≤ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

J4 =
1

2

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂x∂uf(v

ε)ϕ2dx ≤ C

∫ 1

0

ϕ2dx.

关于 J 的最后一项 J5 的估计，类似于前面对 J1 的估计，有

J5 =
1

2

∫ 1

1−εγ
∂2
uf(v

ε)∂xv
εϕ2dx

=
1

2ε

∫ 1

1−εγ
∂2
uf(v

ε)∂ξ(u
0
b + εu0

b + ε2u0
b)ϕ

2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
| ∂ξ(u0

b) | ϕ2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
| ∂ξu0

b | ·
(
−
∫ 1

x

∂ηϕ(η, t) · 1dη
)2

dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
| ∂ξu0

b | ·(1− x)dx ·
∫ 1

0

| ∂xϕ |2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cεδ2

∫ 0

−∞
ξ · eα2ξdξ ·

∫ 1

0

| ∂xϕ |2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cδ2ε

∫ 1

0

| ∂xϕ |2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

这里利用了引理 2.3。接下来考虑 (78) 的第三项

− ε3/8
∫ 1

0

∂2
x[g(u

ε)− g(vε)]ϕdx
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= ε3/8
∫ 1

0

∂x[g
′(ṽθ)ε

5/8ϕ)]∂xϕdx

= ε

∫ 1

0

∂2
ug(ṽθ)∂xv

εϕ∂xϕdx+ θε13/8
∫ 1

0

∂2
ug(ṽθ)(∂xϕ)

2ϕdx+ ε

∫ 1

0

∂ug(ṽθ)(∂xϕ)
2dx,

其中 ṽθ 位于 vε 与 uε 之间，并且满足 ṽθ = vε + θε5/8ϕ。我们把它们分别记为 Mi (i = 1, 2, 3)。

先估计第一项

M1 = ε

∫ 1

0

∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx

= ε

∫ εγ

0

∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx+ ε

∫ 2εγ

εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx

+ ε

∫ 1−2εγ

2εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx+ ε

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx

+ ε

∫ 1

1−εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx =
5∑

i=1

Ki,

逐项估计有

K1 = ε

∫ εγ

0

∂2
ug(ṽθ)∂x(u

0
b + εu1

b + ε2u2
b)ϕ · ∂xϕdx

=

∫ εγ

0

∂2
ug(ṽθ)∂yu

0
bϕ · ∂xϕdx+ Cε2

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cδ3ε

∫ εγ

0

|∂xϕ|2dx+ C
1

ε

∫ εγ

0

|∂yu0
b |2

(∫ x

0

∂ηϕ(η, t) · 1dη
)2

dx

+ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cδ3ε

∫ εγ

0

|∂xϕ|2dx+ C
1

ε

∫ εγ

0

|∂yu0
b |2 · xdx ·

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx

+ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ C(δ1 + δ3)ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

这里先利用了 Cauchy 不等式和近似解的构造原理，并再次利用 ∂yu
0
b 满足的不等式 (31)。对

于 K2，有

K2 = ε

∫ 2εγ

εγ
∂2
ug(ṽθ)∂x(O +m1(I1 −O)) · ϕ · ∂xϕdx

≤ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,
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这里再次利用了近似解的构造原理以及 (54)。同理，再结合 (55)，得到 K3 和 K4 的估计如下：

K3 = ε

∫ 1−2εγ

2εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx ≤ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

K4 = ε

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx ≤ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx.

K5 的估计和 K1 的估计方法类似，得到

K5 = ε

∫ 1

1−εγ
∂2
ug(ṽθ)∂x(u

0
b + εu1

b + ε2u2
b)ϕ · ∂xϕdx

=

∫ 1

1−εγ
∂2
ug(ṽθ)∂ξu

0
bϕ · ∂xϕdx+ Cε2

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cδ4ε

∫ 1

1−εγ
|∂xϕ|2dx+ C

1

ε

∫ 1

1−εγ
|∂ξu0

b |2 ·
(
−
∫ 1

x

∂ηϕ(η, t) · 1dη
)2

dx

+ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cδ4ε

∫ 1

1−εγ
|∂xϕ|2dx+ C

1

ε

∫ 1

1−εγ
|∂ξu0

b |2(1− x)dx ·
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx

+ Cε2
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ C(δ2 + δ3)ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx.

将上述 Ki(i = 1, · · · , 5) 的估计进行整理得到 M1 的估计，以及通过简单的计算得到的 M2 的估计

如下：

M1 = ε

∫ 1

0

∂2
ug(ṽθ)∂xv

ε · ϕ · ∂xϕdx ≤ C(δ1 + δ2 + δ3)ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx,

M2 = θε13/8
∫ 1

0

∂2
ug(ṽθ)(∂xϕ)

2 · ϕdx ≤ Cε13/8
∫ 1

0

|∂xϕ|2dx.

对于 M3，由矩阵 B 满足的条件假设可知，存在 c0 > 0，有

M3 = ε

∫ 1

0

∂ug(ṽθ)(∂xϕ)
2dx ≥ c0ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx.

接下来，对于 (78) 的最后一项，有

ε−5/8

∫ 1

0

Rεϕdx ≤ ε−5/4

∫ 1

0

|Rε|2dx+

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cε5γ−5/4 +

∫ 1

0

ϕ2dx.
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综合以上所有估计，整理得到

1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2dx+ (c0 − δ)ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx ≤ C

∫ 1

0

ϕ2dx+ Cε5γ−5/4.

其中 δ =
∑4

i=1 δi，选取适当小的 δi, i = 1, 2, 3, 4，使得 c0 − δ > 0，再利用 Gronwall 不等式，有

sup
0≤t≤T

∫ 1

0

ϕ2dx+ Cε

∫ T

0

∫ 1

0

|∂xϕ|2dxdt ≤ Cε5γ−5/4.

引理 3.3. 䇴ᕋ⨼ 3.1 Ⲻٽ䇴ᶗԬד❬ᡆ㄁，ࡏᆎ൞ᑮᮦ C > 0，ᴿ

sup
0≤t≤T

∫ 1

0

|∂tϕ|2 dx+ Cε

∫ T

0

∫ 1

0

|∂t∂xϕ|2 dxdt ≤ Cε5γ−9/4. (79)

䇷᱄. 设 v(x, t) = ∂tϕ(x, t)，由 (71) 有

v(x, t) + ε−5/8∂x [f (uε)− f (vε)]− ε3/8∂2
x [g (u

ε)− g (vε)] = ε−5/8Rε. (80)

对 (80) 两边关于 t 求导得到

∂tv(x, t) + ε−5/8∂x∂t [f (uε)− f (vε)]− ε3/8∂2
x∂t [g (u

ε)− g (vε)] = ε−5/8∂tR
ε, (81)

以及初边值条件

v(x = 0, t) = 0, (82)

v(x = 1, t) = 0, (83)

v(x, t = 0) = O
(
ε2
)
. (84)

对 (81) 两边同时乘以 v(x, t)，并在区间 (0,1) 上积分得到

1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2dx+ ε−5/8

∫ 1

0

∂x [f (uε)− f (vε)]ϕdx− ε3/8
∫ 1

0

∂2
x [g (u

ε)− g (vε)]ϕdx (85)

= ε−5/8

∫ 1

0

Rεϕdx.

首先考虑 (85) 的第二项，

ε−5/8

∫ 1

0

∂x∂t[f(u
ε)− f(vε)]v dx

= −ε−5/8

∫ 1

0

∂t

[
f ′(vε)(ε5/8ϕ) +

1

2
f ′′(vθ)(ε

5/8ϕ)2
]
∂xv dx

= −ε5/8
∫ 1

0

f ′′(vθ)ϕv∂xv dx− 1

2
ε5/8

∫ 1

0

∂tf
′′(vθ)ϕ

2∂xv dx
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−
∫ 1

0

f ′(vε)v∂xv dx−
∫ 1

0

∂tf
′(vε)ϕ∂xv dx =

4∑
i=1

Qi.

其中 vθ 位于 vε 与 uε 之间。对于 Q1 和 Q2，由假设 (76) 以及 Cauchy 不等式，有

Q1 = −ε5/8
∫ 1

0

f ′′ (vθ)ϕv∂xvdx ≤ Cε5/4
∫ 1

0

|∂xv|2 dx+ C

∫ 1

0

v2dx.

Q2 = −1

2
ε5/8

∫ 1

0

∂tf
′′ (vθ)ϕ

2∂xvdx ≤ Cε5/4
∫ 1

0

|∂xv|2 dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx.

对 Q3 进行分部积分，由边界条件 (82) 和 (83) 有

Q3 = −
∫ 1

0

f ′ (vε) v∂xvdx = −1

2

∫ 1

0

f ′ (vε) ∂xv
2dx =

1

2

∫ 1

0

∂xf
′ (vε) v2dx

=
1

2

∫ εγ

0

∂x∂uf(v
ε)v2dx+

1

2

∫ 2εγ

εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx+
1

2

∫ 1−2εγ

2εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx

+
1

2

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx+
1

2

∫ 1

1−εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx =

5∑
i=1

Ri.

逐项估计，有

R1 =
1

2

∫ εγ

0

∂2
uf(v

ε)∂xv
εv2dx

=
1

2ε

∫ εγ

0

∂2
uf(v

ε)∂y(u
0
b + εu1

b + ε2u2
b)v

2dx

≤ 1

2ε

∫ εγ

0

|∂2
uf(v

ε)∂yu
0
b |v2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ 1

ε
C

∫ εγ

0

|∂yu0
b | · (

∫ x

0

∂ηv(η, t) · 1dη)2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ 1

ε
C

∫ εγ

0

|∂yu0
b | · xdx ·

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ Cδ1ε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

v2dx,

这里利用了 u0
b 的指数衰减性。接下来通过简单计算得到 Ri (1 = 2, 3, 4) 的估计如下，

R2 =
1

2

∫ 1−2εγ

2εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx ≤ C

∫ 1

0

v2dx,

R3 =
1

2

∫ 1−2εγ

2εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx ≤ C

∫ 1

0

v2dx,

R4 =
1

2

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂x∂uf(v

ε)v2dx ≤ C

∫ 1

0

v2dx.
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对于 R5，类似于 R1 的估计，有

R5 =
1

2

∫ 1

1−εγ
∂2
uf(v

ε)∂xv
εv2dx

=
1

2ε

∫ 1

1−εγ
∂2
uf(v

ε)∂ξ(u
0
b + εu0

b + ε2u0
b)v

2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
|∂ξ(u0

b)|v2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
|∂ξu0

b | · (−
∫ 1

x

∂ηv(η, t) · 1dη)2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ 1

ε
C

∫ 1

1−εγ
|∂ξu0

b | · (1− x)dx ·
∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

v2dx

≤ Cδ2ε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

v2dx,

这里利用了 ū0
b 的指数衰减性。将上述 Ri(i = 1, · · · , 5) 的估计进行整理，可以得到 Q3 的估计如

下，

Q3 =−
∫ 1

0

f ′(vε)v∂xvdx ≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

v2dx.

对于 Q4，有

Q4 = −
∫ 1

0

∂tf
′(vε)ϕ∂xvdx = − 1√

ε

√
ε

∫ 1

0

∂tf
′(vε)ϕ∂xvdx

≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C
1

ε

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε−1 · ε5γ−5/4

= δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε5γ−9/4,

这里利用了 Cauchy 不等式和引理 3.1 的结论。

接下来考虑 (85) 的第三项

−ε
3
8

∫ 1

0

∂2
x∂t[g (u

ε)− g (vε)]vdx = ε
3
8

∫ 1

0

∂x∂t

[
g′ (ṽθ)

(
ε

5
8ϕ

)]
∂xvdx

=ε

∫ 1

0

∂xg
′ (ṽθ) v∂xvdx+ ε

∫ 1

0

g′ (ṽθ) (∂xv)
2
dx

+ ε

∫ 1

0

∂x∂tg
′ (ṽθ)ϕ∂xvdx+ ε

∫ 1

0

∂tg
′ (ṽθ) ∂xϕ∂xvdx =

4∑
i=1

Ii,

其中 ṽθ 位于 vε 与 uε 之间，并且满足 ṽθ = vε + θε5/8ϕ。
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I1 = ε

∫ 1

0

∂xg
′ (ṽθ) v∂xvdx

= ε

∫ 1

0

g′′ (ṽθ) ∂xv
εv∂xvdx+ θε13/8

∫ 1

0

g′′ (ṽθ) ∂xϕv∂xvdx.

首先利用估计 M1 的方法来估计 I1 的第一项，有

g′′ (ṽθ) ∂xv
εv∂xvdx ≤ C

∫ 1

0

v2dx+ Cδε

∫ 1

0

|∂xv|2 dx.

对于 I1 的第二项，有

θε13/8
∫ 1

0

g′′ (ṽθ) ∂xϕv∂xvdx ≤ Cε · ε5/8
∫ 1

0

∂xϕ∂xvdx

≤ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx+ Cε2
∫ 1

0

|∂xv|2 dx.

接下来，对于 I2，由矩阵 B 满足的条件假设可知，存在 c0 > 0，有

g′ (ṽθ) |∂xv|2 dx ≥ c0ε

∫ 1

0

|∂xv|2 dx.

紧接着，对于 I3，有

I3 = ε

∫ 1

0

∂u∂tg
′(ṽθ) ∂xṽθ ϕ∂xvdx

= ε
13
8 θ

∫ 1

0

∂t∂
2
ug(ṽθ) ∂xϕϕ∂xvdx+ ε

∫ 1

0

∂t∂
2
ug(ṽθ) ∂xv

ε ϕ∂xvdx,

其中 ṽθ = vε + θε5/8ϕ。

对 I3 的第一项作用 Cauchy 不等式得到

ε13/8θ

∫ 1

0

∂t∂
2
ug(ṽθ) ∂xϕϕ∂xvdx ≤ Cε · ε5/8

∫ 1

0

∂xϕ∂xvdx

≤ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ ε2
∫ 1

0

|∂xv|2dx,

这里也利用了 ϕ 的有界性。接下来对 I3 的第二项分区域进行估计有

ε

∫ 1

0

∂t∂
2
ug(ṽθ) ∂xv

ε ϕ∂xvdx ≤ Cε

∫ 1

0

∂xv
ε ϕ∂xvdx

= Cε

∫ εγ

0

∂xv
ε ϕ∂xvdx+ Cε

∫ 2εγ

εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx

+ Cε

∫ 1−2εγ

2εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx+ Cε

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx
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+ Cε

∫ 1

1−εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx =

5∑
i=1

Pi.

将估计 M1 的方法来估计 P1，有

P1 = Cε

∫ εγ

0

∂xv
εϕ∂xvdx

= Cε

∫ εγ

0

∂x(u
0
b + εu1

b + ε2u2
b)ϕ∂xvdx

≤ Cε

∫ εγ

0

∂xu
0
b ϕ∂xvdx+ Cε2

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ Cε5γ−5/4.

这里也利用了引理 3.1 的结论。对于 P2 有

P2 = Cε

∫ 2εγ

εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx

= Cε

∫ εγ

0

∂x(O +m1(I1 −O))ϕ∂xvdx

≤ ε2
∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ ε2
∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε5γ−5/4.

同理，

P3 = Cε

∫ 1−2εγ

2εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx ≤ ε2
∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε5γ−5/4,

P4 = Cε

∫ 1−εγ

1−2εγ
∂xv

ε ϕ∂xvdx ≤ ε2
∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε5γ−5/4.

与 P1 的估计方法类似，得到 P5 的估计如下，

P5 = Cε

∫ 1

1−εγ
∂xv

εϕ∂xvdx

= Cε

∫ 1

1−εγ
∂x(u

0
b + εu0

b + ε2u0
b)ϕ∂xvdx

≤ Cε

∫ εγ

0

∂xu
0
bϕ∂xvdx+ Cε2

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ C

∫ 1

0

ϕ2dx

≤ Cε

∫ εγ

0

∂xu
0
bϕ∂xvdx+ Cε2

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε5γ−5/4

≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ Cε5γ−5/4.
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将上述 Pi(i = 1, · · · , 5) 的估计进行整理得到 I3 的估计，即

I3 = ε

∫ 1

0

∂x∂tg
′(ṽθ)ϕ∂xvdx

≤ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx+ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ Cε5γ−5/4.

对于 I4，通过简单计算有

I4 = ε

∫ 1

0

∂tg
′(ṽθ)∂xϕ∂xvdx ≤ C

√
ε ·

√
ε

∫ 1

0

∂xϕ∂xvdx

≤ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+ δε

∫ 1

0

|∂xv|2dx.

对于 (85) 的最后一项，我们有

ε−5/8

∫ 1

0

∂tR
εvdx ≤ ε−

5
4

∫ 1

0

|∂tRε|2dx+

∫ 1

0

v2dx

≤
∫ 1

0

v2dx+ Cε5γ−5/4.

综合以上所有估计，整理得到

d

dt

∫ 1

0

v2dx+ (c0 − δ)ε

∫ 1

0

|∂xv|2dx ≤ Cε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx+

∫ 1

0

v2dx+ Cε5γ−9/4.

选取适当小的 δ，使得 c0 − δ > 0，再利用 Gronwall 不等式得到

sup
0≤t≤T

∫ 1

0

|∂tϕ|2dx+ Cε

∫ T

0

∫ 1

0

|∂t∂xϕ|2dxdt ≤ Cε5γ−9/4.

引理 3.4. 䇴ᕋ⨼ 3.1 Ⲻٽ䇴ᶗԬד❬ᡆ㄁，ሯ࠼ݻቅⲺ ε > ᆎ൞ᑮᮦࡏ，0 C > 0，ᴿ

sup
0≤t≤T

∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx ≤ Cε5γ−11/4. (86)

䇷᱄. 由 (77)，我们有

1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2dx+ ε

∫ T

0

∫ 1

0

|∂xϕ|2dxdt ≤ Cε5γ−5/4,

可得

ε

∫ 1

0

|∂xϕ|2dx ≤ −1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2dx+ Cε5γ−5/4
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≤ −
∫ 1

0

∂tϕ · ϕdx+ Cε5γ−5/4

≤ C∥∂tϕ∥L2(0,1) · ∥ϕ∥L2(0,1) + Cε5γ−5/4

≤ Cε5γ/2−9/8 · ε5γ/2−5/8 + Cε5γ−5/4

≤ Cε5γ−7/4 + Cε5γ−5/4

≤ Cε5γ−7/4,

其中我们利用了 Hölder 不等式，以及引理 3.1 和引理 3.2 的结论。进而有∫ 1

0

|∂xϕ|2 dx ≤ Cε5γ−11/4.

3.3. 命题 3.1 的证明

ળ从 3.1 Ⲻ䇷᱄. 要证明 (71) 存在解 ϕ(x, t)，实际上，通过 (77) ， (86) 以及 Sobolev 不等式可
得：

sup
0≤t≤T

∥ϕ(·, t)∥L∞(0,1) ≤
√
2 sup

0≤t≤T
∥ϕ(·, t)∥1/2L2(0,1) · sup

0≤t≤T
∥∂xϕ(·, t)∥1/2L2(0,1)

≤ Cε5γ/4−5/16 · ε5γ/4−11/16

≤ Cε5γ/2−1,

其中 γ ∈
(
17
20
, 1
)
，从而有

sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− vε(·, t)∥L∞(0,1) ≤ sup
0≤t≤T

∥∥ε5/8ϕ(·, t)∥∥
L∞(0,1)

≤ Cε5/8 · ε5γ/2−1

≤ Cε5γ/2−3/8.

所以 (75) 成立，即命题 1 得证。

3.4. 定理 1.1 的证明

ᇐ⨼ 1.1 Ⲻ䇷᱄. 选择合适的 γ ∈ ( 17
20
, 1) 再结合 (56) 和 (77) 以及三角不等式，得到 (7) 的证明如

下：

sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− u0∥L2(0,1) ≤ sup
0≤t≤T

∥uε(·, t)− vε(·, t)∥L2(0,1) + sup
0≤t≤T

∥vε(·, t)− u0∥L2(0,1)

≤ Cε5/8 · ε5γ/2−5/8

≤ Cε.
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接下来，利用 (56) 和 (75)，对 h > 0, ∀x ∈ (h, 1− h), 有

sup
0≤t≤T

|uε(x, t)− u0(x, t)| ≤ Cε5γ/2−3/8 + Cε

≤ Cε.

其中 γ ∈ ( 17
20
, 1)，即 (8) 得证，则定理 1.1 得证。

4. 结论与讨论

本文研究了有界区间上一维非线性粘性守恒律方程组解的粘性消失极限问题。我们在两个不

相互作用的弱边界层共存的设定下，通过匹配渐近展开法构造了高阶近似解，并利用基于熵结构

的能量估计方法，严格证明了在远离边界的内部区域，粘性解 uε 以 O(ε) 的速率一致收敛到相应

的无粘解 u0（定理 1.1）。这一结果将有界区域上单个方程 [8] 或单个边界层 [17] 的相关结论推广
到了方程组及多边界层的情形。

在收敛阶方面，本文在内部区域获得的 L∞ 意义下的 O(ε) 收敛率，与 Goodman 和 Xin [9]
在全空间上对具有激波的解所证明的收敛率是一致的。在边界层理论中，这一阶数通常被认为是

最优的。原因在于，即使在最简单的线性模型下，边界层本身的修正量在 L∞ 范数下是 O(1) 的，

其影响范围厚度为 O(ε)。因此，在包含边界层的全局区域上，一致收敛阶无法达到 O(ε)。本文定

理 1.1 的结论表明，尽管全局一致收敛被边界层阻挡，但在内部区域我们仍然能够恢复出与无界区
域问题相同的最优收敛率，这清晰地分离了边界层效应与内部收敛行为。

本文工作仍存在一些局限性，这为未来的研究指明了方向。假设 (III) 要求严格的流入/流出
边界条件，这在数学上显著简化了边界层分析。一个自然的推广是考虑更具挑战性的特征边界条

件，或是混合边界条件（一端为特征边界，另一端为非特征边界）。此时，边界层方程的类型可能

发生变化，分析将更为复杂。本文假设无粘解 u0 是光滑的，未考虑其内部存在激波（间断）的情

形。在实际物理问题中，无粘解通常包含激波。当粘性解在激波附近产生内部层（激波层），并且

激波层可能与边界层共存甚至相互作用时，粘性消失极限的分析将变得极其复杂。这是该领域一

个备受关注且尚未完全解决的公开问题。定理 1.1 中对无粘解 u0 及初值的高阶 Sobolev 空间正则
性要求（如 H6），源于证明中高阶近似解的构造及繁杂的能量估计。探索能否降低这些正则性假

设，或发展更精巧的估计方法以适应更低正则性的解，是一个有理论价值的课题。本文工作局限

于空间一维情形。物理上更相关的高维空间中的粘性消失极限，特别是边界层与激波相互作用的

二维或三维问题，其数学描述和分析和将面临更大的困难，是极具前景的研究方向。
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