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摘 要

本文研究由一维 Lévy 过程驱动的有限记忆自排斥扩散过程 XT (t)。将该过程的路径增量构造为

Skorokhod 空间 D[0, T ] 上的马尔可夫链并证明了该链的 Harris 正常返性以及其不变测度的有
限性, 由此得出该过程的强大数定律。
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Abstract

This paper investigates a finite-memory self-repelling diffusion process XT (t) driven by
a one-dimensional Lévy process. By formulating the path increments of the process
as a Markov chain on the Skorokhod space D[0, T ], we establish the Harris recurrence
of the chain and the finiteness of its invariant measure. Consequently, the strong law
of large numbers for this process is derived.
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1. 引言

自排斥扩散常被用于模拟聚合物链的生长或多孔介质中微粒的运动轨迹 [1, 2]。这类运动的核
心特征是粒子在移动过程中会留下某种“气味”或物理占据空间, 从而对其未来的路径产生排斥作
用。

经典的自排斥扩散模型是最初由 Durrett 和 Rogers [3] 提出的布朗聚合物模型, 并由 Cranston
和 Mountford [4] 进一步完善了其渐近行为的严格证明。然而, 真实的物理环境往往伴随着非连续
的随机冲击。为了更真实地刻画这种具有跳跃特征的复杂噪声, 我们将驱动过程推广为一维 Lévy
过程 L(t)。本文我们研究以下随机微分方程:

X(t) = L(t) +

∫ t

0

ds

∫ s

0

f(X(s)−X(u))du (1)

其中, f ≥ 0 是排斥函数。该方程描述了一个非马尔可夫的系统: 粒子在时刻 t 的位移不仅受

到当前白噪声的驱动, 还受到其整个历史轨迹 X([0, t]) 的积分排斥。这种全历史依赖导致过程的自

然状态空间是无穷维的, 给直接分析其遍历性和渐近行为带来了极大困难。

为了克服无穷维状态空间带来的技术困难, 我们引入了一个截断参数 T > 0, 构造具有有限记
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忆的近似过程 XT (t)。具体而言, 我们考虑如下由 Lévy 过程驱动的有限记忆泛函随机微分方程:

XT (t) = L(t) +

∫ t

0

ds

∫ s

(s−T )∨0

f(XT (s)−XT (u))du (2)

为保证后续遍历性分析的严谨性, 我们对驱动过程 L(t) 和排斥函数 f 作出如下假设:

(假设 A) 一维 Lévy 过程 L(t) 的生成元三元组为 (σ2, ν, b), 且满足:

• 具有严格的平均正向漂移: E[L1] > 0 。

• Lévy 测度具有二阶矩:
∫
R\0 x

2ν(dx) < ∞ 。

• 存在指数矩: 即存在 θ0 > 0, 使得对所有 θ ∈ (−θ0, θ0), 有 E[eθL1 ] < ∞ 。

• 高斯分量非退化: σ2 > 0 。

关于 Lévy 过程的更多基础性质, 可以参考 [5–8]。

(假设 B) 假设交互函数 f 为非负、Lipschitz 连续且具有紧支撑的函数。不失一般性, 我们假
设 supp f ⊆ [−1, 1] 且 ||f ||∞ ≤ 1 。

注记 严格正向平均漂移 E[L1] > 0 模拟了粒子在一个具有主导方向的环境中运动（如重力场

或稳定的流体动力）。非退化的高斯分量 σ2 > 0 则代表了环境中无处不在的基础噪声。

本文的核心内容是刻画上述有限记忆近似过程 XT (t) 的长时间渐近行为。我们的工作包括主

要两个方面:

首先, 将连续时间过程 XT (t) 的增量切分为长度为 T 的路径片段:

Yn(s) ≡ XT ((n− 1)T + s)−XT ((n− 1)T ), 0 ≤ s ≤ T (3)

由于截断, 序列 {Yn}n≥1 构成了一个定义在 Skorokhod 空间 D[0, T ] 上的马尔可夫链。我们将

利用 Lévy-Itō 分解分离出连续高斯项, 证明该马尔可夫链的 Harris 正常返性。

其次, 在确立了遍历性的基础上, 我们将证明其不变测度 µT 的有限性, 并进一步建立过程
XT (t) 的强大数定律。即证明存在一个仅依赖于截断长度 T 的严格正向常数速度 cT , 使得以下极
限成立:

lim
t→∞

XT (t)

t
= cT a.s. (4)

2. 预备知识

在本节中, 我们简要介绍本文所依赖的核心数学概念与工具。
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2.1. Lévy 过程与 Lévy-Itō 分解

本文的驱动噪声是一维 Lévy 过程 L(t), 其由特征三元组 (σ2, ν, b) 完全决定。对于任意时间段

[0, T ] 上的 Lévy 增量 L′
s ≡ L(nT + s)− L(nT ), 给定截断常数 ϵ > 0, 根据 Lévy-Itō 分解 [5, 6], 我

们可以将其表示为以下四个独立部分的和:

L′
s = γϵs+ σWs + J ϵ

s +M ϵ
s (5)

其中:

• γϵs 为截断后的线性漂移项。

• σWs 为连续的中心化高斯分量, 根据假设 A, 该分量是非退化的 (即 σ2 > 0) 。

• J ϵ
s =

∫ s

0

∫
|x|>ϵ

xN(dr, dx) 为描述绝对值大于 ϵ 的跳跃的复合泊松过程, 其跳跃强度为有限值
λϵ = ν({x : |x| > ϵ}) < ∞ 。

• M ϵ
s =

∫ s

0

∫
|x|≤ϵ

xÑ(dr, dx) 为由小跳跃构成的纯跳补偿泊松鞅。

2.2. Skorokhod 空间与马尔可夫链的离散化

由于方程中存在积分排斥项
∫ s

(s−T )∨0
f(XT (s)−XT (u))du , 过程 XT (t) 的瞬时演化依赖于过

去长度为 T 的历史轨道, 因此它本身不是一个马尔可夫过程。

为克服这一困难, 我们引入离散时间骨架。记 D[0, T ] 为赋予 Skorokhod 拓扑的右连续且带有
左极限 (càdlàg) 的函数空间 (参考 [9,10])。我们定义过程在第 n 个时间窗口 [(n− 1)T, nT ] 内的路

径增量片段为:
Yn(s) ≡ XT ((n− 1)T + s)−XT ((n− 1)T ), 0 ≤ s ≤ T

对于 n ≥ 1, 上述定义将连续时间的非马尔可夫过程转化为了状态空间 D[0, T ] 上的离散时间

序列 {Yn} 。由于 Lévy 过程具有独立平稳增量, 且记忆长度严格截断于 T , 序列 {Yn} 构成了一个
定义在无穷维泛函空间 D[0, T ] 上的马尔可夫链。

2.3. 正常返与不变测度

对于定义在一般状态空间 (如 D[0, T ]) 上的马尔可夫链, 经典的离散状态空间遍历理论不再适
用。我们需要依赖 Harris 链理论 [11–14]。

设 p(y,K) ≡ P (Yn+1 ∈ K|Yn = y) 为马尔可夫链的一步转移概率。如果在 Skorokhod 拓扑
下, 对于任意非空开集 K ⊂ D[0, T ], 存在一个严格大于零的常数 CK > 0, 使得对所有初始状态
y ∈ D[0, T ] 均有:

p(y,K) ≥ CK

则称该马尔可夫链 {Yn} 是 Harris 正常返的。
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根据 Harris 链的基本性质, 若链是 Harris 正常返的, 则其必然存在一个不变测度 µT 。进一步

地, 为了建立大数定律, 我们需要确保该不变测度是有限的。

对于一不变测度有限的 Harris 链, 我们有以下重要结论, 即 Birkhoff 遍历定理, 其证明过程可
参考 [15]。

定理1.1 设 Φ = {Φn}n≥1 为定义在一般可测状态空间 (E, E) 上的马尔可夫链。若 Φ 是

Harris 正常返的, 则它存在唯一的 (至多相差一个乘法常数) 不变测度。进一步地, 若该不变测度是
有限的 (即 Φ 为正 Harris 常返链), 我们可以将其无损地归一化为唯一的不变概率测度 π。对于任

意满足绝对可积条件的实值可测函数 (或观测泛函) f ∈ L1(E, π), 即
∫
E
|f(x)|π(dx) < ∞, 则对于

任意的初始状态 Φ1 = x ∈ E, 下列极限在几乎必然 (Px-a.s.) 的意义下成立:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(Φk) =

∫
E

f(y)π(dy) a.s.

3. 主要定理及证明

本节的核心目标是严格证明有限记忆自排斥扩散过程的强大数定律。我们的主定理如下:

定理3.1 在满足 Lévy 过程假设 (假设 A) 与自排斥函数假设 (假设 B) 的条件下, 存在一个严
格正的常数 cT , 使得有限记忆近似过程满足:

lim
t→∞

XT (t)

t
= cT a.s. (6)

为了证明该定理, 我们将连续时间过程的增量转化为离散马尔可夫链 {Yn} , 并通过以下四个关
键引理完成论证。

3.1. Harris 正常返性

引理2.2 设 {Yn}n≥1 为定义在 càdlàg 函数的 Skorokhod 空间 D[0, T ] 上的马尔可夫链。假

设驱动 Lévy 过程的高斯分量非退化 (即 σ2 > 0) , 则对于 D[0, T ] 中的任意非空开集 K, 存在一个
常数 CK > 0, 使得对所有初始状态 y ∈ D[0, T ], 一步转移概率满足:

p(y,K) ≡ P (Yn+1 ∈ K|Yn = y) ≥ CK

因此, 序列 {Yn} 是一个 Harris 正常返马尔可夫链。

证明 首先, 对区间 [0, T ] 上的 Lévy 增量 L′
s ≡ L(nT + s)− L(nT ) 进行 Lévy-Itō 分解:

L′
s = γϵs+ σWs + J ϵ

s +M ϵ
s

其中, γϵs 为线性漂移项, σWs 为连续高斯部分, J ϵ
s 为跳跃强度为 λϵ < ∞ 的大跳跃复合泊松
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过程, M ϵ
s 为小跳跃纯跳补偿鞅。

由方程定义可知, 路径 Yn+1 是 Lévy 增量与继承自上一路径 y 的漂移项 br(y) 的积分之和。根

据假设 B, 交互函数 f 有界, 因此存在常数 M 使得对于所有的 y 和 r, 都有 |br(y)| ≤ M。

定义事件 E1 为复合泊松过程 J ϵ
s 在 [0, T ] 上无跳跃。由于独立增量性质, 该事件的概率为

P (E1) = e−λϵT > 0。在给定事件 E1 的条件下, Yn+1(s) 可化简为高斯分量 σWs 与扰动项 ∆s(y)

之和:

Yn+1(s)|E1
= σWs +∆s(y)

对于小跳跃鞅, 由 Doob 的 L2 不等式和马尔可夫不等式可知其上确界是依概率有界的。给

定 δ > 0, 定义事件 E2 ≡ {sups∈[0,T ] |M ϵ
s | ≤ 1}, 使得其概率大于 1 − δ。我们可以证明, 在交事件

E1 ∩ E2 上, 扰动项 ∆s(y) 在一致范数下被一致有界控制:

给定初始状态 Y0 = y, 定义由初始历史 y 产生的瞬时漂移扰动项为:

∆s(y) =

∫ s

(s−T )∨0

f(XT (s)−XT (u))du+

∫ (s−T )∨0

s−T

f(XT (s)− y(u))du

根据假设 B, 交互函数 f 是有界的（即 ∥f∥∞ ≤ 1）且非负, 对于任意 y ∈ D[−T, 0] 以及任意

时刻 s ∈ [0, T ], 我们有绝对一致的积分上界:

|∆s(y)| ≤
∫ s

s−T

∥f∥∞du ≤ T · 1 = T

且这一上界独立于初始状态 y 和过程的演化路径。

由于 K 是 Skorokhod 空间中的非空开集, 它必然包含一个以某连续路径 w0 为中心的开

球 B(w0, ρ)。目标事件 {Yn+1 ∈ K} 发生的条件可转化为高斯分量 σWs 落在平移后的开球

BD[0,T ](w0 −∆(y), ρ) 内。由于缩放的 Wiener 测度在连续函数空间上具有全支集, 且扰动中心被限
制在紧集内, 该概率存在一个与 y 无关的严格正向一致下界 C ′′

K > 0。

从而, 转移概率的下界可放缩为:

p(y,K) ≥ P (Yn+1 ∈ K ∩ E1 ∩ E2|Yn = y)

= P (Yn+1 ∈ K|Yn = y,E1, E2) · P (E1 ∩ E2|Yn = y)

≥ C ′′
K · P (E1)P (E2)

≥ C ′′
K · e−λϵT (1− δ)

令 CK = C ′′
K · e−λϵT (1 − δ), 我们即找到了独立于初始状态的正向一致下界, 故链的 Harris 正

常返性得证。
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3.2. 不变测度的有限性

既然 {Yn} 是 Harris 正常返的, 它必然拥有一个不变测度 µT 。

引理3.3 上述不变测度 µT 必须是有限测度, 即 µT (D[0, T ]) < ∞ 。

证明 用反证法。假设 µT 是无限的不变测度。根据 Harris 链理论, 对于任何有界且 µT -可积的
函数 f , 其期望序列必将收敛于零。我们选取指示函数 f(y) = 1K(y), 其中 K 为前述开集。应用

Revuz 定理, 则有:

lim
n→∞

P (Yn ∈ K|Y1 = y) = 0

然而, 由引理 3.2 可知, 单步转移概率始终有下界 p(y,K) ≥ CK > 0 , 这必然导致:

P (Yn ∈ K|Y1 = y) ≥ CK > 0

两者产生矛盾。因此, 不变测度 µT 不可能为无限测度, 必然是有限测度。

3.3. 泛函可积性及主定理的证明

为了应用遍历定理, 最后需要验证路径泛函关于上述不变测度 µT 是可积的。

引理3.4 路径泛函 f(y) = y(T ) 关于不变测度 µT 是可积的, 即 f ∈ L1(µT ) 。

证明 对条件期望进行放缩:

Ew[|Yn+1(T )|] ≤ Ew[|L((n+ 1)T )− L(nT )|] + Ew

[∣∣∣∣∫ T

0

br(w)dr

∣∣∣∣]
由于 Lévy 过程具有有限均值 E[L1] < ∞ 且交互函数有界导致漂移项一致有界, 上式可进一步

放缩为:

Ew[|Yn+1(T )|] ≤ TEw[L1] + T 2 · Cf

记该有界常数为 CT = TEw[L1] + T 2 · Cf。在整个状态空间上积分可得:

∫
D[0,T ]

|y(T )|µT (dy) ≤ CT · µT (D[0, T ]) < ∞

这充分证明了 f(y) = y(T ) ∈ L1(µT )。

引理3.4 假设序列 {XT (nT )}∞n=0 满足离散形式的强大数定律, 即 limn→∞
XT (nT )

nT
= cT a.s.

。在假设 A 与 B 的条件下, 连续时间过程的渐近速度几乎必然收敛于同一确定性极限, 即:

lim
t→∞

XT (t)

t
= cT a.s.
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证明 对于任意连续时间 t ≥ 0, 定义其所处的离散时间区间序号为 n(t) = ⌊t/T ⌋, 显然有
n(t)T ≤ t < (n(t) + 1)T , 我们有如下分解:

XT (t)

t
=

XT (n(t)T )

t
+

XT (t)−XT (n(t)T )

t

由于 n(t)
t

≤ 1
T
且当 t → ∞ 时有 n(t)

t
→ 1

T
, 分解式中第一项的极限由离散大数定律直接给出:

lim
t→∞

XT (n(t)T )

t
= lim

t→∞

(
XT (n(t)T )

n(t)
· n(t)

t

)
= cT a.s.

定义第 n 个离散区间内的最大绝对波动为:

ξn = sup
s∈[nT,(n+1)T ]

|XT (s)−XT (nT )|

由假设 B 知排斥函数有界 (∥f∥∞ ≤ 1), 故在长度为 T 的区间内, 漂移项的绝对增量严格被 T

有界控制。因此:

ξn ≤ sup
s∈[nT,(n+1)T ]

|L(s)− L(nT )|+ T 2

利用 Lévy 过程增量的平稳独立性, 定义随机变量序列:

ζn = sup
s∈[nT,(n+1)T ]

|L(s)− L(nT )|

可知 {ζn}∞n=1 是独立同分布的随机变量序列。根据假设 A, 驱动噪声的 Lévy 测度具有有限二
阶矩, 由 Doob 极大值不等式, ζ1 具有有限的二阶矩, 即 E[ζ21 ] < ∞。从而推导出 E[ξ21 ] < ∞。

利用 Chebyshev 不等式, 对于任意给定的常数 ϵ > 0:

P (ξn > ϵn) ≤ E[ξ2n]

ϵ2n2
=

E[ξ21 ]

ϵ2n2

由于级数
∑∞

n=1
1
n2 收敛, 根据 Borel-Cantelli 引理, 事件 {ξn > ϵn} 发生的次数几乎必然有限。

由 ϵ 的任意性可得:

lim
n→∞

ξn
n

= 0 a.s.

回到分解式的第二项, 我们有:

|XT (t)−XT (n(t)T )|
t

≤
ξn(t)
n(t)T

=
1

T

(
ξn(t)
n(t)

)
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当 t → ∞ 时, n(t) → ∞, 上述界限几乎必然收敛于 0。结合两项的收敛性, 应用夹逼定理, 我
们严密地确立了从离散时间到连续时间的极限过渡。

定理 3.1 的证明 基于上述结论, 马尔可夫链 {Yn} 满足应用 Birkhoff 遍历定理的所有条件。
对泛函 f(Yk) = Yk(T ) 取均值, 几乎必然有:

1

n

n∑
k=1

Yk(T ) →
∫

w(T )dµT (w) a.s.

由于
∑n

k=1 Yk(T ) 恰好等于离散时间点 nT 处的总位移 XT (nT ), 将其代入并除以时间窗口长
度 T , 我们得到:

lim
n→∞

XT (nT )

nT
=

1

T

∫
w(T )dµT (w) = cT a.s.

最后, 通过控制时间窗口 [nT, (n+1)T ) 内部的有界波动, 该离散极限等价于连续时间的渐近行
为:

lim
t→∞

XT (t)

t
= cT a.s.

定理 3.1 证明完毕。

4. 结论与后续研究展望

本文研究了由一维 Lévy 过程驱动的有限记忆自排斥扩散模型, 我们引入了截断时间窗口 T ,
并将连续时间过程的轨道增量转化为 Skorokhod 空间 D[0, T ] 上的离散马尔可夫链。通过运用

Lévy-Itō 分解分离跳跃项与连续高斯分量, 严格证明了该离散骨架的 Harris 正常返性及其不变测
度的有限性。基于此确立了该有限记忆近似过程的强大数定律, 证明了其存在确定的渐近漂移速度
cT。未来的研究工作可沿着以下方向展开:

• 本文确立了系统的一阶极限行为 (大数定律)。探讨该有限记忆过程的次级波动, 例如建立对应
的泛函中心极限定理或大偏差原理 [16], 将有助于精确量化系统向不变测度收敛的速率与轨道
波动的尾概率。

• 当截断参数 T → ∞ 时, 探讨有限记忆过程 XT (t) 的渐近速度 cT 能否严格收敛于原始无限记

忆过程 X(t) 的渐近速度是一个极具价值的公开问题。由于 Lévy 过程具有任意的双边跳跃,
这要求对跳跃产生的过冲误差进行极度精细的测度变换与概率耦合控制。

• 若放宽 σ2 > 0, 即对于纯跳跃 Lévy 过程, 过程的转移概率可能不再对 Lebesgue 测度绝对连
续。此时证明 Harris 正常返将需要利用 Lévy 测度 ν 的算术性质来证明状态空间的可分性。
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