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摘 要

该文分别考虑了 n 次中心对称量子图与笛卡尔积量子图. 根据循环群的不可约表示及两类对称图
上平方可积函数空间的分解定理, 给出了定义在两对称结构量子图上 Schrödinger 算子的分解定
理. 进一步考虑了一种特殊的 n 次中心对称量子图: 循环图. 在满足 δ 耦合顶点条件下给出了其

上定义的 Lapace 算子的谱条件, 为进一步研究两类量子图的谱估计问题打下基础.
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Abstract

This paper considers n subcenter-symmetric quantum graphs and Cartesian product
graphs. According to the irreducible representations of cyclic groups and the de-
composition theorems of the square-integrable function space on these two types of
symmetric graphs, it establishes decomposition theorems for the Schrödinger oper-
ators defined on the two symmetric quantum graphs. Furthermore, it considers a
special class of n subcenter-symmetric quantum graphs: cyclic graphs, and establishes
the spectral conditions of the Laplace operator under δ coupling vertex conditions,
which lays a foundation for the further study of spectral estimates for these two types
of quantum graphs.
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1. 引言

在数学物理研究中, 量子图模型通常被用来模拟量子粒子在一维复形上的运动行
为, 它由度量图及定义在其上的微分算子组成, 并需满足特定的顶点条件 [1]. 其中, 图
的边表示粒子可能的运动路径, 顶点则对应路径的连接点, 通过运用代数拓扑, 谱理
论, 偏微分方程与散射理论等方法分析相关的物理机制, 量子图被广泛的应用于固体物
理 [2], 材料科学与纳米技术 [3, 4] 等领域. 根据边的数量及每边长度是否有限, 度量图
可以分为紧致度量图与非紧致度量图两大类: 紧致度量图具有有限条边且每条边的长
度均有限; 非紧致度量图则涵盖其余的一般情形 [5]. 紧致度量图凭借其结构的简单性,
为从谱数据重构图的几何结构提供了可能, 是等谱问题及逆谱问题研究的主要对象.

目前, 关于度量图上微分算子的分解已取得许多重要结论, 例如 Kuchment 和
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Carlson 等人在文献 [6, 7] 中给出了周期度量图上周期微分算子的 Floquet-Bloch 分解
定理, 将整体图上微分算子的谱分析转化为其基本域上纤维算子的谱分析; Kostenko
等在 [8] 中研究了径向反对称树上的谱性质, 将定义在其上的 Laplace 算子分解为
Sturm–Liouville 的直和, 得到了谱的离散性判定准则, 并给出了谱隙估计. 本文在 [9]
中给出的平方可积函数空间分解定理的基础上, 结合循环群的不可约表示理论给出了
定义在 n 次中心对称图与笛卡尔积图上, 满足 δ 耦合顶点条件的 Schrödinger 算子的分
解定理, 并进一步给出了循环图上 Laplace 算子的谱条件, 为研究其谱的结构提供了新
的思路.

2. 基础知识

本章主要给出本文所需定义, 定理及符号表示, 更多内容详见 [1, 9, 10].

2.1. 量子图

图 Γ 是一个有序二元组 (V , E), V 为顶点集, E 为边集, V 和 E 互不相交. 若 V 和
E 均为有限集合, 则称 Γ 为有限图. E(v) 表示图中与顶点 v 相连的边集, V := |V| 和
E := |E| 分别表示顶点及边的数量, 记含 n 个顶点的图为 Γn. 顶点 v 的度 dv = |Ev| 为
图 Γ 中与其相连的边数. 若对 Γ 中的每条边 e 定义一个长度 Le ∈ [0,+∞), 则称 Γ 为

度量图, Le = +∞ 对应的边为一条射线. 度量图上的点除顶点外还包括所有边内点, 即
图上函数 f 是沿边定义的. 沿边坐标的存在使得度量图上 Lebesgue 测度的定义自然成
立, 进而可在度量图上定义标准的函数空间. 如度量图上的平方可积函数空间 L2(Γ) 及

Sobolev 空间 H2(Γ):
定义 2.1. ഴ Γ рⲺᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪 L2(Γ) ⭧൞∅ᶗ䗯 e рਥ⎁ъᒩᯯਥ〥Ⲻ࠳ᮦ

㓺ᡆ, ъ┗䏩ԛсᶗԬ:
||f ||2L2(Γ) :=

∑
e∈E

||fe||2L2(e) < ∞,

ެѣ fe 㺞⽰䲆࡬൞䗯 e рⲺ࠳⇫࠼ᮦ, L2(e) 㺞⽰ᇐѿ൞䗯 e рⲺᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪.
঩ L2(Γ) ਥ㺞⽰Ѱ䗯рᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪 L2(e) Ⲻ⴪ૂ.
定义 2.2. ഴ Γ рⲺ Sobolev グ䰪 H2(Γ) ⭧┗䏩ԛсᶗԬⲺ࠳ᮦ f 㓺ᡆ:

H2(Γ) = {f = {fe}e∈E ᮦf䘔㔣;ሯӄᡶᴿⲺe࠳: ∈ E ,

fe ∈ H2(e); f, f ′, f ′′ ∈ L2(Γ)},

ެѣሲᮦ f ′ ᯯੇ⋵䗯᤽ੇ䗯޻, f ′′ = D2f Ѱӂ䱬ᕧሲᮦ.
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本文主要研究定义在 Hilbert 空间 L2(Γ) 上的 Schrödinger 算子, 其作用形式为:

(Hf)e = −f ′′
e + qe(x)fe, ∀e ∈ E , (2.1)

其中势函数 q(x) = {qe(x)}e∈E ̸= {0} 是实值的, 且对所有 e ∈ E 满足 qe ∈ C∞(e) ∩
L∞(e)*. 特别的, 对任意边 e ∈ E , 当势函数 qe(x) = 0 时, Schrödinger 算子退化为更简
单的 Laplace 算子:

(H f)e = −f ′′
e , ∀e ∈ E .

谱的可观测性还要求定义在度量图上的微分算子满足自伴性, 即要求谱为实数. 本
文主要考虑的自伴顶点条件为 δ 耦合顶点条件:

对任意的e ∈ E(v), fe(v)在顶点v处的值相等,∑
e∈E(v)

f ′
e(v) = αfe(v), α ∈ R.

(2.2)

特别的, 当 α = 0 时, 耦合条件(2.2)被称为 Kirchhoff 条件. 若同时顶点 v 为 2 度
顶点, 则 Kirchhoff 条件等价于在两个连接边上 “消除” 该顶点. 研究表明, 在一条边上
插入或删除满足 Kirchhoff 条件的 2 度顶点并不会改变原始量子图的谱, 这样的顶点被
称为虚拟顶点 [1]. 综上有量子图的定义如下:
定义 2.3. 䠅ᆆഴ⭧ᓜ䠅ഴ਀ᇐѿ൞ᓜ䠅ഴр Hamiltonian ㇍ᆆ᮪։㓺ᡆ, ᒬ┗䏩⢯ᇐ
Ⲻ㙜ਾ京⛯ᶗԬ. ঩䠅ᆆഴᱥжѠпݹ㓺{

ᓜ䠅ഴ,Hamiltonian ㇍ᆆ,京⛯ᶗԬ
}
.

2.2. n 次中心对称图和笛卡尔积图

定义 2.4. 〦ޭᴿ n 䱬ᗠ⧥㗚 Gn = ⟨a⟩ ֒⭞Ⲻᓜ䠅ഴ Γ Ѱ n ⅗ѣᗹሯ〦ഴ, 㤛ެᆎ൞
᱖ሺ (ai, x) ∈ Gn × Γ 7→ aix ∈ Γ ┗䏩ԛсᙝ䍞:

(1) 㗚֒⭞: ሯ ∀ai ∈ Gn, ᱖ሺ x 7→ aix ᱥ Γ ;㠠䓡Ⲻਂሺࡦ ሯ ∀x ∈ Γ, ėx = x, ެѣ
ė ∈ Gn Ѱঋփݹ; ሯ ∀ai ∈ Gn, x ∈ Γ, ᴿ (aiaj)x = ai(ajx);

(2) 䘔㔣ᙝ: ሯ ∀ai ∈ Gn, Γ 㠠䓡Ⲻ᱖ሺࡦ x 7→ aix ᱥ䘔㔣Ⲻ;

(3) ᘖᇔᙝ: ྸ᷒ᴿ x ∈ Γ ┗䏩 aix = x, ࡏ ai Ѱ Gn Ⲻঋփݹ;

(4) ⿱ᮙᙝ: ሯ ∀x ∈ Γθᆎ൞ x Ⲻ䛱ต U ֵᗍᖉ g ̸= 0, ᴿ gx /∈ U ;

* C∞(e): 边 e 上全体光滑函数组成的集合; L∞(e): 边 e 上全体有界函数组成的集合
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(5) 㔉ᶺؓᆎ: aiu ф ajv Ѱ⴮䛱京⛯ᖉъӻᖉ京⛯ u ૂ v Ѱ⴮䛱京⛯, ሯ䗯޻⛯֒⭞
ᯯᕅੂ⨼; 㗚 Gn Ⲻ֒⭞ؓᤷ䗯䮵ᓜу਎: Laie = Le.

若 n 次中心对称图 Γ 中存在一个紧致部分 W 使得:

1) Gn 中所有群元作用在 W 的并可以覆盖整个图 Γ, 即:∪
ai∈Gn

aiW = Γ;

2) 当 ai ̸= aj ∈ Gn 时对应的 aiW 和 ajW 仅有有限多个共同点, 且这些点中不含顶
点.

则称满足上述条件的 W 为群 Gn 作用在图 Γ 上的一个基本域. 显然基本域 W 的选取

并不是唯一的. 特别的, 作为一种特殊的 n 次中心对称图, 本文研究的循环图 [11] 的定
义如下:
定义 2.5. 㤛 Γn ᴿᗠ⧥㗚 Gn ֒⭞, ъ⭧ੇ䠅 s = (s1, s2, s3, ..., sχ) ᇐѿ, 〦䈛ഴѰࡏ
ᗠ⧥ഴ, 䇦Ѱ Cn(s). ެѣ∅Ѡ࠼䠅 sχ̄ ∈ N∗, χ̄ = 1, 2, ..., χ ┗䏩 1 6 sχ̄ 6 n/2, ъњѠ
京⛯ vi ф vj ⴮䛱ᖉъӻᖉሯḆѠ χ̄ ∈ 1, 2, ..., k ᴿ i− j mod n ≡ ±sχ̄.

例如循环图 C8(1, 2) 及其基本域见图 1(红色部分), 其中红色空心顶点为虚拟顶点.

Figure 1. Circulant graph C8(1, 2) and its
fundamental domain
图 1. 循环图 C8(1, 2) 及其基本域

对于笛卡尔积度量图, 其构造方式与图论中的笛卡尔积图保持一致, 但还需明确图
中各边的长度. 其基本定义如下:
定义 2.6. 䇴 Γn1 ૂ Γn2 Ѱޭᴿࡡ࠼ n1 ૂ n2 Ѡ京⛯Ⲻᓜ䠅ഴ, ެ京⛯䳼ࡡ࠼Ѱ
V(Γn1) = {ui}n1

i=1, V(Γn2) = {vi}n2
i=1. њ㘻Ⲻㅑগቊ〥ᓜ䠅ഴᇐѿѰ Γn1�Γn2, ެ京⛯
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䳼Ѱ V(Γn1)× V(Γn2), 䗯䳼⭧ᡶᴿ┗䏩ԛсᶗԬҁжⲺ京⛯ሯ (ui, vi) ф (uj, vj) ᶺᡆ:
㤛 vi = vj, 京⛯ሯҁ䰪Ⲻ䗯Ѱࡏ ui ૂ uj ൞ E(Γn1) ѣⲺ䗯; 㤛 ui = uj, 京⛯ሯҁ䰪ࡏ
Ⲻ䗯Ѱ vi ૂ vj ൞ E(Γn2) ѣⲺ䗯, 䗯Ⲻ䮵ᓜؓᤷу਎. 㙂ሯӄެ֏᛻߫, 京⛯ሯ (ui, vi)

ф (uj, vj) ҁ䰪ᰖ䘔᧛䗯.

例如图 2(c) 是由边长为 2 的度量图 Γ2 和边长为 1, 2 的度量图 Γ3 构成的笛卡尔

积图 Γ2�Γ3.

Figure 2. The metric graphs Γ2 and Γ3, and their Cartesian
product graph Γ2�Γ3

图 2. 度量图 Γ2 和 Γ3 及它们构成的笛卡尔积图 Γ2�Γ3

2.3. 群表示论

定义 2.7. 䇴 G ᱥжѠ㗚, V ̸= {0} ᱥᮦต K рⲺжѠ㓵ᙝグ䰪, GL(V ) Ѱ V рᡶᴿ

ਥ䘼㓵ᙝ਎ᦘ㓺ᡆⲺ㗚, Ԅ㗚ࡏ G ࡦ GL(V ) рⲺжѠ㗚ੂᘷ ρ 〦Ѱ G ൞ᮦต K р

ⲺжѠ㗚㺞⽰.

对于 n 阶循环群 Gn = ⟨a⟩, 当数域 K = C 时, 循环群 Gn 有 n 个一次复表示 [10],
记 ω = e 2πi

n 为 n 次单位根, Gn 的单位元为 ė, 则 Gn 所有不可约复表示见表 1.

Table 1. Irreducible complex representations of the n‑order cyclic roup Gn

表 1. n 阶循环群 Gn 的不可约复表示

ė a a2 a3 · · · an−1

ρ1 1 1 1 1 · · · 1
ρ2 1 ω ω2 ω3 · · · ωn−1

ρ3 1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(n−1)

...
...

...
...

...
...

...
ρn 1 ωn−1 ω2(n−1) ω3(n−1) · · · ω(n−1)2

对于循环群的笛卡尔积 Gn1 ⊗Gn2 , 当数域 K = C 时, 由上述有循环群 Gn1 = ⟨a1⟩
和 Gn2 = ⟨a2⟩ 分别具有 n2 和 n2 个复表示, 在此记为 πs 和 ϱt, 其中 s = 1, . . . , n1, t =

1, . . . , n2. 则外张量积 πs � ϱt 是 Gn1 ⊗ Gn2 的不可约表示 (见文献 [10], 命题 2.3.23),
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记为 τs,t. 即对任意的 (aκ1 , a
ι
2) ∈ Gn1 ⊗Gn2 , κ = 1, . . . , n1, ι = 1, . . . , n2, 有

τs,t(a
κ
1 , a

ι
2) = πs(a

κ
1)� ϱt(a

ι
2), s = 1, . . . , n1; t = 1, . . . , n2.

记 ω1 是 n1 次单位根, ω2 是 n2 次单位根,则 τs,t(a
κ
1 , a

ι
2) = (ωs

1)
κ(ωt

2)
ι. 因此群 Gn1 ⊗Gn2

共有 n1n2 个不可约复表示, 且对任意群元 (aκ1 , a
ι
2) ∈ Gn1 ⊗Gn2 , 其 n1n2 个不可约复表

示之和有以下结论成立:

n1∑
s=1

n2∑
t=1

τs,t(a
κ
1 , a

ι
2) =


n1n2, 若 κ = n1, ι = n2,

0, 其余情况.

(2.3)

3. 两类对称结构量子图上 Schrödinger 算子的分解

本章基于两类对称结构量子图上平方可积函数空间分解定理 [9] 分别给出了定义
在其上的 Schrödinger 算子在 δ 耦合顶点条件下的分解定理.

3.1. n 次中心对称图上 Schrödinger 算子的分解

在进行详细证明之前, 本节首先给出 n 次中心对称图上平方可积函数空间的分解:
引理 3.1. n ⅗ѣᗹሯ〦ഴ Γn ޭᴿᗠ⧥㗚 Gn = ⟨a⟩ Ⲻ֒⭞, ṯᦤ㗚 Gn Ⲻޞ䜞уਥ㓜

㺞⽰ਥԛᗍࡦഴрᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪 L2(Γn) Ⲻ࠼䀙:

L2(Γn) =
n⊕

t=1

Ft,

ެѣ Γn рᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪 Ft ѣⲺ࠳ᮦ ft ਥ⭧ެ൞ะᵢต W рⲺ䲆࡬ ft|W 㺞࠰:

ft|aiW = ρt(a
n−i)ft|W .

假设 Γn 的基本域中共有 m 条边, 分别记为 e1, ..., em. 由引理3.1的证明过程可得,
存在函数 f ∈ L2(Γn) 到函数 ft ∈ Ft 的等距同构映射 Pt, t = 1, 2, ..., n, 使得:

Ptfek = ft,ek =
ρt(ė)fek + ρt(a)fek+m

+ · · ·+ ρt(a
n−1)fek+m(n−1)

n
. (3.1)

对于定义在 Γn 上的 Schrödinger 算子, 其定义域中的函数仍满足上述映射关系成立, 据
此我们给出以下算子分解:
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定理 3.2. ᇐѿ൞ n⅗ѣᗹሯ〦ഴ ΓnрⲺ Schrödinger㇍ᆆHⲺ֒⭞ᖘᕅѰ(2.1),ᇐѿ
ตѣⲺ࠳ᮦ f ┗䏩ԛсᶗԬ: f ∈ H2(Γn); ሯԱᝅⲺ京⛯ v ∈ V(Γn) ┗䏩 δ 㙜ਾ京⛯ᶗ

Ԭ(2.2). 㤛ࣵ࠳ᮦ q(x) Ѱ Gn ઞᵕࣵ࠳ᮦ, ঩ሯӄԱᝅⲺ (x, ai) ∈ Γn ×Gn, i = 1, ..., n,
ᮦ࠳ࣵ q(x) ┗䏩:

(q(x)f)e = qefe, qaie(x) = qe(x),

ࡏ H 䝿ㅿԭӄᇐѿ൞グ䰪 Ft р㓚㔪㇍ᆆ Ht Ⲻ⴪ૂ, ঩

H ∼=
n⊕

t=1

Ht,

㇍ᆆ Ht Ⲻ֒⭞ᖘᕅу਎, ᇐѿตѰ

D(Ht) = {ft :ft, f ′
t , f

′′
t ∈ Ft;

ft൞ΓnⲺ৕京⛯༺┗䏩ᕰᓜѰαⲺδ㙜ਾᶗԬ,

ft൞ะᵢตⲺ䗯⮂⛯༺, у࿞䇴Ѱ䘔᧛䗯eૂaieⲺ㲐ᤕ京⛯v̂ૂaiv̂,┗䏩ԛ

сᶗԬ:ft,e(v̂) = ρt(a
i)ft,aie(a

iv̂), f ′
t,e(v̂) + ρt(a

i)f ′
t,aie(a

iv̂) = 0}.

ъ⭧㇍ᆆⲺ࠼䀙ᴿԛс䉧ީ㌱ᡆ㄁:

σ(H) =
n∪

t=1

σ(Ht).

䇷᱄. 因为
D(H) ⊂ L2(Γn), D(Ht) = D(H) ∩ Ft

则由引理3.1可得算子的定义域存在直和分解:

D(H) =
n⊕

t=1

D(Ht),

算子的作用形式不变. 对任意的 ft ∈ Ft, Ht 需满足 Htft ∈ Ft. 假设 Γn 的基本域中有

m 条边, 分别记为 e1, e2, ..., em, 则对于 ft ∈ Ft:

Htft = Ht

{
ft,e1 , ft,e2 , ..., ft,em , ft,e1+m , ..., ft,e2m , ..., ft,enm

}
=
{
Htft,e1 ,Htft,e2 , ...,Htft,em ,Htft,e1+m , ...,Htft,e2m , ...,Htft,enm

}
,

其中 ej+im 表示由群元 ai 作用于边 ej, j = 1, 2, ...,m 后的对应边, 由公式 (3.1) 可得:
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ft,e1 =
ρt(ė)fe1 + ρt(a)fe1+m + · · ·+ ρt(a

n−1)fe1+m(n−1)

n
;

ft,e2 =
ρt(ė)fe2 + ρt(a)fe2+m + · · ·+ ρt(a

n−1)fe2+m(n−1)

n
;

...

ft,enm =
ρt(ė)fenm + ρt(a)fem + · · ·+ ρt(a

n−1)fem(n−1)

n
.

由于势函数 q(x) 在群作用下保持不变, 即 qej(x) = qej+im
(x), 所以:

Htft,e1 = −

(
ρt(ė)fe1 + ρt(a)fe1+m + · · ·+ ρt(a

n−1)fe1+m(n−1)

n

)′′

+ qe1(x)
ρt(ė)fe1 + ρt(a)fe1+m + · · ·+ ρt(a

n−1)fe1+m(n−1)

n

=
−ρt(ė)f

′′
e1
+ qe1(x)ρt(ė)fe1 + · · · − ρt(a

n−1)f ′′
e1+m(n−1)

+ qe1(x)ρt(a
n−1)fe1+m(n−1)

n

=
−ρt(ė)f

′′
e1
+ qe1(x)ρt(ė)fe1 + · · · − ρt(a

n−1)f ′′
e1+m(n−1)

+ qe1+m(n−1)
(x)ρt(a

n−1)fe1+m(n−1)

n

=
ρt(ė)Hfe1 + ρt(a)Hfe1+m + · · ·+ ρt(a

n−1)Hfe1+m(n−1)

n

= Hft,e1 .

同理有 Htft,e2 = Hft,e2 , ...,Htft,enm = Hft,enm .

下面证明 D(Ht) 中的函数 ft 满足所给顶点条件. 设 v 为 Γn 中的原顶点, 为了简
化表示, 我们仍将其连接边排序记为 e1, e2, ..., el, 则由引理3.1可得,

ft,e1(v) =
ρt(ė)fe1(v) + ρt(a)fe1+m(v) + · · ·+ ρt(a

n−1)fe1+m(n−1)
(v)

n
;

ft,e2(v) =
ρt(ė)fe2(v) + ρt(a)fe2+m(v) + · · ·+ ρt(a

n−1)fe2+m(n−1)
(v)

n
;

...

ft,el(v) =
ρt(ė)fel(v) + ρt(a)fel+m

(v) + · · ·+ ρt(a
n−1)fel+m(n−1)

(v)

n
.
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因为 f 在顶点 v 处满足 δ 耦合条件, 即
fe1(v) = fe2(v) = · · · = fel(v),

f ′
e1
(v) + f ′

e2
(v) + · · ·+ f ′

el
(v) = αfe1(v), α ∈ R.

所以有: 
ft,e1(v) = ft,e2(v) = · · · = ft,el(v),

f ′
t,e1

(v) + f ′
t,e2

(v) + · · ·+ f ′
t,el

(v) = αft,e1(v), α ∈ R.

即 ft 在 Γn 中的原顶点处仍满足强度为 α 的 δ 耦合顶点条件, 且特别的, 对于边界点
处的虚拟顶点 v̂ 有条件: 

ft,ej(v̂) = ρt(a
i)ft,aiej(a

iv̂),

f ′
t,ej

(v̂) + ρt(a
i)f ′

t,aiej
(aiv̂) = 0.

(3.2)

成立.

如图 3中所示, 4 次中心对称图 Γ20 的基本域中共有 m = 10 条边, 其中 v1, v6 为虚

拟顶点 v̂, 则由定理3.2, 函数 ft 限制在边 e1, e6 上的分段函数在虚拟顶点处的函数值满

足条件 (3.2) 成立.

Figure 3. Metric graph Γ20 and its fundamental
domain
图 3. 度量图 Γ20 及其基本域
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3.2. 笛卡尔积图上 Schrödinger 算子的分解

本节主要考虑由两个具有循环群 Gn1 , Gn2 作用的度量图 Γn1 和 Γn2 构成的笛卡尔

积图, 定义在其上的平方可积函数空间分解如下:

引理 3.3. ޭᴿᗠ⧥㗚 Gn1 = ⟨a1⟩ ૂ Gn2 = ⟨a2⟩ ֒⭞Ⲻഴ Γn1 ૂ Γn2 Ⲻㅑগቊ〥ഴ

Γn1�Γn2 ޭᴿ㗚 Gn1 ⊗Gn2 Ⲻ֒⭞. ᮦグ䰪࠳ᒩᯯਥ〥ࡏ L2(Γn1�Γn2) ਥ࠼䀙Ѱ n1n2

Ѡᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪Ⲻ⴪ૂ, ঩

L2 (Γn1�Γn2)
∼=

n1⊕
s=1

(
n2⊕
t=1

Fs,t

)
,

ެѣ Fs,t Ѱ Γn1�Γn2 рⲺᒩᯯਥ〥࠳ᮦグ䰪, Fs,t ѣⲺ࠳ᮦ fs,t ਥ⭧ެ൞ะᵢต W

рⲺ䲆࡬ fs,t|W 㺞࠰:

fs,t|(aκ1 ,aι2)W =


fs,t|W , κ = n1, ι = n2

τs,t((a
n1−κ
1 , an2−ι

2 ))fs,t|W , κ = 1, . . . , n1 − 1, ι = 1, . . . , n2 − 1.

定理 3.4. ᇐѿ൞ޭᴿ㗚 Gn1 ⊗Gn2 ֒⭞Ⲻㅑগቊ〥ഴ Γn1�Γn2 рⲺ Schrödinger ㇍ᆆ
֒⭞ᖘᕅѰ(2.1), ᇐѿตѣⲺ࠳ᮦ f ┗䏩ԛсᶗԬ: f ∈ H2(Γn1�Γn2); ሯԱᝅⲺ京⛯
v ∈ V(Γn1�Γn2) ┗䏩 δ 㙜ਾ京⛯ᶗԬ(2.2). 㤛ࣵ࠳ᮦ q(x) Ѱ Gn1 ⊗ Gn2 ઞᵕࣵ࠳ᮦ,
঩ሯӄԱᝅⲺ (x, (aκ1 , a

ι
2)) ∈ Γn1�Γn2 , κ = 1, . . . , n1, ι = 1, . . . , n2, ᮦ࠳ࣵ q(x) ┗䏩:

(q(x)f)e = qefe, q(aκ1 ,aι2)e(x) = qe(x),

ᆆ㇍ࡏ H 䝿ㅿԭӄᇐѿ൞グ䰪 Fs,t р㓚㔪㇍ᆆ Hs,t Ⲻ⴪ૂ, ঩

H ∼=
n1⊕
s=1

n2⊕
t=1

Hs,t,

㇍ᆆ Hs,t Ⲻ֒⭞ᖘᕅу਎, ᇐѿตѰ

D(Hs,t) = {fs,t : fs,t, f ′
s,t, f

′′
s,t ∈ Fs,t;

fs,t൞Γn�Γn2Ⲻ৕京⛯༺┗䏩ᕰᓜѰαⲺδ㙜ਾᶗԬ,

fs,t൞ะᵢตⲺ䗯⮂⛯༺, у࿞䇴Ѱ䘔᧛䗯eૂ(aκ1 , a
ι
2)eⲺ㲐ᤕ京⛯v̂ૂ(aκ1 , a

ι
2)v̂,┗䏩ԛ

сᶗԬ:fs,t,e(v̂) = τs,t(a
κ
1 , a

ι
2)fs,t,(aκ1 ,aι2)e(a

iv̂), f ′
s,t,e(v̂) + τs,t(a

κ
1 , a

ι
2)f

′
t,(aκ1 ,a

ι
2)e
((aκ1 , a

ι
2)v̂) = 0}.
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ъ⭧㇍ᆆⲺ࠼䀙ᴿԛс䉧ީ㌱ᡆ㄁:

σ(H) =

n1∪
s=1

n2∪
t=1

σ(Hs,t).

䇷᱄. 因为
D(H) ∈ L2(Γn�Γn2),

则由引理3.3中的函数空间分解有:

D(H) =

n1⊕
s=1

n2⊕
t=1

D(Hs,t),

对任意的 fs,t ∈ Fs,t, 需满足 Hs,t ∈ Fs,t. 同理定理3.2, 令 V(Γn1�Γn2) = {vi}n1n2

i=1 , 假
设 Γn1�Γn2 的基本域中有 m 条边, 分别标号为 ei,1, ei,2, . . . , ei,m, 令 aκ,ι = (aκ1 , a

ι
2) , κ =

1, . . . , n1, ι = 1, . . . , n2, 为了便于符号区分, 这里用 fs,t|ei,m 表示函数 fs,t 在边 ei,m 上的

限制, 则对于 fs,t ∈ Fs,t:

Hs,tfs,t = Hs,t

{
fs,t|e1,1 , fs,t|e1,2 , ..., fs,t|e1,m , fs,t|e2,1 , fs,t|e2,2 , ..., fs,t|e2,m , ..., fs,t|en1n2,1

,

fs,t|en1n2,2
, ..., fs,t|en1n2,m

}
=
{
Hs,tfs,t|e1,1 ,Hs,tfs,t|e1,2 , ...,Hs,tfs,t|e1,m ,Hs,tfs,t|e2,1 ,Hs,tfs,t|e2,2 , ...,Hs,tfs,t|e2,m ,

...,Hs,tfs,t|en1n2,1
,Hs,tfs,t|en1n2,2

, ...,Hs,tfs,t|en1n2,m

}
,

其中 aκ,ιei,j, i = 1, ..., n1n2, j = 1, ...,m, 表示由群元 (aκ1 , a
ι
2) 作用在边 ei,j 后对应的边,

由引理3.3的证明可得, 对于函数 fs,t ∈ Fs,t 有以下等式成立:

fs,t|ei,j = 1
n1n2

[
τs,t(a1,1)f |a1,1ei,j + τs,t(a2,1)f |a2,1ei,j + · · ·+ τs,t(an1,1)f |an1,1ei,j

+ τs,t(a1,2)f |a1,2ei,j + τs,t(a2,2)f |a2,2ei,j + · · ·+ τs,t(an1,2)f |an1,2ei,j

+ . . .

+τs,t(a1,n2)f |a1,n2ei,j
+ τs,t(a2,n2)f |a2,n2ei,j

+ · · ·+ τs,t(an1,n2)f |an1,n2ei,j

]
.

这里 an1,n2 ∈ Gn1 ⊗Gn2 为单位元. 由于势函数 q(x) 在群作用下保持不变, 所以:
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Hs,tfs,t|ei,j = −f ′′
s,t|ei,j + qei,j(x)fs,t|ei,j

= − 1
n1n2

[
τs,t(a1,1)f

′′|a1,1ei,j + qei,j(x)τs,t(a1,1)f |a1,1ei,j + · · ·

+ τs,t(an1,1)f
′′|an1,1ei,j

+ qei,j(x)τs,t(an1,1)f |an1,1ei,j

+ τs,t(a1,2)f
′′|a1,2ei,j + qei,j(x)τs,t(a1,2)f |a1,2ei,j + · · ·

+ τs,t(an1,2)f
′′ |an1,2ei,j

+qei,j(x)τs,t(an1,2)f |an1,2ei,j

+ . . .

+ τs,t(a1,n2)f
′′|a1,n2ei,j

+ qei,j(x)τs,t(a1,n2)f”|a1,n2ei,j
+ · · ·

+τs,t(an1,n2)f
′′|an1,n2ei,j

+ qei,j(x)τs,t(an1,n2)f |an1,n2ei,j

]
= 1

n1n2

[
−τs,t(a1,1)f

′′|a1,1ei,j + qa1,1ei,j(x)τs,t(a1,1)f |a1,1ei,m + · · ·

− τs,t(an1,1)f
′′|an1,1ei,j

+ qan1,1ei,j
(x)τs,t(an1,1)f |an1,1ei,j

− τs,t(a1,2)f
′′|a1,2ei,j + qa1,2ei,j(x)τs,t(a1,2)f |a1,2ei,j + · · ·

− τs,t(an1,2)f
′′ |an1,2ei,j

+qan1,2ei,m
(x)τs,t(an1,2)f |an1,2ei,j

+ . . .

− τs,t(a1,n2)f
′′|a1,n2ei,j

+ qa1,n2ei,m
(x)τs,t(a1,n2)f |a1,n2ei,j

+ · · ·

−τs,t(an1,n2)f
′′|an1,n2ei,j

+ qan1,n2ei,j
(x)τs,t(an1,n2)f |an1,n2ei,j

]
= 1

n1n2

[
τs,t(a1,1)Hf |a1,1ei,j + · · ·+ τs,t(an1,1)Hf |an1,1ei,j

+ τs,t(a1,2)Hf |a1,2ei,j + · · ·+ τs,t(an1,2)Hf |an1,2ei,j

+ . . .

+τs,t(a1,n2)Hf |a1,n2ei,j
+ · · ·+ τs,t(an1,n2)Hf |an1,n2ei,j

]
= Hfs,t|ei,j .

即分解后的纤维算子 Hs,t 作用在 fs,t 上等价于原算子 H 的作用. 下证 D(Hs,t) 中的函

数 fs,t 满足所给顶点条件. 因为 f 在原顶点 vi 处满足 δ 耦合条件, 即
fei,1(vi) = fei,2(vi) = · · · = fei,m(vi),

f ′
ei,1

(vi) + f ′
ei,2

(vi) + · · ·+ f ′
ei,m

(vi) = αfei,1(vi), α ∈ R.
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所以有 
fs,t|ei,1(vi) = fs,t|ei,2(vi) = · · · = fs,t|ei,m(vi),

f ′
s,t|ei,1(vi) + f ′

s,t|ei,2(vi) + · · ·+ f ′
s,t|ei,m(vi) = αfs,t|ei,1(vi), α ∈ R.

即 fs,t 在 Γn1�Γn2 中的原顶点处仍满足强度为 α 的 δ 耦合顶点条件, 且特别的, 对于
边界点处的虚拟顶点 v̂ 有条件:

fs,t|e(v̂) = τs,t(aκ,ι)fs,t|aκ,ιe(aκ,ιv̂),

f ′
s,t|e(v̂) + τs,t(aκ,ι)f

′
s,t|aκ,ιe(aκ,ιv̂) = 0.

成立. 证明成立

4. δ 耦合顶点条件下循环图上 Laplace 算子的谱条件

本节主要考虑循环图 Cn(s) 上满足强度为 α 的 δ 耦合条件的 Laplace 算子, 其中
令 χ = m, 则其基本域中有 2m 条边. 为了简化表示, 省略部分顶点及边绘制见图 4.

Figure 4. Circulant graph Cn(s) and its fundamental domain
图 4. 循环图 Cn(s) 及其基本域

按图 4(b) 中的排序方式, 我们将基本域中的边分别记为 e1, ..., em, e1+m, ..., e2m, 显
然, 边长 Lei = Lei+m

, 不妨将其记为 a1/2, a2/2, ..., am/2. 将基本域中的边进行参数化,
坐标增加方向如图 4所示,限制在各边的分段函数为 ϕ1(x), ...ϕm(x), ϕ1+m(x), ..., ϕ2m(x):
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ϕ1(x) = α+
1 eikx + α−

1 e−ikx, x ∈ [0,
a1
2
],

...

ϕm(x) = α+
meikx + α−

me−ikx, x ∈ [0,
am
2
],

ϕ1+m(x) = α+
1+meikx + α−

1+me−ikx, x ∈ [−a1
2
, 0],

...

ϕ2m(x) = α+
2meikx + α−

2me−ikx, x ∈ [−am
2
, 0]. (4.1)

则由引理3.1和定理3.2可得, ϕ1(x) 至 ϕ2m(x) 在基本域的边界点处满足以下拟周期条

件：

ϕ1(
a1
2
) = ρt(a

m)ϕ1+m(−
a1
2
), ϕ′

1(
a1
2
) = ρt(a

m)ϕ′
1+m(−

a1
2
),

...

ϕm(
am
2
) = ρt(a

m)ϕ2m(−
am
2
), ϕ′

m(
am
2
) = ρt(a

m)ϕ′
2m(−

am
2
), (4.2)

其中 ρt(a
m) = e 2πi

n
(t−1)m. 记 θ1 =

2π(t−1)m
n

, t = 1, ..., n − 1; 1 6 m 6 n/2;n,m 均为正整

数, 将 (4.2) 代入到 (4.1) 中, α±
1 到 α±

m 用 α±
1+m 到 α±

2m 来表示为:

α+
1 = α+

1+m · ei(θ1−a1k), α−
1 = α−

1+m · ei(θ1+a1k),

...

α+
m = α+

2m · ei(θ1−amk), α−
m = α+

2m · ei(θ1+amk). (4.3)

基本域中顶点处满足强度为 α 的 δ 耦合条件意味着:ϕ1(0) = · · · = ϕm(0) = ϕ1+m(0) = · · · = ϕ2m(0),

ϕ′
1(0) + · · ·+ ϕ′

m(0)− ϕ′
1+m(0) + · · · − ϕ′

2m(0) = αϕ1(0).
(4.4)

将 (4.4) 代入至 (4.1) 中可得:α+
1 + α−

1 = · · · = α+
m + α−

m = α+
1+m + α−

1+m = · · · = α+
2m + α−

2m,

ik(α+
1 − α−

1 + · · ·+ α+
m − α−

m − α+
1+m + α−

1+m − · · · − α+
2m + α+

2m) = α(α+
1 + α−

1 ).

(4.5)
联立式 (4.3) 和 (4.5) 可得关于系数 α±

1+m 至 α±
2m 的 2m 个线性方程, 记 ξ =
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(α+
1+mα

−
1+mα

+
2+mα

−
2+m · · ·α+

2mα
−
2m)

⊤, 将其改写为矩阵形式为:

AȦξ +BḂξ = 0,

其中矩阵 A, Ȧ, B, Ḃ 均为 2m× 2m 阶矩阵:

A =



1 −1 0 0 . . . 0 0

0 1 −1 0 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . 1 −1

α 0 0 0 . . . 0 0


, B =



0 0 · · · 0 0 . . . 0 0

0 0 · · · 0 0 . . . 0 0
... ... · · · ... ... . . . ... ...
0 0 · · · 0 0 . . . 0 0

1 1 · · · 1 −1 . . . −1 −1


,

Ȧ =



ei(θ1−a1k) ei(θ1+a1k) 0 0 · · · 0 0

0 0 ei(θ1−a2k) ei(θ1+a2k) · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 · · · ei(θ1−amk) ei(θ1+amk)

1 1 0 0 · · · 0 0

0 0 1 1 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 · · · 1 1


,

Ḃ =



ikei(θ1−a1k) −ikei(θ1+a1k) 0 0 · · · 0 0

0 0 ikei(θ1−a2k) −ikei(θ1+a2k) · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 · · · ikei(θ1−amk) −ikei(θ1−amk)

ik −ik 0 0 · · · 0 0

0 0 ik −ik · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 · · · ik −ik


计算其对应的系数矩阵行列式 det(AȦ+BḂ) 并化简, 忽略非零因子可得以下谱条

件:
m∑
i=1

(
(τ − cos aik)

m∏
j=1,j ̸=i

sin ajk

)
=

α

2k

m∏
j=1

sin ajk, (4.6)

其中 τ := cos θ1. 因此, 能量 E > 0 属于 σ(Hα) 当且仅当 k = E
1
2 满足关系式 (4.5), 其
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中 −1 6 τ 6 1 为在所有离散点 θ1 处的余弦值. 此时, 纤维算子的谱分析转化为对满足
等式 (4.6) 的 k 值的求解问题. 而对于 E < 0 的情况, 将准动量 k 替换为 iκ, κ > 0 进

行分析即可, 此时谱条件 (4.6) 转化为

m∑
i=1

(
(τ − cosh aiκ)

m∏
j=1,j ̸=i

sinh ajκ

)
=

α

2κ

m∏
j=1

sinh ajκ. (4.7)
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