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摘 要

给定边染色图 G, 若 G 任意两条边的颜色均不同, 则称 G 为彩虹图. 给定图 G 及其子图 H, H

在 G 中的反拉姆齐数, 记作 AR(G,H), 表示最大颜色数 k, 使得存在图 G 的 k-边染色, G 中不

包含彩虹子图 H. 本文将给出 K2t+7 中, P3, P4 与匹配的并图所构成的短线性森林的反拉姆齐数

精确值。
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Abstract

Given an edge-colored graph G, if every two edges of G have distinct colors, then G
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is said to be a rainbow graph. For a graph G and its subgraph H , the anti-Ramsey
number of H in G , denoted by AR(G,H) , is defined as the maximum integer k such
that there exists a k-edge-coloring of G containing no rainbow subgraph isomorphic to
H. In this paper, we determine the exact anti-Ramsey number for short linear forests
consisting of the union of P3, P4 and matchings in K2t+7.
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1. 引言

Erdős 等 [1] 首次引入了反拉姆齐数的概念. 迄今研究者对不同母图中各类子图的反拉姆齐数
已取得了丰硕成果. 近年来研究者研究由匹配与若干小分支的图的并图构成的线性森林.

设 G 是一个简单图, 图 G 的边染色对于函数 c : E(G) → C, 其中 C 是颜色集合. 边染色图 G

称为彩虹图，若 G 中所有边的颜色各不相同. 给定图 G 的边染色 c, c(G) 表示 G 中所有边的颜色

构成的集合, c(e) 表示边 e ∈ E(G) 的颜色. 对边子集 F ⊂ E(G), 记 c(F ) 为 F 中所有边的颜色构

成的集合. 设 X 和 Y 为 V (G) 的两个不相交的顶点子集, 则记 [X,Y ]G 为 G 中所有连接 X 与 Y

中顶点的边的集合. 若 G = Kn, 则简记为 [X,Y ]. 若 X = {v}, 则简记为 [v, Y ]G. 给定边染色图
Kn，令 X ⊂ V (Kn), 记 l(X) = c(Kn)\c(Kn −X). 当 X = {v} 时, 简记为 l(v). 称 |l(v)| 为顶点 v

在 Kn 中的饱和度. 顶点 w 饱和顶点 v 当且仅当 c(wv) ∈ l(v). 此时, 称 w 为 v 的饱和点.

Gilboa 与 Roditty 在 [2] 研究了当 n 充分大时, 完全图 Kn 中 L ∪ tP2 与 L ∪ kP3 的反拉姆

齐数，给出了若干特殊的图 L 的具体结果, 包括 P3, P4, C3 等. 随后, Xie 等 [8] 给出当 n 充分大

时, 至少含一个偶路分支的线性森林的反拉姆齐数精确值. 文献 [3–7] 研究了完全图 Kn 中匹配和

一类短路组成的线性森林的反拉姆齐数. 目前, 研究者们大多给出完全图 Kn 中两类连通分支所构

成的线性森林的反拉姆齐数, 本文将研究对象推广到含有三类连通分支所构成的线性森林. 本文研
究 P3 ∪ P4 与匹配的并图构成的短线性森林, 给出当 n = 2t+ 7 且 t ≥ 2 时, AR(Kn, P3 ∪ P4 ∪ tP2)

的精确值.
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2. 主要结论

定理 2.1. [3] Ԛ n1(t) =
5t+11

2
+ 3

t
. ሯԱᝅ᮪ᮦ t ≥ 2 ъ n ≥ 2t+ 7, ᴿ

AR(Kn, 2P3 ∪ tP2) =


(t+ 1)(2t+ 3) + 1, 㤛 2t+ 7 ≤ n ≤ ⌊n1(t)⌋,

t(n− t+1
2
) + 1, 㤛 n ≥ ⌈n1(t)⌉.

定理 2.2. ሯԱᝅⲺ᮪ᮦ t ≥ 2 ъ n = 2t+ 7, ᴿ

AR(Kn, P3 ∪ P4 ∪ tP2) = (t+ 2)(2t+ 5) + 1.

证明. 首先证明 AR(Kn, P3 ∪ P4 ∪ tP2) 的下界. 构造 Kn 边染色如下. 取完全图 Kn 的子图

G = K2t+5, 将 G 的所有边染不同的颜色, Kn − E(G) 中的所有边染同一种新的颜色. 这样得到了
Kn 的 ((t + 2)(2t + 5) + 1)-边染色, 且 Kn 中不存在同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图. 由此可得
AR(Kn, P3 ∪ P4 ∪ tP2) ≥ (t+ 2)(2t+ 5) + 1.

现证明 AR(Kn, P3∪P4∪ tP2)的上界. 根据定理2.1,有 AR(Kn, 2P3∪ tP2) = (t+1)(2t+3)+1.
令 c 为 Kn 的任意 ((t + 2)(2t + 5) + 2)-边染色. 由 |c(Kn)| > AR(Kn, 2P3 ∪ tP2), 可知 Kn

中存在一个同构于 2P3 ∪ tP2 的彩虹子图, 记为 H, 其中 H = H1 ∪ H2. 令 H1 = tP2 且

E(H1) = {ei|ei = xiyi, 1 ≤ i ≤ t}. 令 H2 = 2P3, 其中 P 1
3 = v1v2v3 且 P 2

3 = v4v5v6.

取 G 为 Kn 的一个边数为 |c(Kn)| 的彩虹生成子图, 且满足 H ⊆ G. 令 D = V (Kn)−V (H) =

{v}. 我们须证明 Kn 中存在同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图. 利用反证法, 假设 Kn 中不存在同构

于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图. 进而有 [v, {v1, v3, v4, v6}]G = ∅, 此外, c([v, {v1, v3, v4, v6}]G) ⊆ c(H).
从而可得 |[v, V (H)]G| ≤ 2t+ 2.
断言 1. [V (H1), V (H2)]G ̸= ∅.

断言 1 证明： 假设 [V (H1), V (H2)]G = ∅, 则

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤15 +

(
2t

2

)
+ 2t+ 2 = 2t2 + t+ 17

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 这与 |E(G)| = |c(Kn)| 矛盾. 因此 |[V (H1), V (H2)]G| ≥ 1. �

根据子图 H 的对称性, 我们只需对 [V (H1), V (H2)]G 分以下两种情况讨论.

情形 1 v6y1 ∈ E(G).

DOI: 10.12677/aam.2026.156270 104 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156270


徐泓坚，潘林舒

断言 2. [v, V (H)]G ̸= ∅.

断言 2 证明： 假设 [v, V (H)]G = ∅. 显然有 c(vv3) ∈ c(H) 成立.

假设 c(vv3) ∈ c(H2). 若 c(vv3) = c(v5v6), 则 v1v2v3v, x1y1v6 与 H1 − V (e1) + v4v5 的并图形成

同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 c(vv3) ̸= c(v5v6).

不妨假设 c(vv3) = c(v1v2). 若 [v1, {v4, v6}]G ̸= ∅, 则 G[V (H2) ∪ {v}] 包含同构于 P3 ∪ P4

的彩虹子图, 即 vv3v2 ∪ v1v4v5v6, 或 vv3v2 ∪ v1v6v5v4, 该彩虹子图与 H1 的并图形成同构于

P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 [v1, {v4, v6}]G = ∅. 若 v2v6, v1v5 ∈ E(G), 则 vv3v2v6, v1v5v4

与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 |{v2v6, v1v5} ∩ E(G)| ≤ 1. 从而
|[{v1, v2}, V (P 2

3 )]G| ≤ 3.

若 |[{v1, v2}, V (P 2
3 )]G| ≤ 2, 则 |E(G[V (H2)])| ≤ 11. 若 |[{v1, v2}, V (P 2

3 )]G| = 3，如果

v1v3, v2v4, v2v6 ∈ E(G). 那么 v1v3v, v4v2v6v5 与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹

子图, 矛盾. 因此 |{v1v3, v2v4, v2v6} ∩ E(G)| ≤ 2, 进而 |E(G[V (H2)])| ≤ 11.
观察 1. ሯԱᝅ 1 ≤ i ≤ t, ᴿ |[{v1, v2}, V (ei)]G| ≤ 2.

观察 1 证明：假设存在 1 ≤ i ≤ t, 使得 |[{v1, v2}, V (ei)]G| ≥ 3. 根据 ei 中 xi, yi 的对称性, 不妨令
xiv1, xiv2, yiv1 ∈ E(G), 那么 yixiv1v2, v3v 与 P 2

3 , H1 − V (ei) 的并图形成同构于 P3 ∪P4 ∪ tP2 的彩

虹子图, 矛盾. 因此对任意的 1 ≤ i ≤ t, 有 |[{v1, v2}, V (ei)]G| ≤ 2, 从而可得对任意的 1 ≤ i ≤ t, 有
|[V (ei), V (H2)]| ≤ 10. 2

因此 |[V (H1), V (H2)]| ≤ 10t, 有

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤11 +

(
2t

2

)
+ 10t = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾.

假设 c(vv3) = c(v2v3). 显然 v1v3 /∈ E(G).
观察 2. |[{v2, v3}, V (P 2

3 )]G| ≤ 3.

观察 2 证明： 显然 v3v4 /∈ E(G), 否则 v6v5y1x1, vv3v4 和 H1 − V (e1) + v1v2 的并图形成同构于

P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾.

假设 v2v4, v3v5 ∈ E(G). 此时 vv3v5v6, v1v2v4 与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹

子图, 矛盾. 由此可得 |{v2v4, v3v5} ∩ E(G)| ≤ 1. 假设 v2v5, v3v6 ∈ E(G). 此时, v1v2v5v4, vv3v6
与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 |{v2v5, v3v6} ∩ E(G)| ≤ 1, 进而
|[{v2, v3}, V (P 2

3 )]G| ≤ 3. 2

由此可得 |E(G[V (H2)])| ≤ 11. 此外, 对所有的 1 ≤ i ≤ t, 有 [V (P 1
3 ), V (ei)]G = ∅. 否则, 根据
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ei 中 xi, yi 的对称性, 不妨令 v1xi ∈ E(G), 那么 vv3, v2v1xiyi 与 P 2
3 , H1 − V (ei) 的并图形成同构

于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 6t, 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤11 +

(
2t

2

)
+ 6t = 2t2 + 5t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾.

假设 c(vv3) = c(v4v5). 显然有 v4v6 /∈ E(G). 与观察1的推导类似可得, 对任意 1 ≤
i ≤ t, 有 |[{v4, v5}, V (ei)]G| ≤ 2, 进而 |[V (H1), V (H2)]| ≤ 10t. 与观察2的推导类似可得,
|[{v4, v5}, V (P 1

3 )]G| ≤ 3, 因此 |E(G[V (H2)])| ≤ 11, 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤11 +

(
2t

2

)
+ 10t = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾.

因此 c(vv3) ∈ c(H1). 假设 c(vv3) = c(e1). 若 [x1, V (H2)]G ̸= ∅, 则 G[V (H2 ∪ e1) ∪ {v}] 包含
同构于 P3 ∪ P4 ∪ P2 的彩虹子图, 该子图与 H1 − V (e1) 形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛
盾. 由此可得 [x1, V (H2)]G ̸= ∅. 若存在 2 ≤ i ≤ t, 使得 |[V (e1), V (ei)]G| ≥ 2, 则 G[V ({e1, ei})]− e1

包含同构于 P4 的彩虹子图, 该子图与 P 2
3 , H1 − V ({e1, ei}) + v1v2 + v3v 的并图形成同构于

P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得, 对所有的 2 ≤ i ≤ t, 有 |[V (e1), V (ei)]G| ≤ 2. 从而
|E(G[V (H1)])| ≤

(
2t
2

)
− 2(t− 1) = 2t2 − 3t+ 2. 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤15 + (2t2 − 3t+ 2) + (12t− 6) = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾.

不失一般性, 令 c(vv3) = c(e2). 与 c(vv3) = c(e1) 情形中的推导类似可得, 对所有的 1 ≤ i ≤ t

且 t ̸= 2, 有 |[V (e2), V (ei)]G| ≤ 2, 从而 |E(G[V (H1)])| ≤
(
2t
2

)
− 2(t − 1) = 2t2 − 3t + 2. 假设

|[V (P 2
3 ), V (e2)]G| ≥ 4. 此时, [V (P 2

3 ), V (e2)]G 包含两条顶点不相交的独立边, G[V (P 1
3 ∪ e2)] 中有同

构于 P3 ∪ P2 的彩虹子图, 该彩虹子图与 v1v2v3v, H1 − V (e2) 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的
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彩虹子图, 矛盾. 从而推得 |[V (P 2
3 ), V (e2)]G| ≤ 3 且 |[V (e2), V (H2)]G| ≤ 6. 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤15 + (2t2 − 3t+ 2) + (12t− 6) = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可知 [v, V (H)]G ̸= ∅. �

根据断言 2, 有 [v, V (H)]G ̸= ∅. 现给出如下断言.
断言 3. [v, V (H1)]G = ∅.

断言 3 证明：假设 [v, V (H1)]G ̸= ∅,那么存在 1 ≤ i ≤ t,使得 [v, V (ei)]G ̸= ∅. 此时, G[V (ei)∪{v}]
包含同构于 P3 的彩虹子图.
观察 3. |E(G[V (H2)])| ≤ 9.

观察 3 证明： 显然 [{v1, v3}, {v4, v6}]G = ∅. 若 |{v1v3, v2v4, v2v6} ∩ E(G)| ≥ 3, 则 G[V (H2)] 包含

同构于 P4 ∪ P2 的彩虹子图, 该子图与 xiyiv, H1 − V (ei) 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹

子图, 矛盾. 由此可得 |{v1v3, v2v4, v2v6} ∩ E(G)| ≤ 2. 根据 H2 中 P 1
3 与 P 2

3 的对称性, 同理可得
|{v4v6, v1v5, v3v5} ∩ E(G)| ≤ 2. 因此 |E(G[V (H2)])| ≤ 9. 2

显然 vx1 /∈ E(G), 否则 v4v5v6y1, P
1
3 与 H1 − V (e1) + x1v 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的

彩虹子图, 矛盾. 由此可得 |[v, V (H)]G| ≤ 2t+ 2− 1 = 2t+ 1.

假设 vy1 ∈ E(G). 显然 [x1, {v1, v3, v4, v6}]G = ∅. 若不然, G[V (H2 ∪ e1) ∪ {v}] 包含同构于
P3 ∪P4 ∪P2 的彩虹子图, 该子图与 H1 − V (e1) 的并图形成同构于 P3 ∪P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾.
因此 |[V (H2), V (e1)]G| ≤ 8.
观察 4. ሯԱᝅ 2 ≤ i ≤ t, ᴿ |[V (H2), V (ei)]G| ≤ 8.

观察 4 证明：假设存在 2 ≤ i ≤ t,使得 |[V (H2), V (ei)]G| ≥ 9. 由假设可知 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥
3 或 |[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 3. 由 ei 中 xi 和 yi 的对称性, 不妨令 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3, 记
v1xi, v3xi, v4xi ∈ E(G). 此外, 有 |[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 1, 记 v1yi ∈ E(G). 此时, yiv1v2v3, x1y1v

与 H1 − V ({e2, ei}) + v5v6 + v4xi 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此对任意
的 2 ≤ i ≤ t, 有 |[V (ei), V (H2)]G| ≤ 8. 2

因此对所有的 1 ≤ i ≤ t, 有 |[V (H2), V (ei)]G| ≤ 8, 进而 |[V (H1), V (H2)]G ≤ 8t. 此时

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤9 +

(
2t

2

)
+ 8t+ 2t+ 1 = 2t2 + 9t+ 10

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可得 vy1 /∈ E(G). 从而 [v, V (e1)]G = ∅.

由 [v, V (H1)]G ̸= ∅ 且 [v, V (e1)]G = ∅ 可知, |[v, V (H)]G| ≤ 2(t − 1) + 2 = 2t 且存在 2 ≤
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i ≤ t, 使得 [v, V (ei)]G ̸= ∅. 不失一般性, 令 [v, V (e2)]G ̸= ∅, 记 vy2 ∈ E(G). 根据观察3可知,
|E(G[V (H2)])| ≤ 9.

由 v6y1 ∈ E(G) 可知, [{v1, v3, v4, v6}, x1]G = ∅. 若不然, G[V (H2 ∪ e1)] 包含同构于 P4 ∪ 2P2

的彩虹子图, 该子图与 x2y2v, H1 − V ({e1, e2}) 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾.
由此可得 |[V (e1), V (H2)]G| ≤ 8.

假设 [{v1, v3, v4, v6}, x2]G ̸= ∅. 根据 H2 的对称性, 不妨令 v1x2 ∈ E(G). 此时, vy2x2v1, P 2
3 与

H1−V (e2)+v2v3 的并图形成同构于 P3∪P4∪tP2 的彩虹子图,矛盾. 因此 [{v1, v3, v4, v6}, x2]G = ∅,
进而 |[V (e2), V (H2)]G| ≤ 8.

假设存在 3 ≤ i ≤ t, 使得 |[V (ei), V (H2)]G| ≥ 9, 由假设可知 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3 或

|[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 3. 根据 ei 中 xi 和 yi 的对称性, 不妨令 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3, 记
v1xi, v3xi, v4xi ∈ E(G). 此外, 有 |[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 1, 记 v1yi ∈ E(G). 此时, yiv1v2v3, vy2x2

与 H1 − V ({e2, ei}) + v5v6 + v4xi 的并图形成同构于 P3 ∪P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得, 对
所有的 3 ≤ i ≤ t, 有 |[V (ei), V (H2)]G| ≤ 8. 因此 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t, 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2t = 2t2 + 9t+ 9

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对所有 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可得, 对 2 ≤ i ≤ t, 有 [v, V (ei)]G = ∅. 又由 [v, V (e1)]G = ∅ 可得,
[v, V (H1)]G = ∅, 矛盾. �

由 [v, V (H)]G ̸= ∅且 [v, V (H1)]G = ∅可知, 1 ≤ |[v, V (H2)]G| ≤ 2. 根据H2中 P 1
3 和 P 2

3 的对称

性,不妨令 vv2 ∈ E(G),则 v1v3 /∈ E(G)且 [{v1, v3}, {v4, v6}]G = ∅. 若 |{v4v6, v1v5, v3v5}∩E(G)| =
3, 则 vv2v1, v4v6v5v3 与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得
|{v4v6, v1v5, v3v5} ∩ E(G)| ≤ 2. 因此 |E(G[V (H2)])| ≤ 9.

假设存在 1 ≤ i ≤ t, 使得 |[V (ei), V (H2)]G| ≥ 9, 由假设可知 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3 或

|[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 3. 根据 ei 中 xi 和 yi 的对称性, 不妨令 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3, 记
v1xi, v3xi, v4xi ∈ E(G). 此外, 有 |[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 1, 记 v1yi ∈ E(G). 此时, xiv4v5v6, vv2v3
与 H1 − V (ei) + v1yi 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此对所有 1 ≤ i ≤ t, 有
|[V (ei), V (H2)]G| ≤ 8, 进而 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t. 此时

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2 = 2t2 + 7t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾.
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情形 2 v5y1 ∈ E(G).

断言 4. [v, V (H)]G ̸= ∅.

断言 4 证明： 假设 [v, V (H)]G = ∅. 显然, c(vv6) ∈ c(H).

假设 c(vv6) ∈ c(H2). 若 c(vv6) = c(v5v6), 则 P4 = v4v5y1x1, P 1
3 与 H1 − V (e1) + vv6 的并图

形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 c(vv6) ̸= c(v5v6). 根据 v1v2 与 v2v3 的对称性,
只需考虑 c(vv6) ∈ c(v1v2, v4v5).

假设 c(vv6) = c(v1v2). 显然 v1v3 /∈ E(G).
观察 5. |[{v1, v2}, V (P 2

3 )]G| ≤ 3.

观察 5 证明： 若 v1v6 /∈ E(G), 则 v4v5y1x1, v1v6v 和 H1 − V (e1) + v2v3 的并图形成同构于

P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此 v1v6 /∈ E(G).

若 v1v4, v2v4 ∈ E(G),则 v1v4v2v3, v5v6v 和 H1 的并图形成同构于 P3∪P4∪ tP2 的彩虹子图,矛
盾. 由此可得 |{v1v4, v2v4}∩E(G)| ≤ 1. 若 v1v5, v2v6 ∈ E(G), 则 v3v2v6v, v1v5v4 和 H1 的并图形成

同构于 P3∪P4∪tP2的彩虹子图,矛盾. 因此 |{v1v5, v2v6}∩E(G)| ≤ 1,进而 |[{v1, v2}, V (P 2
3 )]G| ≤ 3.

2

由 v1v3 /∈ E(G) 和观察5可知, |E(G[V (H2)])| ≤ 11.
观察 6. ሯԱᝅ 1 ≤ i ≤ t, ᴿ |[{v1, v2}, V (ei)]G| ≤ 2.

观察 6 证明： 假设存在 1 ≤ i ≤ t, 有 |[{v1, v2}, V (ei)]G| ≥ 3. 由假设可知 [{v1, v2}, V (ei)]G 中包

含两条顶点不交的独立边, 不妨记为 v1xi, v2yi ∈ E(G). 此时, v1xi, v3v2yi, v4v5v6v 与 H1 − V (ei)

的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 2

由此可得, 对任意 1 ≤ i ≤ t, 有 |[V (ei), V (H2)]G| ≤ 10, 因此 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 10t, 进而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 11 + 10t = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 2

因此 c(vv6) = c(v4v5). 与观察5的推导类似可得, |[{v4, v5}, V (P 1
3 )]G| ≤ 3. 与观察6的推

导类似可得, 对任意 1 ≤ i ≤ t, 有 |[{v4, v5}, V (ei)]G| ≤ 2. 因此 |E(G[V (H2)])| ≤ 11. 由
|[V (H1), V (H2)]G| ≤ 10t 可知,

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 11 + 10t = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|
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对所有 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可得 c(vv6) ̸= c(H2).

因此 c(vv6) ∈ c(H1). 假设 c(vv6) = c(e1). 若存在 2 ≤ i ≤ t, 使得 |[V (e1), V (ei)]G| ≥ 3, 根
据 ei 中 xi, yi 的对称性, 不妨令 xix1, xiy1, yix1 ∈ E(G), 那么 x1yixiy1, P

1
3 与 H1 − V ({e1, ei}) +

v4v5 + v6v 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得, 对任意 2 ≤ i ≤ t, 有
|[V (e1), V (ei)]G| ≤ 2. 因此

|E(G[V (H1)])| ≤
(
2t

2

)
− 2(t− 1) = 2t2 − 3t+ 2.

观察 7. |[V (e1), V (H2)]G| ≤ 6.

观察 7 证明： 注意到 [{v1, v3, v4}, x1]G = ∅. 假设 [y1, {v1, v3}]G ̸= ∅. 那么 [{v2, v5, v6}, x1]G = ∅,
否则 G[V (H2 ∪ e1) ∪ {v}] 中包含一个同构于 P3 ∪ P4 ∪ P2 的彩虹子图, 该子图与 H1 − V (e1) 的并

图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得 |[V (e1), V (H2)]G| ≤ 6.

假设 [y1, {v1, v3}]G = ∅. 若 v4y1, v5x1 ∈ E(G), 那么 y1v4v5x1, P
1
3 与 H1 − V (e1) + vv6 的

并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得 |{v4y1, v3x1} ∩ E(G)| ≤ 1, 进而
|[V (e1), V (H2)]G| ≤ 6. 2

根据观察7可得, |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 12t− 6. 从而

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤15 + 2t2 − 3t+ 2 + 12t− 6 = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可得 c(vv6) ̸= c(e1).

不失一般性, 不妨令 c(vv6) = c(e2). 假设 |[V (e2), V (P 1
3 )]G| ≥ 4. 那么 [V (e2), V (P 1

3 )]G 中包含

两条顶点不交的独立边. 此时, G[V (H2 ∪ e2)∪ {v}] 中存在同构于 P3 ∪ P4 ∪ P2 的彩虹子图, 该子图
与 H1 − V (e2) 的并图形成同构于 P3 ∪P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得 |[V (e2), V (P 1

3 )]G| ≤ 3.

假设存在 1 ≤ i ≤ t 且 i ̸= 2, 有 |[V (e2), V (ei)]G| ≥ 3. 根据 ei 和 e1 的对称性, 不妨令
xix2, xiy2, yix2 ∈ E(G), 那么 x2yixiy2 与 P 1

3 , H1 − V ({e2, ei}) + v4v5 + v6v 的并图形成同构于

P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得, 对所有的 1 ≤ i ≤ t 且 i ̸= 2, 有 |[V (e2), V (ei)]G| ≤ 2.

因此 |[V (e2), V (H2)]G| ≤ 6. 结合 |E(G[V (H1)])| ≤
(
2t
2

)
− 2(t− 1) = 2t2 − 3t+ 2, 可得

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤15 + 2t2 − 3t+ 2 + 12t− 6 = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 根据上述分析可得, c(vv6) /∈ c(H). 这与 c(vv6) ∈ c(H) 的假设矛盾. 因
此 |[v, V (H)]G| ≥ 1. �
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断言 5. [v, V (H1)]G = ∅.

断言 5 证明： 假设 [v, V (H1)]G ̸= ∅. 因此存在 1 ≤ i ≤ t, 使得 |[v, V (ei)]G| ≥ 1. 此时,
G[V (ei) ∪ {v}] 中包含同构于 P3 的彩虹子图, 记为 Q.
观察 8. |E(G[V (H2)])| ≤ 9.

观察 8 证明： 注意到 [{v1, v3}, {v4, v6}]G = ∅. 若 v1v3, v2v4, v2v6 ∈ E(G), 则 v1v3v2v4, Q 与 H1 −
V (ei)+v5v6 的并图形成同构于 P3∪P4∪tP2 的彩虹子图,矛盾. 因此 |{v1v3, v2v4, v2v6}∩E(G)| ≤ 2.
根据 H2 中 P 1

3 和 P 2
3 的对称性, 同理可得 |{v4v6, v1v5, v3v5}∩E(G)| ≤ 2. 因此 |E(G[V (H2)])| ≤ 9.

2

不妨令 i = 1. vx1 ∈ E(G). 有下述观察成立.
观察 9. ሯԱᝅ 1 ≤ j ≤ t, ᴿ |[V (ej), V (H2)]G| ≤ 8.

观察 9 证明： 由于 Kn 不包含同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, [{v1, v3, v4, v6}, y1]G = ∅. 因此
|[V (e1), V (H2)]G| ≤ 8.

不失一般性, 不妨假设 |[V (e2), V (H2)]G| ≥ 9. 由假设可知, |[{v1, v3, v4, v6}, x2]G| ≥ 3 或

|[{v1, v3, v4, v6}, y2]G| ≥ 3. 根据 e2 中 x2 和 y2 的对称性, 不妨令 |[{v1, v3, v4, v6}, x2]G| ≥ 3, 记
x2v1, x2v3, x2v4 ∈ E(G). 此外, 有 |[{v1, v3, v4, v6}, y2]G| ≥ 1, 记 y2v1 ∈ E(G). 此时, y2v1v2v3,
x2y2v 与 H1 − V ({e1, e2}) + v4x2 + v5v6 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此
|[V (e2), V (H2)]G| ≤ 8. 因此对所有的 1 ≤ j ≤ t, 有 |[V (ej), V (H2)]G| ≤ 8. 2

进而 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t, 有

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2t+ 2 = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对所有 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 因此 vx1 /∈ E(G).

因此 vy1 ∈ E(G). 显然 [{v1, v3, v4, v6}, x1]G = ∅. 对任意 2 ≤ j ≤ t, 有 [xj , {v1, v3}]G = ∅
或 [yj , {v4, v6}]G = ∅. 否则 G[V (H2 ∪ ej)] 中包含同构于 P4 ∪ 2P2 的彩虹子图, 该子图与 x1y1v,
H1 − V ({e1, ej}) 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 根据 H1 的对称性, 对所
有的 2 ≤ j ≤ t, 有 [xj , {v4, v6}]G = ∅ 或 [yj , {v1, v3}]G = ∅. 由此可得, 对所有的 1 ≤ j ≤ t, 有
|[V (ej), V (H2)]G| ≤ 8. 因此 |[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t. 进而有

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2t+ 2 = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|
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对任意 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 由此可得 i ̸= 1.

因此 2 ≤ i ≤ t. 不失一般性, 不妨令 i = 2 且 vx2 ∈ E(G). 注意到 [{v1, v3, v4, v6}, y2]G =

∅. 与观察9的推导类似可得, 对所有的 1 ≤ j ≤ t 且 j ̸= 2, 有 |[V (ej), V (H2)]G| ≤ 8. 因此
|[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t. 进而有

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2t+ 2 = 2t2 + 9t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对所有 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 因此 [v, V (H1)]G = ∅. �

显然 [v, {v1, v3, v4, v6}]G = ∅. 由 [v, V (H)]G ̸= ∅ 和 [v, V (H1)]G = ∅ 可得, 1 ≤ |[v, V (H2)]G| ≤
2.

假设 vv2 ∈ E(G). 显然 v1v3 /∈ E(G) 且 [{v1, v3}, {v4, v6}]G = ∅. 若 v4v6, v1v5, v3v5 ∈ E(G),
则 v4v5v6v1, vv2v3 与 H1 的并图形成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 由此可得
|{v4v6, v1v5, v3v5} ∩ E(G)| ≤ 2, 进而 |E(G[V (H2)])| ≤ 9. 假设 vv5 ∈ E(G). 显然 v4v6 /∈ E(G) 且

[{v1, v3}, {v4, v6}]G = ∅. 与 vv2 ∈ E(G) 情形中的推导类似可得, |{v1v3, v2v4, v2v6} ∩E(G)| ≤ 2. 由
此可知 |E(G[V (H2)])| ≤ 9. 根据 [v, V (H2)]G ̸= ∅且 [v, {v1, v3, v4, v6}]G = ∅可知, |E(G[V (H2)])| ≤
9.

假设存在 1 ≤ i ≤ t, 使得 |[V (ei), V (H2)]G| ≥ 9. 由假设可知 |[{v1, v3, v4, v6}, xi]G| ≥ 3 或

|[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 3. 根据 ei 中 xi 和 yi 的对称性, 不妨令 {v1xi, v3xi, v4xi} ∈ E(G). 此外,
有 |[{v1, v3, v4, v6}, yi]G| ≥ 1, 记 v4yi ∈ E(G). 此时, v1xiyiv4, vv2v3 与 H1 − V (ei) + v5v6 的并图形

成同构于 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的彩虹子图, 矛盾. 因此对任意 1 ≤ i ≤ t, 有 |[V (ei), V (H2)]G| ≤ 8, 进而
|[V (H1), V (H2)]G| ≤ 8t. 那么

|E(G)| =|E(G[V (H1)])|+ |E(G[V (H2)])|+ |[V (H1), V (H2)]G|+ |[v, V (H)]G|

≤
(
2t

2

)
+ 9 + 8t+ 2t+ 2 = 2t2 + 7t+ 11

<2t2 + 9t+ 12 = |c(Kn)|

对所有 t ≥ 2 均成立, 矛盾. 证毕. �

3. 总结与展望

本文研究完全图 Kn 中由 P3 ∪ P4 与匹配的并图构成的短线性森林的反拉姆数, 给出当
n = 2t+ 7 且 t ≥ 2 时, AR(Kn, P3 ∪ P4 ∪ tP2) 的精确值, 是对 L ∪ tP2 类子图的扩充. 本文限制完
全图为 K2t+7, 后续可以考虑当 n ≥ 2t+ 8 时, 完全图 Kn 中 P3 ∪ P4 ∪ tP2 的反拉姆数精确值. 此
外, 还可以继续研究包含 P5 的连通分支与匹配所构成的线性森林的反拉姆数.
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