
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2025, 14(5), 162-174 
Published Online May 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2025.145245   

文章引用: 袁桂芳. 正交曲线坐标系中三维不可压粘性 MHD 系统的大初值整体适定性[J]. 应用数学进展, 2025, 14(5): 
162-174. DOI: 10.12677/aam.2025.145245 

 
 

正交曲线坐标系中三维不可压粘性MHD系统的

大初值整体适定性 

袁桂芳 

广州大学数学与信息科学学院，广东 广州 
 
收稿日期：2025年4月16日；录用日期：2025年5月9日；发布日期：2025年5月16日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了正交曲线坐标系中三维不可压MHD系统在大光滑初值条件下的整体适定性。我们针对一类新

的光滑大初值，建立了三维不可压粘性MHD系统Cauchy问题在正交曲线坐标系下的整体光滑解的存在

性和唯一性。 
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Abstract 
This paper investigates the global well-posedness of the three-dimensional incompressible MHD sys-
tem in orthogonal curvilinear coordinates with large smooth initial data. We establish the global exist-
ence and uniqueness of the smooth solutions to the Cauchy problem for the three-dimensional incom-
pressible viscous MHD system in orthogonal curvilinear coordinates for a new class of the smooth large 
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1. 引言 

三维不可压缩粘性磁流体力学(MHD)方程是研究磁场和流体动力学相互作用的重要数学模型。在一

般直角坐标系下，MHD 系统的局部适定性和全局适定性已经得到了深入研究。然而，在一般正交曲线坐

标系下，MHD 方程的适定性问题仍然存在诸多数学和计算挑战。受这些研究的启发，本文主要考虑在正

交曲线坐标系中的三维不可压粘性 ( )0, 0ν η> >  MHD 方程 Cauchy 问题： 

( )( ) ( )( )0 0 0 0

, , 0,
, , 0,

div 0, div 0, , 0,
, 0, , , with div  0, div 0, .

t

t

u u u P u b b x t
b u b b u b x t

u b x t
u b x u b x u b x

ν
η

+ ⋅∇ +∇ = ∆ + ⋅∇ ∈ >
 + ⋅∇ − ⋅∇ = ∆ ∈ >
 = = ∈ >
 = = = ∈







 

这里， ( )1 2 3, ,x x x x= ， 3 2 1
3 2 3, ,= × × ×      ，或者 1 2 3× ×   其中 i 是 1


中周期为 0il > 的环

面。未知量 ( ) ( ) ( )( )( )1 2 3, , , , , ,u u t x u t x u t x t x= 表示流体速度场，而 3b∈ 表示磁场 ( ),P P t x= 是标量压力，

0ν ≥ 是粘性系数， 0η > 是磁扩散系数。此外， 0u 和 0b 是给定的初始函数，满足 0div 0u = 和 0div 0b = 。 

2. 研究模型 

2.1. 正交曲线坐标系中的算子 

在实际问题中，我们在直角坐标系中研究磁流体动力学方程有时可能会非常复杂，而采用其他坐标

系却更具优势。直角坐标系、柱坐标系和球坐标系都是正交曲线坐标系的特殊形式，因此，可以通过推

广至更一般的正交曲线坐标系来更灵活地研究 MHD 系统。由于矢量形式基本方程组中的梯度算子、散

度算子和旋度算子的定义与坐标系的选取无关，因此，只需要通过坐标变换推导出正交曲线坐标系下对

应算子的具体表达式，就可以方便地得到该坐标系下的 MHD 方程的分量形式。为了表述我们的问题，

我们引入正交曲线坐标系[1]和一些算子的表示方法[2]。 
设 1 2 3, ,ξ ξ ξ 为一组正交曲线坐标，单位向量 1 2 3, ,e e e 分别与坐标线平行，并沿着 1 2 3, ,ξ ξ ξ 递增的方向，

而非负函数 1 2 3, ,H H H 分别是与单位向量 1 2 3, ,e e e 相关的拉梅系数。一般情况下，单位向量 1 2 3, ,e e e 以及函

数 1 2 3, ,H H H 都是坐标 ( )1 2 3, ,ξ ξ ξ ξ= 的函数。设 ( ) ( )( )1 2 3, ,x x x x xξ ξ= = 为直角坐标系 x 与正交曲线坐标

系ξ 之间的坐标变换函数，假设该变换是一个从ξ ∈Ω 到 x∈Ω的双射，其逆映射记作 
( ) ( )( )1 2 3, ,x xξ ξ ξ ξ ξ= = 。众所周知，该变换映射、单位向量和拉梅系数之间满足以下关系： 

( ) ( ) , 1, 2,3.i i
i

x
H e i

ξ
ξ

ξ
∂

= =
∂

 

由于三组坐标线构成一个正交系统，单位向量 1 2 3,,e e e 的导数具有以下表达式： 
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3 3 31 2 1 1 1 2 2 1

1 2 2 3 3 2 1 1 3 1 1

3 3 32 1 1 2 2 1 2 2

1 2 2 2 3 3 1 1 3 2 2

3 3 3 3 31 1 2 2 1 2

1 3 3 2 3 3 3 1 1 2 2

, , ,

, , ,

, , .

e e He e H H e e H e
H H H H

e e He e H e H e H e
H H H H

e e e H He H e H e e
H H H H

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= = = − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

对于一个标量函数V ，其梯度算子∇和拉普拉斯算子 ∆具有如下表达式： 

1 2 3
1 1 2 2 3 3

2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 ,

1 .

V V VV e e e
H H H

H H H H H HV V VV
H H H H H H

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

 

对于矢量 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3A A e A e A eξ ξ ξ= + + ，其散度和旋度分别表示为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 1 1 3 2 1 2 3
1 2 3 1 2 3

3 3 2 2 1 1 1 3 3 2
2 3 2 3 1 3 3 1

2 2 1 1 3
1 2 1 2

1div ,

1 1rot

1 .

A A H H A H H A H H A
H H H

A A H A H A e H A H A e
H H H H

H A H A e
H H

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

 ∂ ∂ ∂
= ∇ ⋅ = + + ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂
= ∇× = − + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ 

 

2.2. 正交曲线坐标系中三维不可压粘性 MHD 方程分量形式的一般表达式 

本文主要考虑问题的解和初始数据为以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
1 2 1 1 2 2 1 2 3

1 2 3
1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2

1 2 3
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2 3

1 2 3
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2 3

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , .

, , , ,

,

,

, , .

u t x u t e u t e u t e

b t x b t e b t e b t e P t x P t

u x u e u e u e

b x b e b e b e

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= + +

= + + =

= + +

= + +

 

我们假设坐标变换 ( )x x ξ= 满足以下性质： 
1) ( )x x ξ= 是一个双射，将ξ ∈Ω 变换到 x∈Ω ⊂ ，其中 [ ] 3,D A BΩ = × ⊂

 或 3
3̂DΩ = × ⊂

 。 
在这种情况下，区域Ω可以表示为： 

( ) ( )( ) ( ){ }1 2 3 1 2 3 1 2 3 3 3̂, , , , : ,ˆ , .x x x x x x D A BEξ ξ ξ ξ ξΩ = = ∈ ∈ ⊂ −∞ < ≤ ≤ < ∞ ∈或   

其中， 1 2
ˆ ˆ ˆ, , 1, 2,3i i× =   ， î 是 1


中周期为 0iL > 的环面，区域 D 是 ̂上的有界或无界区域，若 D 是有

界且非周期的，则其边界 D∂ 是光滑的。常数 A 和 B 满足 3A Bξ−∞ < ≤ ≤ < ∞。 

2) 单位向量 1 2 3, ,e e e 依赖于坐标 ( )1 2 3, ,ξ ξ ξ ξ= ，而拉梅系数 1 2 3, ,H H H 仅依赖于 1 2,ξ ξ ，即： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3

1 1 1 2 2 2 1 2 3 3 1 2

, , , , , , , , ,

, , , , , .

e e e e e e

H H H H H H

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= = =

= = =
 

并且，集合 ( ) ( )( ){ }1 2 1 2 3 1 2, : , 0D H H Hξ ξ ξ ξ∈ = 在 2


的 Lebesgue 测度意义下的测度为零。值得注意

的是，这里的变换 ( )x ξ 可以看作是一个从Ω 映射到Ω的一一映射，其定义域可替换为 \Ω = Ω

  ，其中

在 3


上的测度为零。 
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基于以上的假设，我们重新计算可得： 

2 3 1 3
1 2

1 1 2 2 1 2 3 1 1 1 2 2 2

1 1 1, .
H H H H

e e
H H H H H H Hξ ξ ξ ξ ξ ξ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = ∆ = +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
   

根据以上对解和拉梅系数的假设，计算可得到在正交曲线坐标系中三维不可压粘性 MHD 方程分量

形式的一般表达式： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1
1

1 1 2 2 1 1

2 1 2
1 1 2 23 3 3 1

1 22 2
1 1 2 1 2 21 3 1 2 3

2 2 2 22 3 2 31 1 2 1 1 2
32 1 2

1 2 1 1 3 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1

1

1 1

t
u u u u Pu
H H H

H H H Hu uL u u L u u
H HH H H H H

u u b bHH H Hb b b b b b
H H H H H H H H H H H H

ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
∂ + + +

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + − −

∂ ∂ ∂ ∂

 
 


∂ ∂

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

3 1
1 2 2 2

2

1 1 2 2 2 2

2 1 2
2 2 1 13 3 3 2

1 22 2
2 1 2 1 2 12 3 1 2 3

2 2 21 3 11 2 2 2 1 2
31 2 1

1 2 2 2 3 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

,

1

1 1

t

H

u u u u Pu
H H H

H H H Hu uL u u L u u
H HH H H H H

u u bHH H Hb b b b b b
H H H H H H H H H H

ξ

ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 
 
 

∂
∂

∂ ∂ ∂
∂ + + +

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂



( )

( )

23
3

2 2 3 2

1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 3 1 2
3 3 3 3 3 3

3
1 1 2 2 3 1 1 2 2 1 1 2 2 3 1 1 2 2

21 1 2 1
1 1 1 23

1 22
1

3

1 2 2 11 3 1 2

,

,

1 1

t

t

b H
H H

H H H Hu u u u u u u b b b b b b bu L u
H H H H H H H H H H

Hu b u bb L b b L b
H H H H H H

ξ

ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η
ξ ξ ξ

∂
−

∂

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ + + = − + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂∂ ∂
∂ + + = − + − ∂ ∂ ∂  ( )

( )

23 3
2

1 23

1 2 2 2 3 3 1 1 2 1 1 2
31 2 1

1 2 2 1 2 1 1 3 1 1 1 2 2 1 2 2
2 2 3 3

32

1 2 1 1 3 1

21 2 2 2
2 2 2 13

1 22
1 1 2 2 22 3

,

1 1
t

H H b
H

HH H Hu b u b u b b u b u b u
H H H H H H H H H H

HHb u b u
H H H H

Hu b u bb L b b L b
H H H H H

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

η
ξ ξ ξ

∂ ∂
∂ ∂

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
− −

∂ ∂

 ∂∂ ∂
∂ + + = − − − ∂ ∂ ∂ 

 
 
  

( )
13 3

2
1 21 2 3

1 2 1 1 3 3 1 2 2 2 1 2
32 1 2

1 2 1 1 2 2 2 3 2 1 1 2 2 1 2 1
1 1 3 3

31

1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 1 2
3 3 3 3

3
1 1 2 2 3 1 1 2 2

,

t

H H b
H H

HH H Hu b u b u b b u b u b u
H H H H H H H H H H

HHb u b u
H H H H

H Hu b u b u b bb L b
H H H H H

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

η
ξ ξ ξ ξ

∂ ∂
∂ ∂

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
− −

∂ ∂

 ∂ ∂∂ ∂
∂ + + = − +

∂

 
 
  

∂ ∂ ∂

( ) ( )

( ) ( )

1 3 2 3 3 1 2
3 3

1 1 2 2 3 1 1 2 2

1 2
2 3 1 3

1 2

1 2
2 3 1 3

1 2

,

0,

0.

H Hb u b u b u u
H H H H H

H H u H H u

H H b H H b

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

  ∂ ∂∂ ∂
+ + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂  
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其中： 

( )

( )

2 2
1 2

1 2
2 11 2

3 3 3 31 1 2 2
2

1 2 3 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1

2 2
3 3

3 2
1 1 2 23

1 ,

1 2 2 ,

1 1 1 .

H HL
H H

H H H HH H H HL
H H H H H H H

H H
L

H HH

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

    ∂ ∂
 = ∆ − +   ∂ ∂     

    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + − −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

    ∂ ∂
 = ∆ − +   ∂ ∂     





 

所以，根据给出的初始条件或边界值条件，我们可以完全确定三维不可压粘性 MHD 方程在正交曲

线坐标系中的演化方程。 

这里，我们取初始条件为 3 1 2
0 0 0 0u b b= = = ，且 ( ) 2

1 2, , 0D tξ ξ ∈ ⊂ > 。并且，若域 D 是有界的或者具

有部分有界的边界，边界条件 0u b
∂Ω ∂Ω

= = ， 0t ≥ 等价于 ( )1 2 3 1 2 3, , , , , 0u u u b b b
∂Ω

= ， 0t ≥ 。由于 MHD

系统的局部经典解唯一性，若初始条件为 3 1 2
0 0 0 0u b b= = = ，则在所有后续时间 t 中都有 

( ) ( ) ( )3 1 2
1 2 1 2 1 2, , , , , , 0u t b t b tξ ξ ξ ξ ξ ξ= = = 。在这种情况下，得到我们要研究的演化方程： 

( ) ( )

( ) ( )

( )

21 1 2 1
1 1 1 2 23 3 3

1 22 2
1 1 2 2 1 1 1 1 21 3 1 2 3

2 22 31 2
31 2

1 2 2 1 2 1 1 3 1

1 2 2 2
2 2 3

1 2
1 1 2 2 2 2 22 3

1 1 1

,

1 1

t

t

H H Hu u u u Pu L u u L u u
H H H H H H H H

u b HH Hu u
H H H H H H

Hu u u u Pu L u
H H H H H

ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∂ + + + = − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂∂ ∂
− + −

∂ ∂ ∂

 ∂∂



∂ ∂
∂ + + + =



− ∂

 
  

∂ ∂ ∂ ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 1 13 3

2 2
1 21 2 3

2 21 31 2
32 1

1 2 1 1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 1 2
3 3 3 3

3
1 1 2 2 3 1 1 2 2

1 2
2 3 1 3

1 2

1

,

,

0.

t

H H
u L u u

H H H

u b HH Hu u
H H H H H H

H Hu b u b b u ub L b
H H H H H

H H u H H u

ξ ξ

ξ ξ ξ

η
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

 
 
 

 ∂ ∂
− − ∂ ∂

∂∂ ∂
− + −

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂∂ ∂
∂ + + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

由速度场 ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2, , , ,u u t e u t eξ ξ ξ ξ= + 和磁场 ( )3

1 2 3, ,b b t eξ ξ= ，我们可以得到涡量 uω = ∇× 和电

流密度 j b= ∇× 的表达式，它们在正交曲线坐标系中的表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2
1 2 3 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , , ,t x t e j t x j t e j t eω ω ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = +  

初始涡量为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2 30, , , ,t x e e eω ω ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ ξ= = = + + ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 1 3 2 3
2 1 3 3

1 2 1 2 2 3 2 1 3 1

1 1 1, , .H u H u j H b j H b
H H H H H H

ω
ξ ξ ξ ξ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − = = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

显然有： ( ) ( )1 2
2 3 1 3

1 2

div 0H H H Hω ω ω
ξ ξ
∂ ∂

= + ≡
∂ ∂

。此外，我们可以推导出 3ω 的方程： 
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( )
( ) ( )

3 1 3 2 3 3 1 2 1 2
3 3 3

3
1 1 2 2 3 1 1 2 2 1 1 2 2

2 23 3 1 2
3 33 3 3 3

2
2 1 1 2 3 1 1 2 21 2 3

1 .

H Hu u u u b j b jL
t H H H H H H H

H b H bH H H Hj b b
H H HH H H

ω ω ω ων ω
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ − − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

3. 三维不可压粘性 MHD 方程 Cauchy 问题的整体光滑解 

本章主要讨论正交曲线坐标系中三维不可压粘性 MHD 方程组 Cauchy 问题的整体光滑解问题。结构

如下：第 1 节，为了完成本章定理的估计，我们介绍了几个基本引理；第 2 节，我们考虑具有特殊几何

结构的 MHD 方程组在正交曲线坐标系中的结论并给出证明。 

3.1. 一些预备引理 

引理 3.1 [3] 设 ( )1, pu W∈  为无散度的速度场，且涡量为ω ，则不等式 

( ) .p pL Lu C p ω∇ ≤  

对于任意 ( )1,p∈ ∞ 都成立，其中常数 ( )C p 仅依赖于 p。 
引理 3.2 [4] [5]假设初始数据 ( )2 3

0u H∈  满足 0div 0u = ，那么三维不可压粘性 MHD 方程的任意弱

解 ( ), ,u b P 满足 

( )( )3 2 30, ; , 1, 3 ,p qu L T L q
p q

∈ + ≤ < ≤ ∞  

( )( )3 2 3 30, ; , 2, .
2

p qu L T L q
p q

∇ ∈ + ≤ < ≤ ∞  

则解在 ( ] 30,T × 上也是光滑的。 

3.2. 定理及其证明 

定理 1.1 取 0, 0ν η> > ，若三维不可压粘性 MHD 方程 Cauchy 问题的初值 ( ) ( )0 0, su b H∈  ， 2s ≥ ，

由 2.2 中给出，满足 3 1 2
0 0 0 0 00div div , 0 u b u b b= = = = = 。假设

( )

3
0

3

, 2
pL

b
p

H
< ∞ ≤ ≤ ∞



，

( )6

3
0

3 L
H
ω

< ∞


，并

且在 1 2 3 0H H H = 的根集上满足适当的相容性条件。此外，令拉梅系数 1 2 3H H H 满足： 

3 3

1 1 2 2

1 1 ,
H H

C
H Hξ ξ

∂ ∂
+ ≤ < ∞

∂ ∂
 

则三维不可压粘性 MHD 方程 Cauchy 问题存在唯一的全局光滑解，并且满足 ( ) ( )( ), 0, ; su b L H∞∈ +∞  。此

外，若初始数据是光滑的，并且满足适当的相容性条件，则该解在时间上全局光滑。 
进一步地，若 3H 为常数，对于任意的光滑初始数据 3

0 0u ≡/ ，则问题存在唯一的全局光滑解 ( )( ), ,u b t x ，

其中 ( )3
1 2, , 0u t ξ ξ ≡/ ，并且该解在所有 [ )0,t∈ ∞ 上成立。 

以下是证明以上定理的过程： 
首先，从三维不可压粘性 ( )0, 0ν η> >  MHD 方程组中，我们可以得到基本的能量不等式，对任何的

0t > ， 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )2 3 2 32 3

2 22
0 00

, , 2 , , d , .
t

L LL
u b t u b s s u bν η⋅ + ∇ ∇ ⋅ ≤ ⋅∫

 


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关于 3ω 和 3b 的方程可以写成下面的形式： 

( )
( ) ( )2 23 33 1 3 2 3 3 1 2

3 33 3 3 3 3
3 2

1 1 2 2 3 1 1 2 2 2 1 1 21 2 3

3 1 3 2 3 3 1 2 1 3 2 3
3 3 3

3
1 1 2 2 3 1 1 2 2 1 1 2

1 .
H b H bH H H Hu u u uL

t H H H H H H H H

H Hb u b u b u b b b u b uL b
t H H H H H H H

ω ω ω ων ω
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η
ξ ξ ξ ξ ξ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂  + + = + + − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

3 1 2
3 3

2 3 1 1 2 2

.
H Hb u u

H H Hξ ξ ξ
 ∂ ∂

+ + ∂ ∂ ∂ 

 

我们引入表达式： ( ) ( )3
1 2

1 1 2
3

, ,
, ,

b t
g t

H
ξ ξ

ξ ξ = ， ( ) ( )3
1 2

2 1 2
3

, ,
, ,

t
g t

H
ω ξ ξ

ξ ξ = 。 

其次，为了推导ω 在 ( ] ( )( )2 30, ;L t L∞
 范数下的估计，我们首先建立对 21,g g 的 L∞估计。利用 MHD 系

统的光滑解的局部适定性，可以直接得到：
1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 3 3
0 0 0 0 1 1 2 20 0 0 0 0b b g g g gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ω ω= = = = = = = =
= = = = = = = = 。 

直接计算，我们得到 ( )( )21 1 2, ,,g g t ξ ξ 的不等式： 

( )

( ) ( )

1 2

1 1 3 1 4 1
1 1 2 2

1 2
23 3

2 2 3 2 4 2 1
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2

,

1 .

t

t

u ug g L g L g
H H

H Hu ug g L g L g g
H H H H

η
ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 ∂ ∂
∂ + + = + ∂ ∂ 

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ + + = + − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

其中，
( )

2 3 3 2 3 3 1 3 3 1 3 3
4 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 21 2 3

2 21 H H H H H H H H H H H H
L

H H H HH H H ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
。 

将第一个方程两边乘以
1

1 1
pg g−  (其中 1p ≥ )，并且对所得方程在 3


上积分，我们得到： 

( )

3 3

3 3

3

1 2
1 1

1 1
1 1 2 2

1 1
1 1 1 4 1 1 1

2 2
13 31

1 12
1 1 2 23

1 d 1d d
1 d 1

d d

1 1 d .

p p

p p

p

u ug x g x
p t p H H

g g g x L g g g x

H Hg g g x
H HH

ξ ξ

η η

η
ξ ξ

+ +

− −

−

 ∂ ∂
+ + + + ∂ ∂ 

= ∆ ⋅ + ⋅

   ∂ ∂
− + ⋅  

 
 ∂ ∂    

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 



  

利用不可压条件 ( ) ( )1 2
2 3 1 3

1 2

0H H u H H u
ξ ξ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

以及 1 2 3 1 2 3d d d dx H H H ξ ξ ξ= ，我们计算等式左边第

二项得到： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

1 2
1

1 1 1 2 3 1 2 3
1 1 2 2

1 2
1

1 1 2 3 1 2
1 1 2 2

11 2
2 3 1 3 1 1 2

1 2

11 2
2 3 1 3 1 1 2

1 2

1 d d d
1

d d

d d

0

d

.

d

p

p

D

p

D

p

D

u uI g H H H
p H H

u uB A g H H H
H H

B A H H u H H u g

B A H H u H H u g

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

+

+

+

+

∂ ∂
= +

+ ∂ ∂

 ∂ ∂
= − + ∂ ∂ 

∂ ∂
= − +

∂ ∂

 
 


 ∂ ∂
= − − + ∂ ∂ 



=

∫

∫

∫

∫



 

通过计算得到 ( )
2 2

2 1 1
1 2

1 1 2 2
1

1 1, , g gg t
H H

ξ ξ
ξ ξ
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

 ，代入到等式右边第二项得到： 
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( )

( )

3
1

2 1 1 1

12 3 1 3
1 1 1

1 2 3 1 1 1 2 1 2

12 3 1 3
1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 2

2
2 3 1 31

1 1 1

d

1 d

d d

p

p

p

D

I g g g x

H H H H
g g g x

H H H H H

H H H H
B A g g g

H H

H H H Hg gp B A
H H

η

η
ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

η
ξ

−

−

Ω

−

= ∆ ⋅

    ∂ ∂ ∂ ∂
= + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂     

    ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂ ∂
= − − + ∂ 

∫

∫

∫





( ) ( )3

3

2
11

1 1 2
2

2 2
11 1

12 2
1 21

21
1 1

2

1 1

.

d d

d

d

p

D

p

p

g

g gp x

x

g
H H

p g g

ξ ξ
ξ

η
ξ ξ

η

−

−

−

    
    
    

  
  ∂   

∂ ∂
= − +

∂ ∂

= −



∇

∫

∫

∫







 

( ) ( )

( )

3

2 2
13 3 2 3 3 1

3 1 1 12 2
1 1 2 2 1 1 13 1 2 3

12 3 3 1 3 3 1 3 31
1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 2 2 2

3

3 1

2

1

21 1 1 1

2
d

p

p

H H H H H gI g g g
H H HH H H H

H H H H H H H H Hgg g g g x
H H H

HHB A
H H

η
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η
ξ

−

−

     ∂ ∂ ∂ ∂
 = − + ⋅ +    ∂ ∂ ∂ ∂      

 
+

 ∂ ∂ ∂∂∂ ∂
+ + ⋅   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂
− −  ∂

=


∫


( )

1 1

2 2 2 2 2

3

2 2
3 3 32 1 1

1
3 1 1 1

12 3 3 1 3 3
1 1 1 1 2

1 1 1 2 2 2

2 2
3 3

3 1 3

2 1

1 2 2

2 2

1 d d

D

p

D

H H HH H g H gg
H H H H

H H H H H H
g g g

H H H

H HH HB A
H H H H

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

η
ξ ξ

−

   ∂ ∂ ∂∂ ∂  +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂∂ ∂

+ + ⋅     ∂ ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂

− − +   ∂ ∂
=



+ +

 

∫

∫
1

1 1 1

2 2
13 3

3

2 1
1 1 1 1 2

1 11 2

0.

1 d d

p

p

g g g

H HH H g g g
H H H

ξ ξ
ξ ξ

−

−


  ⋅
  

     ∂ ∂  + + ⋅    ∂ ∂     
=



      (1) 

将 1 2 3, ,I I I 代入第一个方程中得到： 

3 3

21 1
1 1 1

1 d d d 0.
1 d

p pg x p g g x
p t

η+ −+ ∇ =
+ ∫ ∫

 

  

则对任何 0 t≤ ≤ ∞，得到 ( )1 1 2, ,g t ξ ξ 估计 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 3 1 3

1 3

3
0 1 2

1 1 2 1 1 2
3

,
, , 0, , ,1 .p p

p
L L

L

b
g t g C p

H
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ+ +

+

≤ = ≤ < ∞ ≤ ≤ ∞
 



 

同样，对于第二个等式进行同样的计算，对于任何1 p≤ < ∞， 

( )

3 3

3

21 1
2 2 2

123 3
2 2 2

1 2 2 1 1 2

4

1 d d d
1 d

1 d

.

p p

p

g x p g g x
p t

H H
g g g x

H H
I

ν

ξ ξ ξ ξ

+ −

−

+ ∇
+

 ∂ ∂∂ ∂
= − − ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 
=

∫ ∫

∫

 




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这里，通过分部积分和 Young 不等式[6]，结合等式 ( )
2 2

2 2 2
2 1 2

1 1 2 2

1 1, , g gg t
H H

ξ ξ
ξ ξ
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

 ， 4I 可以放

缩为： 

( )

( ) ( )

( )

3

3

123 3
4 2 2 2

1 2 2 1 1 2

123 3
2 2 2 1 2 3 1 2

1 2 2 1 1 2

2
13 31

2 2 2 1 2 3 1 2
1 2 2 1 1 2

2 3
1 2

1 2 2

1 d

1 d d

d d

1

p

p

D

p

D

p

H H
I g g g x

H H

H H
B A g g g H H H

H H

H HpgB A g g g H H H
H H

H
pg g

H H

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

−

−

−

−

 ∂ ∂∂ ∂
= − − ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂∂ ∂
= − − − ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂∂ ∂
= − − ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂
=

∂

∫

∫

∫

∫





( )
( ) ( )

3 3

3 3

1 132 2
2

1 1 2

21 1 4
2 2 2 1

21 1 2 1
2 2 2 1

d

1d d
2 2

1 1 2d d .
2 2 1 1

p

p p

p p p

Hg gg x

p g g x p g g x

pp g g x p g g x
p p

ξ ξ ξ

ν
ν

ν
ν

−

− −

− + +

  ∂∂ ∂
−  ∂ ∂ ∂   

≤ ∇ +

 −
≤ ∇ + + + + 

∫ ∫

∫ ∫

 

 





 

结合上面两个式子可以得到： 

( )
( ) ( )

( )
3 3 3 3

21 1 1 2 1
2 2 2 2 1

11 d d d d d .
1 d 2 2 1 1

p p p pp pp pg x g g x g x g x
p t p p

ν
ν ν

+ − + +−
+ ∇ ≤ +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫
   

  

将 ( )1 1 2, ,g t ξ ξ 的估计代入上式，得到对于 0 t≤ ≤ ∞， 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

3

3 3

1
2 1 2

1 1
1 2 12 2

2 1 2 1 20 1

, , d

e 0, , d e , , d d

e .

p

p p t p p t
tp p

B p t

g t x

pg t x g s x s

C p

ν ν

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ν

+

− −
−+ + 

≤ = +  
 

≤

∫

∫ ∫ ∫



 

 

将 5p = 代入，得到 ( )3

6
2 1 2, , d eBtg t x Cξ ξ ≤∫



和 

( ) ( )3 3

26 4
2 1 2 2 1 2 20

, , d 15 , , d d e .
t Btg t x g s g x s Cξ ξ ν ξ ξ+ ∇ ≤∫ ∫ ∫

 

  

接下来，我们利用解 ( ),u b 的特殊几何结构，对速度场u 的涡量 ( ) ( )1 2 3, , , ,t x tω ω ξ ξ ξ= 进行 

( )( )2 30, ;L t L∞
 估计。由三维不可压粘性 MHD 系统的局部光滑解的存在唯一性以及对初始数据的假设

3 1 2
0 0 0 0u b b= = = ，可以容易得到：对于所有 0t ≥ ， ( ) ( ) ( )3 1 2

1 2 1 2 1 2, , , , , , 0u t b t b tξ ξ ξ ξ ξ ξ= = = 。因此，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3
1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , , , , .u t x u t e u t e b t x b t e t x t eξ ξ ξ ξ ξ ξ ω ω ξ ξ= + = =  

众所周知，在三维不可压粘性 MHD 系统中，涡量方程 uω = ∇× 的表达式如下： 

( ) ( ).t u u b bω ω ν ω ω∂ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇ +∇× ⋅∇  

将方程两边同时乘以ω ，并对所得方程在 3


上积分，对于任意 0  t≤ ≤ ∞ ，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 32 3 3 3

2 21 d , d d .
2 d LL

t u x b b x
t
ω ν ω ω ω ω⋅ + ∇ = ⋅∇ ⋅ + ∇× ⋅∇ ⋅∫ ∫




 

 

我们估计等式右侧的项，已知 ( ) ( )3 3
3 1 3 2

2 3 2 1 3 1

1 1j b H b e H b e
H H H Hξ ξ

∂ ∂
= ∇× = −

∂ ∂
和 div d 0 ivu b= = 。
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方程右侧的项 uω ⋅∇ 和 ( )b b∇× ⋅∇ 在正交曲线坐标系中的表达式为： 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 331 2
3 3 1 3 2

1 1 2 2 3 3 2 3 2 1 3 1

3 3 331 2
3 1 3 2 3

2 3 2 1 3 1 1 1 2 2 3 3

3
3 33 3

3 3 2 3 2 2

1 1

1 1

1

b b
b j j b

ee eb e H b e H b e
H H H H H H H

ee eH b e H b e b e
H H H H H H H

H Hb bb b
H H H

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

∇× ⋅∇

= ⋅∇ − ⋅∇

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − ⋅ + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂∂ ∂
=

 
 


+ +
∂ ∂



∂

( )

( )

3 3
3 33 3

3 1 3 2
2 1 3 2 1 1

3 3
3 3 33 3

3 3 3
1 2 3 2 2 1 2 2 2

3 3 3
3 33 3 3 3

3 32
2 2 1 2 21 2 3

1

1

H H bH e b b H e
H H

H Hb bb H b H b e
H H H

H H H Hb b bb H b H
H H H

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

   ∂ ∂ ∂
− + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

    ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + − +

∂

 
 
 

   
   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )

3
2

3 3 3 3 3
3 3 3 33 3 3 31 2

3 1 3 2 3
1 2 3 2 2 3 1 1 3 1 2 2 2

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

32
2 1 2 1 1 2 3 1 2 11 2 3

e

H H H HH Hb b b b bb H e b H e b b e
H H H

b H H H H Hb b b b be
H H HH H H

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 
 
 

      
      


∂ ∂ ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂
− + − + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= −

     
 
  − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( )

3

3
2

2 23 3
3 3

3
1 2 3 1 2 2 1

1 .

e

b bH H e
H H H

ξ

ξ ξ ξ ξ

∂

 ∂ ∂∂ ∂ = −
 ∂ ∂ ∂ ∂






 
 


 

和 

( )

( )

3 1 231 2
3 1 2

1 1 2 2 3 3

3
1 2

1 2
3 3

3 1 2
3 3

3
3 1 1 2 2

.

ee eu e u e u e
H H H

u e u e
H

H Hu u e
H H H

ω ω
ξ ξ ξ

ω
ξ

ω
ξ ξ

  ∂ ∂ ∂
⋅∇ = ⋅ + + +  ∂ ∂ ∂   

∂
= +

∂

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

 

利用 ( ) ( )3
1 2 3, , ,t x t eω ω ξ ξ= ，我们有： 

( )
2 23 3

2

1 1 2 2

1 1,t x
H H

ω ωω
ξ ξ

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
 

然后，方程右侧的各项可以按照以下方式进行估计。 
利用所得结果，结合引理 2.2，借助 Hölder 不等式[7]、Gagliardo-Nirenberg 不等式[8]和 Young 不等

式[6]，可得： 

( )2

3

3 3

5

3 1
33 3

3 1 1

3 1 3 3 2 33

2

3

1 3 1 3 2

2 2

2

d

d

1 1d d
R

I u x

H Hu u x
H H H

H H
u x u x

H H H H

ω ω

ω ω
ξ ξ

ω ω ω ω
ξ ξ

= ⋅∇ ⋅

  ∂ ∂
= + ⋅  ∂ ∂   

   ∂ ∂
= +   ∂ ∂   

∫

∫

∫ ∫








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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 3

3 32 3

2 3 6 33 3 3 3

2 3 3 3 6 3

2 3 6 32 3 2 3

1 3 2 31 2
2 2

1 1 1 2

1 3 2 3
2 2

1 1
2 22 23 1 2

2 2

1
2

2

1 1
2 2

2

2

1 1d d

d d

d d

2

H Hu g x u g x
H H

C u g x u g x

C u g x u g x

C u u g

C u g

C u u g

ω ω
ξ ξ

ω ω

ω

ω

ω

ω

   

 
 

∂ ∂
= +   ∂ ∂   

≤ +

≤ +

 ≤ + 
 

≤

∇

 

≤



≤



∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 


 

 

  

 

 



  

  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

6 32 3 2 3

2 3 2 3 6 3

2 3

3 1
2 2

2

2 2 4
2

2 e .

LL L

L L L

Bt
L

C u g

C u g

C C

ω

ω

ω

≤ +

≤ +



 

  



 

和 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

3

3

3

6

2 23 3
33 3

3 3
1 2 3 1 2 2 1

2 23 3 3
3 3

1 2 2 1 3 1 2

2 23 3
33 3

1 2
1 2 2 1

323 3

2 1

d

1 d

1 d

d d
D

D

I b b x

b bH H e e x
H H H

b bH H x
H H H

b bH HB A

HB A b

ω

ω
ξ ξ ξ ξ

ω
ξ ξ ξ ξ

ω ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ω
ξ ξ

= ∇× ⋅∇ ⋅

∂ ∂∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂∂ ∂ = − − ∂ ∂ ∂ ∂ 


 
 
  
 

 
 
 



∂ ∂∂
= − −

∂ ∂


 

∫

∫

∫

∫

∫







( )

( ) ( ) ( ) ( )3 3 32 3

3
3

1 2
1 2

3 3
3 3 3

1 3 1 2
2 1 1 2

3 3
3 3 3

1
1 2 2 1 1 2

1 1
2 22 23 3

3
1

1 1 2 2

d d

d d

1 d

1 1, , d d

D

D

L L

H

H HB A b g H

H Hb g x
H H

C g t b t x x
H H

ω ξ ξ
ξ ξ

ω ω ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ω ω
ξ ξ ξ ξ

ω ω
ξ ξ

ν

∞

 ∂
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂∂ ∂

= − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
 
 
 

 
 
 

∂

   ∂ ∂   ≤ ⋅ ⋅ +
   ∂ ∂    

≤


 

∫

∫

∫ ∫


 


( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 3 2 3

2 3

222 3
1

2

, ,
2

.
2

L L L

L

C g t b t

C

ω

ν ω

∞∇ + ⋅ ⋅

≤ ∇ +








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结合上面的结果，我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 32 3

2 2 21 d , e .
2 d 2

Bt
L LL

t C C
t

νω ω ω⋅ + ∇ ≤ +
 



 

由 Grönwall 不等式[9]可得，对于任意 0t > ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3

2 2

0
, , d e .

t Bt
L L

t s s Cω ν ω⋅ + ∇ ⋅ ≤∫
 

 

利用引理 2.1，得到： 

( ) ( )2 3, eBt
L

u t C∇ ⋅ ≤


或者 ( ) ( )3, e , 2 6.q
Bt

L
u t C q⋅ ≤ ≤ ≤



 

根据 Gagliardo-Nirenberg 不等式[8]，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 3

1 3 6, , , , , 2 6.
2q

A A

L L L

qu t C u t u t A q
q

− −
⋅ ≤ ∇ ⋅ ⋅ = ≤ ≤

  

 

由此，我们得到三维不可压粘性 MHD 系统所需的正则性估计，因此，应用引理 2.2，在 3
0 0u ≡ 的情

况下可以得定理 1.1 中所陈述的结果。 
当 3H 为常数时，显然 3H 与 1 2,ξ ξ 无关。因为 3H 是常数的假设，将 2.2 中给出的正交曲线坐标系中

MHD 方程组涉及 3 0u ≠ 的项变成零，即： 
3 1 2

3 3 3
3

3 1 1 2 2

0, .0
H Hu u uL u

H H H
ν

ξ ξ
 ∂ ∂

+ = ∂ ∂ 
=  

这种情况下，2.2 中给出的正交曲线坐标系中 MHD 方程组中涉及 ( )1 2 1 2 3, , , ,u u b b b 的方程与 3u 无关。因

此，与本文考虑 3 1 2 0u b b= == 的情况一样，我们可以构造新的速度场，关于 3
0 0u ≡/ 时的解的构造与正则性： 

在定理 1.1 中，若假设 3H 为常数，则三维不可压 MHD 系统在正交曲线坐标下的第三分量 3u 满足如

下方程： 
1 3 2 3 1 2 1 3 2 3 3 1 2

3 3 3 3 3 3
3

1 1 2 2 3 1 1 2 2 1 1 2 2 3

3

1 1 2 2
t

H H H Hu u u u u u u b b b b b b bu L u
H H H H H H H H H H

ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ + + = − + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

在初始数据满足 ( )3 2
0u H∈ Ω 且 3

0 0u ≡/ 的情况下，由局部解唯一性及上述方程形式可知 3u 不会退化为

零。重复以上证明步骤，通过对 3u 的能量估计，结合 Grönwall 不等式[9]可证明 ( )3u t 的正则性可随时间

保持。因此，在 3H 为常数时，存在一类具有 3 0u ≡/ 的解族，并可由相同方法延拓到全局强解。对于任何

给定的光滑初值 3
0u ，可以在时间上求解 3u 。 

注：关于解的长时间行为与指数衰减的补充。 
Duvaut 和 Lions (1972) [10]最早建立了 MHD 全局小数据下的光滑解与能量耗散。Lei (2015) [11]和

Wang 等(2019) [12]在具有特殊对称性或特殊坐标(球坐标)下，建立了大数据情形的全局解存在性及其指

数衰减。Deng 和 Zhang (2018) [13]和 Ke 等(2021) [14]分别讨论了在三维 MHD 系统中，平衡态附近的解

在范数下的最优时间衰减速率，证明了解的长时间行为和耗散结构。基于已有的结果，我们对系统能量 

估计，依然有 ( ) ( )( )2 2
2 2 2 2d 2min , 0

d L Lu b u b
t

ν η+ + ∇ + ∇ ≤ 。由于Ω 有界，Poincaré 不等式[9]成立：

2 2PL Lu C u≤ ∇ ， 2 2PL Lb C b≤ ∇ ，从而得到 ( ) ( )d 2 0
d

E t E t
t

λ+ ≤ ，其中
( )

2

min ,

PC
ν η

λ = ，故 

( ) ( ) 20 e tE t E λ−≤ ，即解具有指数衰减性。进而，高阶能量也满足： 
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( ) ( )1 1 e ,0 .t
H H

u t b t C κ κ λ−+ ≤ < ≤  

至此，定理 1.1 的证明完成。 
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