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摘  要 

马尔可夫链的遍历性研究在随机过程理论中占有重要地位，本文聚焦于马尔可夫链的次几何遍历性，提

出了次几何遍历的六个等价判定条件，这些等价条件对进一步探索一般马尔可夫过程的次几何遍历性提

供了理论基础，并将其应用于排队论中经典的M/G/1嵌入过程，得到了易验证的M/G/1嵌入排队过程次

几何遍历的判定条件。 
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Abstract 
The study of the ergodicity of Markov chains holds a significant position in the theory of stochastic 
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processes. This paper focuses on the subgeometric ergodicity of Markov chains and proposes six equiv-
alent criteria for subgeometric ergodicity of Markov chains. These equivalent conditions provide a 
theoretical foundation for further exploration of the subgeometric ergodicity of general Markov pro-
cesses. In addition, this paper applies these criteria to the classical M/G/1 embedded process in queue-
ing theory, obtaining easily verifiable conditions for determining the subgeometric ergodicity of the 
M/G/1 embedded queueing process. 
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1. 引言 

马尔可夫过程在巡航控制系统、银行排队系统、货币汇率和动物种群动态等现实问题中广泛应用。

在马尔可夫过程的研究中，关于稳定性的研究一直是学者们关注的问题，其中遍历性刻画了系统在长时

间行为下收敛到平稳分布的速度，因此针对马氏过程遍历性的研究成为核心问题之一。根据收敛速度不

同，我们将马尔可夫过程的遍历性分为了普通遍历、次几何遍历、几何遍历和强遍历等类型，即 

( ) ( ) ( ), ΠnP x r nx C⋅ − < ⋅  

其中， ( )r n 的形式反应了马氏过程的收敛速度，例如当 ( ) , 0r n n= <

 时，该过程具有次几何遍历性，当

( ) ,0 1nr n ρ ρ= < < 时，该过程具有几何遍历性。显然，次几何遍历的马尔可夫过程收敛到平稳分布的速

度要慢于几何遍历的马尔可夫过程。在某些具有复杂结构的系统中，过程的转移概率无法以几何速度(或
指数速度)收敛到平稳分布，但可能以次几何遍历速度(如多项式速度)收敛，因此对此类系统进行研究可

加深对马氏链遍历性的深入理解，并扩大其应用范围。 
关于马尔可夫链次几何遍历速度的研究目前已有一些工作，例如 Douc 等[1]在漂移条件下给出了

Harris 回归马氏链在给定空间上全变差范数下的收敛界，并由此得到该链具有次几何遍历性的结论，并探

讨了这些速度在不同实际应用中的意义，特别是在机器学习和贝叶斯统计模型中的应用。Liu 等[2]研究

了连续时间马尔可夫过程的次几何遍历性，得到了连续时间马尔可过程次几何遍历的判定准则。Deng [3]
利用漂移条件建立离散时间一般状态空间马氏链范数意义下的多项式收敛速度。Durmusa 等[4]研究了一

般状态空间马氏链 Wasserstein 距离的次几何收敛速度的充分条件。Roberts 等[5]考虑了逐段决定的马氏

过程在全变差范数意义下，在一维和高维状态空间上的转移概率收敛到平稳分布的多项式收敛速度的

界。然而可以看出，以上这些研究要么只能给出漂移条件下的次几何遍历判定条件，要么只研究次几

何遍历速度，并没有文献给出次几何遍历的等价判别条件，本文对等价判定条件的研究能够进一步完

善马尔可夫过程次几何遍历判定条件的研究，并帮助学者们在面对不同的模型时选择更加合适的次几

何判定条件。 
本文内容主要分为两小节，第一节我们将给出六条马氏链次几何遍历性的等价判别，并证明这些条

件的等价性，第二节我们将利用 M/G/1 嵌入过程验证六条等价，并得出易于验证的 M/G/1 嵌入过程次几

何遍历的判定条件。 
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2. 马尔可夫链次几何遍历性的等价判定条件 

在探讨马尔可夫链次几何遍历性的判定条件之前，我们首先需要给出一些通用假设。 
假设 A. 令 { } 0

Φ Φn n

∞

=
= 是一个取值一般状态空间 X的离散时间马氏过程，Φ对应的转移概率为 P 且

满足对所有的 F,X, Nx A n∈ ∈ ∈ 有 ( ) ]1, Φ Φn nP x A P A x−= ∈ = ， F 表示可数生成的 σ 代数，即存在

1 2, , FA A ∈ ，使得 ( )1 2F , ,A Aσ= 
， F是包含所有 iA 的最小σ 代数。 

A.1. Φ是φ -不可约的，即在 ( )X,F 上存在一个非零的σ 有限测度 φ ，使得对所有 Xx∈ 以及满足

( ) 0Aφ > 的集合 XA ⊆ ，存在 Nn∈ 满足 ( ), 0nP x A > 。 
A.2. Φ是非周期的，即不存在 2d ≥ 且不相交的 1, ,X X Xd ⊆ 的正π 测度，使得对所有 

( ) ( )11, , 1 , , 1X Xi ix i d P x +∈ = − =
且对于所有 ( )1,X , 1Xdx P x∈ = 。 

假设 A 保证了马尔可夫过程Φ具有唯一的平稳分布π 且 ( ) ( )lim ,n
n P x A A∞ π→ = 。现在我们将给出转

移概率 ( ),nP x A 会以次几何的速度趋于 ( )Aπ 的判定准则。在具体给出准则之前，我们需要介绍细集以及

范数距离的定义，这些定义有助于我们后续的证明推导。在漂移条件中，示性函数下标的集合在实例中

也需要具体表示出来，因此我们引入细集，为找到具体的漂移条件右边示性函数下标的集合做准备。 
定义 2.1. 一个子集 FS ∈ 被称为细集，如果 ( ) 0Sπ ≥ 并且存在 0n > ， { }, Nna a n += ∈ 和 ( )X,F 上的一

个非零测度 aν ，使得对于所有 ( )1, ,n
n n ax S a P x ν∞
=∈ ∑ ⋅ ≥ 。 

接下来我们将给出三种不同的范数定义，这些定义在文献[6]中已有详细讨论。 
定义 2.2. 两个概率测度 1µ 和 1µ 之间的全变差距离定义为： 

( ) ( )1 2 F 1 2 | | 1 1 2
1sup sup d d
2A fTV A A f fµ µ µ µ µ µ∈ ≤− − == −∫ ∫  

给定一个正函数 : X RV → ，我们定义V -范数(不是测度范数) 

( )
( )XsupxV

f x
f

V x∈=  

对于一个测度 µ ，我们定义 ( )pLµ π ，其中1 p≤ < ∞， 

( )

( ) ( )

X

X X , 1

d d ,
d

,

p

p
p
L

p

π

µ µ

µµ π µ π
π

∞

+ − + =

= 




∫  

其他

 

设 ( )PL π 是 ( )X,F 上所有带符号测度 µ 的集合， ( )PL π
µ < ∞。定义 ( )pL π 范数为： 

( ) ( )
( ) ( )1supp ppLL L

P P
π

µπ π
µ== ⋅

 

 

在明确了相关的假设和定义之后，我们现在给出一般状态空间马尔可夫链代数遍历性的六条等价判

定条件。 
定理 2.1. 若假设 A 成立，那么以下六条都是马尔可夫链代数遍历的等价条件： 
(1) 对任意的 Nj∈ ，存在一个π -a.e.有限可测函数 [ ] ( ): X 1, , jV Vπ→ ∞ < ∞ ，使得Φ是V 一致遍历

的，即存在 0,C< < ∞ 使得 

( ) ( ) ( )sup , N, Xn

f V
P f x f CV x n n xπ

≤
− ≤ ∈ ∈  

(2) 对任意的 Nj∈ ，存在一个π -a.e.有限可测函数 [ ] ( ): X 1, , jV Vπ→ ∞ < ∞，且常数 0,C< < ∞ ，使
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得X上的概率测度 µ 满足 ( )Vµ < ∞且 

( ) ( )sup , Nn

f V
P f f C V n nµ π µ

≤
− ≤ ∈  

(3) 对所有的 ( )1,p∈ ∞ ，Φ 从 ( )pL π 中所有概率测度出发是次几何遍历的，且次几何速率仅依赖于

p，这意味着对于每一个 ( )1,p∈ ∞ ，有 0p < ，使得对于每个概率测度 ( )pLµ π∈ ，有 pC < ∞满足 

( ) ( ), , Npn
pTV

P x C n nµ π⋅ − ⋅ ≤ ∈                              (1) 

(4) 存在一个细集 FS ∈ ，使得从限制于 S 的平稳分布开始，Φ是次几何遍历的，这意味着存在常数

0S < 和 SC < ∞满足 

( ) ( ), , NSn
S STV
P x C n nπ π⋅ − ⋅ ≤ ∈  

其中， ( ) ( )
( )

, FS

S A
A A

S
π

π
π
∩

= ∈ 。 

(5) 存在一个细集 FS ∈ 和常数 0S > 满足 

supEx s
x S

τ
∈

  < ∞ 
  

其中， { } [ ] 0inf 0; ,E E Φs n xn S xτ τ= ≥ ∈ ⋅ = ⋅ =   。 
(6) 存在一个细集 FS ∈ ，常数 0 1α≤ < 以及 b < ∞，一个函数 [ ]: X 1,V → ∞ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )I , XSPV x V x CV x b x xα≤ − + ∈  

证明：先由(1)推(2)。首先我们有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YY X
d , d ,  dn nP f x P x y f y f y f yµ µ π π= = ∫∫ ∫ ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

Y X Y

Y X

Y X

X Y

  d ,d d

  d ,d d

  d ,d d

  d ,d d

n n

n

n

n

P f f x P x y f y y f y

x P x y f y y f y

x P x y y f y

x P x y y f y

µ π µ π

µ π

µ π

µ π

− = −

≤ −

= −

≤ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

因为 ( ) ( ) ( )sup n
f V P f x f CV x nπ≤ − ≤ ，根据上式可知 

( ) ( ) ( ) ( )
X

sup dn

f V
P f f x CV x n C V nµ π µ µ

≤
− ≤ =∫    

得证。 

(2)推导(3)。对任意概率測度 ( )PLµ π∈ ，根据定义可知
d d
d

p

X
µ π
π

< ∞∫ ，因此通过赫尔德不等式可

知，对任意的 , 1p q > 满足
1 1 1
p q
+ = ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1
1

1
1

dd d
d

dd d
d

dd d .
d

p p
q q

p p
q q

V V x x V x x x

V x x x x x

V x x x

µµ µ π
π

µ π
π

µ π
π

= = ⋅ ⋅

  ≤ ⋅ ⋅     

  ≤ ⋅ < ∞     

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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因此，根据(2)可知对任意概率测度 ( )PLµ π∈ 有 

( ) ( )sup n

f V
P f f C V nµ π µ

≤
− ≤   

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

XXTV 1

dsup d d
 d

p p
n n q q

f
P P f f C V n C V x x x nµµ π µ π µ π

π≤

  ⋅ − ⋅ = − ≤ ≤ ⋅     
∫ ∫   

因此，我们有 

( )( ) ( )
1

1

X X

dd d
 d

p p
q q

pC C V x x xµ π
π

  = ⋅     
∫ ∫  

(3)推导(4)。对于细集 XS ⊂ ，我们现证 ( )P
S Lπ π∈ 。因为对任意 FA∈ 有 ( ) ( )

( )S

S A
A

S
π

π
π
∩

= ，所以 

( )
( ) ( )

dd I
 d d

SS x
x S

ππ
π π π

= =  

因此 

( ) ( ) 1X X

 d I 1d d
 d

p
S

p pS S
π

π π
π π π −= = < ∞∫ ∫  

故 Sπ 符合(3)的条件，因此 

( ) ( )
TV

n
S P Cnπ π⋅ − ⋅ ≤   

现证(4)推导(5)。(4)式等价于 

( ) ( )
TV

lim 0n
Sn

n Pπ π−

→∞
⋅ − ⋅ =  

那么若 n mh= ，根据文献[7]中骨架链的基本定义可知，对任意的 0h > 有 

( ) ( ) ( )
TV

lim 0mh
Sn

mh P
∞

π π−

→
⋅ − ⋅ =  

由此得证。 
最后我们要证(5)推导(6)。已知 sup Ex S x sτ∈   < ∞ 

 。对任意的初始点 x 及非负函数 f ，根据 Sσ 与 Sτ 的

关系可知： 

( ) ( ) ( )
X

0 1
,d E Φ E Φ

S S

y k x k
k k

p x y f f
σ τ

= =

   
=   

   
∑ ∑∫  

又因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 0

E Φ I E Φ E Φ
S S S

x k S x k x k
k k k

f x f f f x
τ τ σ

= = =

     
− = −     

     
∑ ∑ ∑  

故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
X

0 0 1
, E Φ E Φ I E Φ

S S S

y k x k S x k
k k k

p x dy f f f x f
σ σ τ

= = =

     
= − +     

     
∑ ∑ ∑∫                (2) 
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取序列 ( ){ }, 0,1, 2,iV x i =  ，令 ( ) 1E i
i x sf x τ − − =  

 且 ( ) ( )1
0 ΦE Es

k

i
i x k sV x σ τ − −

=
 = ∑ 

 。根据式子(2)可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 Φ

1
I E E

S

k

i
i i i S x s

k
PV x V x f x x

τ

τ − −
− − −

=

 
= − +  

 
∑                       (3) 

由 ( )iV x 的定义及 sup Ex S x sτ ∞∈   < 
 的条件可知，若 x S∈ ，则因此 

( ) ( ) ( )1
1 ΦI E E .s

k

i
S x k s ix V xτ τ − −

=
 ∑ ≤ < ∞ 

  

因为 ( ) ( ) ( )1 1i i iV x V x V xα
− −≤ < ，所以一定存在一个 0 1α≤ < 满足 ( ) ( ) ( )1 1i i iV x V x f xα

− −≤ ≤ 。据上述结论，

我们可从(3)中推出存在 ( ) 1V x ≥ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )ISPV x V x CV x b xα≤ − +  

其中， ( )1
1 ΦE Es

k

i
x k sb τ τ − −

=
 = ∑ < ∞ 

 。 

最后我们从(6)推出(5)，再推出(1)。令 ( ) ( ) ( )1 1i
iV x V xα− −= ，当 0i = 时， ( ) ( )0V x V x= 且满足 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 ISPV x V x CV x b x≤ − +  

根据文献[8]中的引理 3.5，我们可知由条件 ( ) ( ) ( ) ( )Ia
SPV x V x CV x b x≤ − + 可以推出对任意的 

0 1m< ≤ ，存在常数 1 1,C b ∞< 使得 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1I

m m m
S

aPV x V x C V x b x+ −≤ − +  

因此对于
11,2,

1
i

α
 =  − 

，都有 

( ) ( ) ( ) ( )1 Ii i SiPV x V x CV x b x+≤ − +  

由式子(3)及比较定理可知， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11
0 Φ 0E E Es s

k

i ii
x k s x k s k V xασ στ τ − − − −− −

= =
  ∑ = ∑ − ≤ < ∞   



  

又因为 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 111 31 1 1

1
0 0

3

1
3 3 3

ss s

s

ii
i i i ss s

s s s i
k k k

k k k
τσ τ

π

ττ τ
τ τ τ

− − −− −−
− − − − − −

− −
= = =

 − ≥ − ≥ − ≥ + ≥ 
 

∑ ∑ ∑




  



 

所以 

( ) ( )1 1
1

1 E E
3

i i
x s x si i kτ τ− − − −

− −
   ≤ − < ∞   

   

由此我们完成了(6)推出(5)，最后根据文献[9]中的定理 3.6，我们可得对任意的 x ，存在 

( )0,0 1, 1V xα< ≤ < ≥
满足 

( ) ( ) ( )lim ,d 0n

n
n P x y y V yαπ−

→∞
− →  

显然由上式可得(1)式成立。 
注意：尽管定理中的六个条件在理论上是等价的，但它们在实际应用中的可操作性存在一定差异。

例如，条件(1)和(2)依赖于构造一个满足特定增长条件的 Lyapunov 函数 V，然而这一函数的构造在很多

实际问题中并不容易。特别是当状态空间较为复杂，或者缺乏简单的解析表达式时，找到一个合适的 V
函数可能会非常困难。相比之下，条件(5)和(6)在实际应用中可能更容易验证。例如，条件(5)通过对首次

https://doi.org/10.12677/aam.2025.145255


孟雨欣，李文迪 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2025.145255 280 应用数学进展 
 

返回时间的估计来表征遍历性，而条件(6)只需要在某个细集上验证一个期望不等式。在具体应用中，这

些条件更容易得到验证和计算。 

3. M/G/1 嵌入排队过程 

排队模型在多个领域中具有广泛的实际应用背景，例如医疗问诊、共享单车、银行柜台服务、网络

流量管理等。在这些应用中，排队模型不仅有助于理解系统的运行机制，还能为优化资源配置、提升服

务效率提供理论依据。接下来，我们将详细讨论一种具体的排队模型，分析其在实际系统中的表现。 
定义 3.1. 若一个模型符合以下三个假设： 

1) 顾客以 , 1iT i ≥ 的时间间隔到达系统，其中 iT 是独立同分布的随机变量序列且都服从均值为
1
λ
的指

数分布 ( )A t ； 
2) 第 n 个顾客的服务时间为随机变量 nS ，每个顾客的服务时间都是相互独立且同分布，且与顾客的

到达间隔时间 iT 独立。随机变量 nS 服从均值为
1
µ
的一般分布 ( )B t ； 

3) 系统里只有一个服务台，且顾客按照先到先服务的原则接受服务； 
那么我们称这个模型为 M/G/1 排队模型。 

从定义中可以看出 M/G/1 排队模型刻画了一个顾客到达速率为 λ ，服务速率为 µ 的排队问题。为了

保证系统的稳定性，我们有下述基础假设： 
引理 3.1. 若λ µ< ，则 M/G/1 排队模型是稳定的。 
令 ( )L t 表示 M/G/1 排队模型的队长，即时刻 t 下系统中的顾客数。当 nS 服从指数分布时， ( )L t 是一

个马氏过程，若 nS 服从其他分布，则 ( )L t 不是一个马氏过程，这种情况下我们可以构造 ( )L t 的嵌入过 
程。我们选取第 n 个顾客离开系统的时刻 nτ ，令

nnL Lτ= ，那么{ },nL n Z+∈ 表示队长 ( )L t 的嵌入过程且是

一个马氏过程，它的转移概率矩阵可以写为： 

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2

0 1

,0
0 0

a a a a
a a a a

P a a a
a a

 
 
 
 =
 
 
 
 









    

 

其中 

( ) ( )
0

e d ,
!

k
t

k

t
a B t k Z

k
∞ λλ
−

−
+= ∈∫  

引理 3.2. 若 0 1k kka∞
=∑ < ，则嵌入过程{ },nL n Z+∈ 是遍历的。 

接下来我们将给出 M/G/1 嵌入排队过程{ }nL 的代数遍历条件。 
定理 3.3. 若 0 1k kka∞

=∑ < ，则以下论述等价 
(1) 0k kk a∞

=∑ < ∞ ； 

(2) 令 ( ) ( )V i ci d= + 

，存在常数 ,C b < ∞满足 

( ) ( ) ( ) { } ( )0I , XPV x V x CV x b x xα≤ − + ∈  

(3) 令 ( ) ( )0E , 0iV i τ = > 


 有 

( ) ( )sup , Nn

f V
P f f CV x n nπ −

≤
− ≤ ∈  
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上述(1)~(3)中任意一条都能推出过程{ },nL n Z+∈ 是多项式遍历的，且对某个 , ,c d C < ∞有 

( )n
TV

P C ci d nπ −− ≤ + 

  

证明. 首先证明 0 0 0Ek kk a τ∞
=  ∑ < ∞ ⇔ < ∞ 

  。若有 0k kk a∞
=∑ < ∞ ，对任意的 1z ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

,n n
ij i j i i

n n
F z z P n G z z P n

∞ ∞

τ τ −
= =

= = = =∑ ∑  

根据首达时转移概率分解，我们可得 

( ) ( ) ( )00
0

k
k

k
F z G z z a G z

∞

=

= = ∑                                (4) 

对式子(1)两边分别对 z 求导，并令 1z = ，现在我们用数学归纳法证明 ( ) ( )00 1nF 对任意的 n 有限。当

1n = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11
00

0 0
,k k

k k
k k

F z G z a G z z ka G z G z
∞ ∞

−

= =

= = +∑ ∑  

因此， ( ) ( ) ( )1
11 1 1k kka G∞ ∞=−∑ = < 。当 2n = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2 11 1
00

0 0

21 22 1

0 0

 

1 ,

k k
k k

k k

k k
k k

k k

F z G z ka G z ka G z G z

z k k a G z G z z ka G z G z

∞ ∞
− −

= =

∞ ∞
− −

= =

= = +

+ − +

∑ ∑

∑ ∑
 

因此，( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 1 1
1 1 11 1 2 1 1 1k k k k k kka G ka G k k a G∞ ∞ ∞
= = =− ∑ = ∑ +∑ − < ∞。以此类推，当 0k kk a∞

=∑ < ∞

时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21
1 2

1 1
1 1 1 1 ,k k

k k
ka G C k k k a G C

∞ ∞

= =

 
− = − − + + < ∞ 

 
∑ ∑

    

其中， 2C 汇集了所有包含 ( ) ( )1 ,1mG m≤ < 的总和，且常数项都小于 ( ) ( )1 1 1k kk k k a∞
=∑ − − +  ，故 

0 0 0k kk a E τ∞
=  ∑ < ∞⇒ < ∞ 

  ，由定理 2.1 可知，存在函数 ( )V i 满足 

( ) ( ) ( ) { } ( )0I , N.PV i V i CV i b i xα≤ − + ∈  

现证 ( ) ( )V i ci d= + 

满足上式。对任意的 1i ≥ ，有 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

0

0

0 0
1

0 0 0
1

0 0

2
1

1
1 0 1

1

1 1

k
k

k
k
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k k m
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k

m k

m
m
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k m k

PV i a V i k

a ci d ck c

a C ci d ck c

ci d a a C ci d ck c

ci d C ci d a ck c

cci d ci d c ka C a k
ci d

∞

=

∞

=

∞
−

= =

∞ ∞ −
−

= = =

− ∞
−

= =

−∞ − ∞
− −
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= = =

= − +

= + + −
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因为 1 1k kka∞
=∑ < 且 1k ka k∞

=∑ < ∞ ，所以可以挑选合适的 c与 d 使得 

( )
( )

( )
2

1
1 0 1

1 1
m

mm
k km

k m k

cc ka C a k
ci d

−∞ − ∞
−

− −
= = =

− > −
+

∑ ∑ ∑










 

那么对于任意的常数 ( )
( )

( )2
1 0 111 1 0

m
mm

k k m k km

cC c ka C a k
ci d

−
−∞ − ∞

= = =− −≥ ∑ − −∑ ∑ − ≥
+











，我们可得 

( ) ( ) ( )
1t

tPV i V i CV i
−

≤ −  

当 0i = 时，因为 0k ka k∞
=∑ < ∞ ，所以 

( ) ( ) ( )
1 1

0
0 0 k

k
PV CV a ck d Cd

− −∞

=

+ = + + < ∞∑
 



   

综上所述，对于 ( ) ( )V i ci d= + 

，我们能找到常数 ,C b < ∞满足 

( ) ( ) ( ) { } ( )0I , XPV i V i CV i b i xα≤ − + ∈  

令 ( ) ( )0EiV i τ =  


，则根据模型的随机单调性可知 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

0
0

0
0 0

0
0

sup , E

  ,

n n
j

f V j

n
j

j m

i
m

n P f f n P i j j

n P i j j P m m

C P n m n m CV i

∞

π π τ

π τ

τ

∞

≤ =

∞

= =

∞

=

 − ≤ −  

= − =

≤ = + + ≤

∑

∑ ∑

∑



 

 



 

证毕。 
最后，我们对等价条件与 M/G/1 模型的稳定性条件之间的关系进行探讨。在经典的 M/G/1 排队模型

中，稳定性条件通常由到达率 λ 和服务率 µ 的关系决定，即当 λ µ< 时，系统为稳定。然而，这一条件仅

仅考虑了系统的平均行为，未涉及服务时间分布的具体形态或到达模式的复杂性。相比之下，本文推导

的判定条件则能够在更广泛的情境下应用，考虑到服务时间的分布情况以及系统的动态特性，因此，它

提供了比传统稳定性条件更为细致的性能评估工具。 
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