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摘  要 

本文研究了一类总人口为常数的具有饱和发生率和饱和移出率的SIRS传染病模型，得到了模型的基本再

生数，分析了无病平衡点的局部渐近稳定和不稳定的条件，同时获得了地方病平衡点的存在唯一性条件

以及渐近稳定性条件。进一步通过数值模拟对相关因素进行分析，为社区应对传染病提供建议。 
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Abstract 
In this paper, the authors studied a class of SIRS infectious disease models with a constant total 
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population, saturation incidence and saturation removal rates, obtained the basic reproduction num-
ber of the model, analyzed the conditions for local asymptotic stability and instability of disease-free 
equilibrium points, and obtained the conditions for the existence, uniqueness, and asymptotic stabil-
ity of endemic equilibrium points. Furthermore, numerical simulations were conducted to analyze rel-
evant factors and provide recommendations for community response to infectious diseases. 
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1. 引言 

传染病是一种在人与人、动物与动物或人与动物之间相互传播的疾病。传染病的暴发与流行对人类

文明和社会发展影响巨大，导致经济遭受损失。人类与传染病的斗争一直伴随着社会的发展，人类在致

力于传染病的治疗和防控的同时，也在探索影响其传播的因素及其流行的规律，近二三十年来，传染病

动力学研究已经成为应用数学研究的热点。 
社区作为居民活动的主要地点，是发现、识别传染病的“哨卡”，社区内其他居民亦有可能接触第

一个或第一批传染病患者。因此，发挥社区的预防和控制力度，对传染病的防控有重要意义。 
新冠肺炎自暴发以来，一度蔓延全球，对公共卫生体系造成严峻挑战，目前人类与新冠肺炎的斗争

已经取得了决定性的胜利，进入常态化防控与局部应急处置相结合的新阶段，疫情传播与防控呈现复杂

化、长期化、精准化特点。因此，后疫情时代，社区防控即成为疫情防控的核心环节。由于病毒持续变异

导致传播力增强，社区传播呈现饱和状态，再者，由于医疗资源分配不均及康复周期延长，患病者的治

愈与恢复也呈现饱和特征，亟需探索区域社区传播的规律以发挥社区防控的灵活精准高效的重要作用。 
近几十年来，人们对于传染病传播规律的动力学模型的研究已经取得了一些显著的成果(部分成果可

以参见[1]及其参考文献)。另外，文献[2]研究了一类具有饱和发生率和暂时免疫力的传染病 SIR 模型。文

献[3]研究了一类具有饱和发生率的 SIS 数学模型。文献[4]研究了饱和发生率为 ( )1SI Iβ α+ ，考虑各类

都有人群输入的 SIRS 传染病模型。 
现实中不同年龄段人群对传染病的易感性、感染后的症状表现及传播能力也会表现出不同程度的差

异，为了突出传染病在城市社区传播的基本动力学特征，本文我们不区分年龄结构的影响。另外，不同

城市以及同一城市的不同区域，在人口密度、医疗卫生资源分布、居民生活习惯等方面均有差异，为使

模型具备普适性，本文暂时不考虑这些空间差异带来的影响，从而便于从一般意义模拟和预测传染病在

城市社区中的传播态势。 
本文基于传染病动力学中的 SIRS 模型，根据社区群体的特性，以及与之有关的社会因素，忽略一些

复杂的次要因素，只考虑一些主要因素的影响，建立一种具有简单形式的饱和发生率和饱和移出率的

SIRS 模型。分析地方病平衡点的存在及其稳定性，并通过数值模拟加以验证，为社区传染病的控制提供

指导与建议。 

2. 基于饱和发生率的社区传染病模型 

本文将研究一类同时带有饱和发生率和饱和移出率的 SIRS 传染病模型： 
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其中，S 、 I 、R 分别代表了 t 时刻的易感者、感染者以及获得临时免疫能力的恢复者的人口数量。自然

出生率与自然死亡率皆为 d ，dN 代表进入易感者类的补充人口，δ 代表恢复的感染者再次失去免疫能力 

成为易感者的比率， µ 是自然恢复率，从易感者到感染者的饱和发生率为
1

SI
I

β
α+

，从感染者到恢复者的

治疗饱和发生率为
2

1
I
kI

ξ
+

。 

令 N S I R= + + ，通过计算
d 0
d
N
t
= 得到人口数量 N 是常数。于是方程可化简为： 
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3. 模型分析 

3.1. 基本再生数 

记 ( ) ( )1 :
1

SIf d N d S I
I

β δ δ δ
α

= − + + − + −
+

， ( )
2

2 :
1 1

SI If d I
I kI
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。设状态变量为 ( )T,X S I= 。

0I = 时，解方程组 

1
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0
0

f
f
=

 =
                                       (3) 

得 S N= ， 0I = ，即得无病平衡点 ( )0 ,0M N 。 
基于下一代矩阵法计算基本再生数[5]。 

1) 感染项 ( )F x ，主要来自
1

SI
I

β
α+

部分，对 I 求偏导，得： 

( )
( ) ( )2 2

1
1 1 1

S I SISI S
I I I I

β α αββ β
α α α

+ −∂   = = ∂ +  + +
 

在无病平衡点处， 

( ),01 N

SI N
I I

β β
α

∂   = ∂ + 
 

将感染项在无病平衡点处线性化得到感染矩阵 

( )1 1F Nβ
×

=  

2) 恢复项 ( )V x ，来自 ( )
2

1
Id I
kI

ξµ+ +
+

部分，对 I 求偏导，得： 
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在无病平衡点处， 
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同样可以得到恢复矩阵 

( ) ( )1 1V x d µ
×

= +  

3) 计算下一代矩阵及其谱半径的基本再生数。 
由上述讨论可以得出： 

NFV
d
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µ
 

=  + 
 

对于 1 × 1 矩阵，其谱半径即矩阵元素本身，所以基本再生数 0
NR

d
β

µ
=

+
。 

3.2. 无病平衡点 

系统在无病平衡点 ( )0 ,0M N 的雅可比矩阵： 
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解特征方程 

( )
( ) ( )( ) ( )( )0 0

0
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J E d N d
N d
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− + − − −

− = = + + − + + =
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得到两个特征根： 

( ) ( )1 2, .d N dλ δ λ β µ= − + = − +  

当 ( ) 0N dβ µ− + < ，即 0 1R < 时， 1 0λ < ， 2 0λ < ，为结点，无病平衡点局部渐近稳定。 
当 ( ) 0N dβ µ− + > ，即 0 1R > 时， 1 0λ < ， 2 0λ > ，为鞍点，无病平衡点不稳定。 

3.3. 地方病平衡点 

当 0I ≠ 时，解方程组(3)，化简得到关于 I 的一元二次方程： 
2 0aI bI c+ + =  

其中， ( ) ( ) ( )( ) 0,a k d d k d d kβδ βξ δ αξ µ β µ δ α= − − − + − + − + + <  
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( ) ( )( ) ( )( )( )0 1 .c d N d d d d Rβ δ µ δ δ µ= + − + + = + + −  

1) 当 0 1R < 时， 0a < ， 0b < ， 0c < ，根据韦达定理，有 1 2 0bI I
a

+ = − < ， 1 2 0cI I
a

= > ，此时两根

全为负根，系统无地方病平衡点。 
2) 当 0 1R = 时， 0a < ， 0b < ， 0c = ，此时方程可化为关于 I 的一次方程 0aI b+ = ，方程有唯一根

0bI
a

= − < ，此时系统无地方病平衡点。 

3) 当 0 1R > 时， 0a < ， 0c > ，根据韦达定理 1 2 0cI I
a

= < ，且 2 4b ac∆ = − ，根据 0a < ， 0c > ，得

2 24b ac b∆ = − > ，方程有两个符号相反的实根，容易判断 1 0
2
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− + ∆
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= > ，则有唯一

的地方病平衡点 ( )* * *,M S I ，其中 *

2
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a
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= 。 

综上所述，当 0 1R > 时，地方病平衡点存在且唯一。此时，系统的雅可比矩阵是： 
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由方程 
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得系统的雅可比矩阵可变形为： 
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此时，雅可比矩阵的迹为： 
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化简得到： 
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               (5) 

观察(5)式各项系数前符号，即可得到： 

( )* 0Tr J <  

再考虑雅可比矩阵的行列式 ( )*det J ， 
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化简得到： 
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      (6) 

观察(6)式各项符号，可以发现 

( )*det 0J >  

综上，地方病平衡点是渐近稳定的。 

3.4. 数值模拟 

选取初始值 ( ) ( )0 0 0, , 10,10,10S I R = ，首先验证无病平衡点的正确性，选取参数 0.6α = ， 0.01β = ，

0.05δ = ， 0.5ξ = ， 0.6k = ， 0.3d = ， 0.2µ = ，通过计算可得 0 0.2 1R = < ，( ) ( ), , 30,0,0S I R = ，其图像

如图 1 所示。 
对于相同的初始值，为了验证地方病平衡点的稳定性，选取参数 0.5α = ， 0.1β = ， 0.05δ = ， 0.3ξ = ，

0.65k = ， 0.35d = ， 0.25µ = ，通过计算可得 0 5 1R = > ， ( ) ( ), , 30,0,0S I R = ，图像如图 2 所示。 
 

 
Figure 1. Basic reproduction number < 1 
图 1. 基本再生数 < 1 
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Figure 2. Basic reproduction number > 1 
图 2. 基本再生数 > 1 

 

 
Figure 3. Different infection saturation coefficient α 
图 3. 不同感染饱和系数 α 
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Figure 4. Different infection coefficient β 
图 4. 不同感染系数 β 

 

 
Figure 5. Different treatment recovery saturation coefficient ξ 
图 5. 不同治疗恢复饱和系数 ξ 
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Figure 6. Different recovery treatment coefficient k 
图 6. 不同恢复治疗系数 k 

 

 
Figure 7. Different immune loss coefficient δ 
图 7. 不同免疫丧失系数 δ 
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Figure 8. Different natural recovery rate μ 
图 8. 不同自然恢复率 μ 

4. 模型的影响因素分析与防控 

突发公共卫生事件对人类构成了巨大威胁。由于传染病暴发具有高度不确定性、演变复杂性等特点。

因此，社区防控者及时有效地应对突发公共卫生事件对疾病的防控至关重要。 

4.1. 易感者到感染者的饱和发生率对社区人口的影响 

由图 3、图 4 可知，饱和系数α 越大，感染系数 β 越小，感染者数量越少，此时社区健康的人群数

量越多，因此可以通过控制饱和发生率的各项系数进行防控。具体措施通常有：增强公共卫生宣传，针

对不同人群，开展健康教育活动，对老年人、儿童、流动人口等设计差异化的宣传材料，采用短视频、社

区广播等多媒体形式传播，提高人们的疫情防控意识。定期举办培训课程，发放居家消毒操作手册，来

减少感染的概率。 
对参数的影响：降低感染率，减少易感者被感染风险。 
对疾病传播的影响：增强公共卫生宣传能力，让人们更注重个人防护，进一步减少易感者与病毒接

触的机会，减少新发病例，大幅降低感染率，减少疾病传播的潜在路径，减缓传播速度，还能促使民众

主动配合防疫措施，减轻疫情防控压力，有效控制疾病传播。 

4.2. 从感染者到恢复者的饱和发生率对社区人口的影响 

由图 5、图 6 可知，治疗恢复饱和系数ξ 越大，恢复治疗系数 k 越小，感染者数量越少，此时健康人

群最多。为了提高恢复人群数量，社区常常采用“四早”原则，即早发现，早报告，早诊断，早隔离，加

强疫情的检测，可以在小区广场、便利店设置自助采样亭，24 小时开放，为行动不便者提供上门采样服

务，由志愿者或社区医生执行，早发现早治疗。保证社区医院物资和药品充足，以给感染者快速有效的
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治疗。 
对参数的影响：提高恢复率，让感染者更快恢复为康复者。 
对疾病传播的影响：减少感染者在人群中停留传播疾病的时间，降低疾病传播范围和速度。 

4.3. 免疫丧失系数δ 对社区人口的影响 

免疫丧失率是指在特定人群中，由于各种原因导致免疫系统功能减退或丧失的个体所占的比例。如

图 7 由分析可知，δ 越小染病者数量越少。社区内人员要保持良好的个人卫生习惯，增加体育锻炼，提

高免疫力，接种疫苗，保持社交距离，在公共场合佩戴口罩等。 
对参数的影响：一定程度上降低免疫丧失率。长期保持健康生活方式提升人群整体免疫力，使得易

感者群体对疾病的抵抗力增强，在同样接触感染源的情况下，感染疾病的概率可能降低。 
对疾病传播的影响：通过提升人群整体健康水平，降低人群对疾病的易感性，减少感染发生的可能性。 

4.4. 自然恢复率 µ对社区人口的影响 

对图 8 进行分析可知，自然恢复率 µ 越高，染病者数量越少，由此患者可以加强体育锻炼，多吃一

些高营养的食品，提高自身抵抗能力，保持室内环境卫生，定期给室内通风，保持空气流通，给患者创

造一个良好的环境。 
对参数的影响：一定程度上提高自然恢复率。 
对疾病传播的影响：染病者数量减少，疾病传播速度变慢。 

5. 结论 

本文研究了一类具有饱和发生率的 SIRS 模型的动力学系统，给出模型的基本再生数 0R ，得到各类

平衡点。如果 0 1R ≤ ，无病平衡点渐近稳定，此时疾病将被根除；如果 0 1R > ，地方病平衡点局部渐近稳

定，此时疾病将发展为地方病。利用特征值判别法证明两处平衡点都是局部渐近稳定的，并给出数值模

拟验证结论。最后通过分析各项系数对疾病的传播和防控提出建议。 
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