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摘  要 

带有限函数空间在数值分析、数据拟合等方面有广泛的应用，为许多问题提供了稳定性和可控性，能够

有效地处理近似问题，找到最佳逼近方案。Paley-Wiener空间作为带有限函数空间的特殊情况，也是广

泛应用于分析和信号处理等领域。本文研究加权多元Paley-Wiener空间在概率框架和平均框架下的逼近

特征，特别地，利用离散化的方法估计了在概率框架和平均框架下，加权多元Paley-Wiener空间的线性

n-宽度的精确渐进阶。 
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Abstract 
Spaces of bounded functions have wide applications in numerical analysis, data fitting, and other fields. 
They provide stability and controllability for many problems, effectively handling approximation prob-
lems and finding optimal approximation solutions. As a special case of spaces of bounded functions, 
Paley-Wiener spaces are also widely used in fields such as analysis and signal processing. This paper 
studies the approximation properties of weighted multivariate Paley-Wiener spaces in probability 
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and average settings. Specifically, by using discretization methods, it estimates the exact asymptotic or-
der of the linear n-width of weighted multivariate Paley-Wiener spaces in both the probabilistic and 
average settings. 
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1. 引言 

在解决问题的所有算法中，找到计算成本最低的那个算法变得至关重要，而这样的算法也称为最优

算法，由此衍生出了计算复杂性这门学科[1] [2]。宽度是衡量函数空间或子集在特定逼近方法下可逼近程

度的一个定量指标，其作为函数逼近论中必不可少的一部分，更是直接影响逼近算法的设计、复杂性分

析和误差估计[3] [4]。因此，研究宽度不仅有着理论层面作用，更是有着实际方面作用。宽度的概念最早

由 Kolmogorov 提出，并且他估计了 Sobolev 类在经典勒贝格空间上的 Kolmogorov 宽度，并且得到了其

精确渐近阶。 
Paley-Wiener 空间作为带有限函数空间的特殊情况，也是广泛应用于分析和信号处理等领域。2002

年，Fang 和 Chen [5] [6]通过研究不规则分布离散样本得到了 Paley-Wiener 函数类的恢复。2013 年，Ledford 
[7] [8]给出函数 ( )xϕ 的充分条件，称为插值器。由以上研究可知，关于带有限函数空间的研究主要集中

于数据处理和信号分析等方面，对于其上的逼近问题研究甚少，如 Li 等[9]研究了加权带有限函数空间在

一致框架下的 Kolmogorov n-宽度和线性 n-宽度的精确渐近阶。本文将继续这一工作，研究加权多元 Paley-
Wiener 空间在概率框架下和平均框架下的逼近特征，特别估计概率框架下和平均框架下加权多元 Paley-
Wiener 空间 ( ),2

r dBπ  在 ( ),
d

qBπ  中线性 n-宽度的精确渐进阶。 
现介绍本文所用的相关记号。表示整数集， 0 表示非零整数集，表示自然数集， + 表示正

整数集， 表示实数域， 表示复数域。若 ( )a x 和与 ( )b x 为定义在集合 F 上的两个正函数，用

( ) ( )a x b x 表示存在与 x 无关的正常数 1c ，使得对任意 x F∈ 有 ( ) ( )1a x c b x≤ ；而 ( ) ( )a x b x 表示存

在与 x 无关的正常数 2c ，使得对任意 x F∈ ，存在 ( ) ( )2a x c b x≥ ； ( ) ( )a x xb 表示 ( ) ( )a x b x 与

( ) ( )a x b x 同时成立。 

2. 加权多元 Paley-Wiener 空间及其主要性质 

本节主要介绍本文研究的函数空间及其相关性质。 
用 ( )( )1p

dL p≤ < ∞ 表示定义在 d


上的 p-次幂可积的经典 Lebesgue 空间， ( )d
pL⋅ 

表示其范数；

( ) ( )( )( )0 1p
d d

pl l p≤ < ∞ 
表示定义在 ( )0

d d
  上 p-次幂可和的序列空间， ( ) ( )0

d
p

d
pl l

 ⋅ ⋅ 
  

表示其范数。 

下面介绍指数型整函数的概念。 
设 ( )g z 为 d


上的整函数。若 0ε∀ > ，存在仅与 ε 有关的正常数 ( ):A A ε= ，使得 

( ) ( ) ( )1
1

exp , , , .
d

d
j d

j
g z A z z z zπ ε

=

 
≤ + = ∈ 

 
∑    
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则称函数 ( )g z 为指数 π -型整函数。用 ( )dBπ  表示限制在 d


上有界的所有指数 π -型整函数的全体之

集。 
对 01 ,p σ< < ∞ > ，记 

( ) ( ) ( ){ }, , 0: : 0, .\d d d d
p pB f B f k k Z Zπ π= ∈ = ∈



   

易见， ( ),
d

pBπ



 关于 ( )d
pL⋅ 

为 ( ),
d

pBπ  的闭子空间，即 ( ),
d

pBπ



 关于范数 ( )d
pL⋅ 

为 Banach 空间。 

关于多元 Paley-Wiener 空间，有如下主要性质。 
引理 2.1 [6]设1 p< < ∞，则 
1) 对 ( ),

d
pf Bπ∀ ∈  ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1sin , , , .
d

d
d d

k Z

f x f k c x k x x xπ π
∈

= − = ∈∑    

且上式右边级数在 d


上绝对一致收敛于 ( )f x 。其中 

( ) ( ) ( )1
1

sin sin , , .,
d

d
d j d

j
c x c x x x x

=

= = ∈∏    

而 

sin , , 0,
sin .

1, 0.

t t t
ct t

t

 ∈ ≠= 
 =



 

2) 存在仅依赖于 p的常数 pc′ 、 pc′′，使得对 ( ),
d

pf Bπ∀ ∈  ，有 

( ) ( ) ( )
1 1

.
p

d
d d

p pp p
p pL

k k

c f k f c f k
∈ ∈

   
′ ′′≤ ≤   
   
∑ ∑



 

 

3) 对 { } ( )d
k py y l∀ = ∈  ，存在唯一的 ( ),

d
pg Bπ∈  ，使得 ( ) , d

kg y kk = ∀ ∈ 。 
注 2.1 1)由引理 2.1 知，对1 p< < ∞， ( ),

d
pf Bπ∈  ，则 

( ) ( ){ } ( ) .d dp pL l
f f k





                                 (1) 

2) 对1 p< < ∞，记 

( ) ( ) ( ){ }, , 0: : 0, .\d d d d
p pB f B f k kπ π= ∈ = ∈



     

由引理 2.1 知， ( ),
d

pBπ



 为 ( ),
d

pBπ  的线性子空间，且 ( ) ( ), ,d d
p pB Lπ

 
 
 



 
为 Banach 空间，引理

2.1 对 ( ),
d

pBπ



 均成立。 
3) 对 t∈， 0

dj∈ ，记 ( ) ( ): sinj t te c jπ π= − ，对 ( )1, , d
dx x x= ∈  ， ( )1 0, , d

dk k k= ∈  ，记 

( ) ( )
1

j

d

k j
j

d
ke x e x

=

=∏ ，则 ( ){ }
0
d

d
k k

e x
∈

为 ( ),
d

pBπ



 的 Schauder 基。 

为方便起见，以下行文中，若没有特殊说明， ( ),
d

pBπ  均表示 ( ),
d

pBπ



 。 
下面，介绍加权多元 Paley-Wiener 空间，这也是本文研究的主要函数空间。 
设1 p< < ∞， ( )1, , d

dr r r= ∈  ，且 1 2 1 , 1, ,dr r r r r j dν ν += = = < ≤ ≤ =   。若 ( ),
d

pf Bπ∈  ，且

( ){ } ( )0p
r dk lk f ∈  ，其中

1

j
d rr

j
j

k k
=

=∏ ， ( )1 0, , d
dk k k= ∈  ，则由引理 2.1 知级数 
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( ) ( ) ( )
0

1, , ,
d

r d
k d

k

dk f e x x x xk
∈

= ∈∑


  

在 d


上绝对一致收敛，记该函数为
( ) ( )rf x ，则 ( ) ( ) ( ), p

r dx Bf π∈  。 

反之，若 ( ),
d

pf Bπ∈  ，且 ( ) ( ) ( )
0

,
d

d
p

r d
k

k

k f e Bxk π
∈

∈∑


 ，则 ( ){ } ( )0p
r dk lk f ∈  。 

因此，由引理 2.1 易知 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,:r d d d
p p

r
pB f B Bfπ π π∈= ∈  

 

为 ( ),
d

pBπ  的线性子空间，且 ( ),
r d

pBπ  关于范数 
( )

( ), :
d

p
r p L

rf f=


 

为 Banach 空间，称其为加权多元 Paley-Wiener 空间。 
关于加权多元 Paley-Wiener 空间，有如下主要性质。 

引理 2.2 设 ( )1, ,1 , , d
dr r rp q =< < ∞ ∈  ，且 1 1v v dr r r r+= = < ≤ ≤  ，若 1

1 1max 0,r
q p

 
> − 

 
，则

( ),
r d

pBπ  可以连续嵌入 ( ),
d

qBπ  中。 

证明：参考文献[9]的证明方法可证得引理 2.2，此处略去证明。 
另外，易见 ( ),2

dBπ  与 ( ),2
r dBπ  分别关于内积 

( ) ( ) ( ),2, d , ,d
df g f x g x x f g Bπ= ∈∫



  

和 
( ) ( ) ( ),2,, : , ,r

r
dr rf g f g f g Bπ= ∈ 

 

为 Hilbert 空间，其诱导的范数分别为 ( )2
dL⋅ 

与 ,2r⋅ ，且由引理 2.1 易知 ( ){ }
0
d

d
k k

e x
∈

为它们的标准正

交基。 

Li 等[9]讨论了一致框架下， ( ),
r

pBπ  在 ( ) 1,
1 11 , , max 0,qB p q r
q pπ

 
< < ∞ > − 

 
 
  

 中 Kolmogorov n-宽

度的渐进阶。本文继续这一研究，讨论概率框架和平均框架下 Hilbert 空间 ( ),2
r dBπ  在 ( ),

d
qBπ  中的

Kolmogorov n-宽度的渐进阶。其中， ( )1 1 1
1,,
2

1 ,, d
d v v dr rq r r r r r+= ∈ << = = ≤ ≤ ≤< ∞     。为此，首

先在 Hilbert 空间 ( ),2
r dBπ  上赋予高斯测度 µ ， µ 的期望为零元，协方差算子 Cµ 对应的特征函数为

( ) 0,d
k

de kx ∈ ，且相应的特征值为 

0, 1, .d
k k kρ ρλ − >= ∈  

即 

( ) ( ) 0, .d d
k k k

dC e e kx xµ λ ∈=                                  (2) 

由文献[10]知， ( ),2
r dBπ  上满足以上条件的高斯测度 µ 是唯一的。令 1, , ny y 为 ( ),2

dBπ  中的 n 个

正交向量， ( ), , 1, ,j jj C y y j nµσ ==  。B 为 n


中的 Borel 子集，则 ( ),2
r dBπ  中的柱集 

( ) ( ) ( )( ){ },2 1: , , , ,r rr d
nr r

G f B f y f y Bπ
− −∈ ∈=    

的测度为 
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( ) ( )
2

1
2 1

11
2 exp d d .

2

n n j
nB

jj
G

µ
µ µ µπ −

==

 
 = −
 
 
∑∏ ∫   

关于 Hilbert 空间上高斯测度的详细信息可参考文献[11]。本文主要研究 ( ),2
r dBπ  上赋予上述测度情

形下，其在 ( ),
d

qBπ  中的线性 n-宽度。 

3. 概率框架和平均框架下加权多元 Paley-Wiener 空间的线性 n-宽度 

定义 3.1 令 T 是一个从 Z 到 Z 的线性算子，则 TW 到 W 的线性距离为 

( ), , : sup .
x W

W T Z x Txλ
∈

= −  

W 在 Z 的线性 n-宽度的定义为 

( ) ( ), : inf , , inf sup .
n n

n n nT T x W
W Z W T Z x T xλ λ

∈
= = −  

其中， nT 取遍 Z 中的秩不超过 n 的所有线性有界算子。 
定义 3.2 设 B 是 W 上的 Borel 域， µ 是定义在 B 上的概率测度，令 ( ]0,1 ,0 pδ ∈ < < ∞，分别称 

( ) ( ), , , : inf \ ,n nG
W Z W G Z

δ
δ δλ µ λ=  

和 

( ) ( ) ( )( )
1

, , : inf d
n

pa p
n np WT

W Z x T x xλ µ µ= −∫  

为概率框架下，W 在 Z 中的线性 n-宽度和平均框架下 W 在 Z 中的 p-平均线性 n-宽度，分别简称为 W 在

Z 中关于测度 µ 的线性 ( ),n δ 宽度和平均线性 n-宽度。其中Gδ 取遍 B 中测度不超过δ 的子集， nF 取遍 Z
中的所有维数不超过 N 的线性子空间， nT 取遍 Z 中的秩不超过 n 的线性算子。 

本节主要是估计
1
2

r > 时， ( ) ( )( )2 ,, , , ,r d
n

d
qB Bδ π πλ µ 

和 ( ) ( ) ( )( ),2 ,, ,r da
n p

d
qB Bπ πλ µ  的精确渐进阶。

其主要结果如下。 

定理 3.1 设 ( )1 1 1
11 , , , ,,
2

1d
d v v dp r r r r r r r ρ+< < ∞ = ∈ < >= = < ≤ ≤    且

10, ,
2

nδ  ∈  
∈，则 

( ) ( )( ) ( ) 1
1 11 min ,
21 1 2

, ,2 ,
1l, n l, 1 n .

r qv q
n

r d d
q n n n nB Bπ π

ρ

δλ µ
δ

 
−  +− −  

 
 +
 
 

    

通过定理 3.1，按文献[11]的证明方法易知定理 3.2 成立，其证明过程省略。 

定理 3.2 设 ( )1 1 11 ,0 1, , ,
2

, d
d v v dr r r r r r rq p += ∈ < = = << < ∞ < < ∞ ≤ ≤    ，且 1ρ > ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1

,2

1
1 1 2

, ln, .,r d d ra v
q

q
n nB B n nπ

ρ

πλ µ
+− −

    

本文主要采用离散化的方法估计定理 3.1 的上、下界。为此，首先介绍有限维空间的相应结果。 
设1 p≤ ≤ ∞，用

m
pl 表示在 m


上赋予范数 m

pl⋅ 的 Banach 空间，其中 

( )

1

1 1

1

,1
, , , .

max ,
m
p

m pp
mk

k m

kk m

l

x p
x x x x

x p
=

≤ ≤


  ≤ = = ∈  


= ∞

< ∞∑
   
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用
m
pB 表示

m
pl 中的单位球。 

现在 m


上赋予标准高斯测度 : mν ν=  

( ) ( ) 2
2

2
12 exp d .
2 m

m

lG
G x xν π −  = − 

 ∫  

其中，G 为 m


中的 Borel 集，显然 ( ) 1mν = 。 
以下引理对证明定理 3.1 至关重要。 

引理 3.3 设1 , 1, ,
2

2 0q m n δ  ∈ 
< < ≥


∞ ，则 

1) ( )
1 1

,
2, 1 , 2, ln 1m qm

n ql m mv qδλ
δ

−
+ < ≤  。 

2) ( )
1

,
1, , ln , 2m m q

n ql m qvδλ
δ

+ ≤ < ∞  。 

离散化定理的建立： 

设 ( )1, , d
dS S S= ∈  ，令 ( ){ }1

1 0, , 2 2 , ,: 1 ,j jsd
d j

s
s n n n n j dρ −= = ∈ < ≤ =   。则 

( ),1
02 ,

d

s d
s s

s

ρ ρ
∈

= =∑


 且 , , ,d
s s s s s sρρ ′ +′ ′= ∈∅ ≠  。 

下面，对 d
+ 再进行分块，令

1

1 1

2 21, ,1, , ,

2 2

dvr r

r r

ρ ρ

ρ
ρ ρ

+
 + + 

=  
 + + 
 

 
，对 l +∈ ， 

令 

( ){ }: 1 , .d
lS s l s lγ= ∈ − ≤ <                               (3) 

再设 ( )

( )

,1

1 ,
2

l

s

l
l s

s S s l
S

γ
ρ

∈ − ≤ <

= =∑ ∑ 。由(3)知，
12l

l
vS l − 。 

设 l +∈ ，对 ( )( ), 1d
pf B pπ ∞∈ < < ，令 

( )( ) ( ), ,
l s

d d
n n

s S n
l f x e x xC π

ρ∈ ∈

∆ = ∈∑ ∑   

其中， ( ):nC f n= ，易知 

( ) ( )

1

1
.

p
d d

p

p p

LlL
l

f f
≥

 ∆ 
 
∑

 

  

令 

( ){ }: ,d
l n s lF span e x n s Sρ= ∈ ∈  

易见 dim l lF S= 。再令 
: lS

l lI F →   

( )

,

,
s l

d
n

n n s S

e x
ff

ρ
λ

∈ ∈

  →  
  

                                (4) 

易见 lI 为 lF 到 lS
ql 的线性同构映射。由(4)可知， 
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( ) ( )
, 1, .

d d
n n

n
n n

s

e t e t
C nµσ ρ

λ λ
= = ∈  

对 ( )11 , , , d sq n n n ρ< < ∞ = ∈ ，由于 ( ),1

1
2

d
s

j
j

n n
=

= =∏ ，所以对 lf F∈ ，有 

( )

( )

( ){ }
( )

,

,1 ,1
2 2

,,

,

2 2

Sl
q

Sl
qs l

ll S
qs

l l

l

d
n

n n s S

s

qs l

s

n S

e x
I f f

f n f

ρ

ρ ρ

σρ

λ
∈ ∈

∈ ∈

  =  
  

 

                      (5) 

以及 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

1

1

1

1

1

,

1

, ,1
2 2

1
,1

2 2

,1
2 2

2

2

2

2

q l s

l s

l s

l

d

d

s

q

qqrqr

L s S

qqs r q

s S

qs r r

n

q s q

s

n

nS

qr l s q

s S

s

L

n

r l

f f n

f n

f

f n

f n

n
ρ

ρ

ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

∈

∈

 + − 
 

∈

 + − 
 

∈

∈

∈

∈∈

 + − 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

∑

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

∑















                        (6) 

所以，对于 lf F∈ ，由(1)、(2)、(5)和(6)得 

( )
( ) ( )

( )
( )1 1,1

2 2 2

,

2 2 ,
q q

Sl

d d

qs l

dr l s r l
nr

L L
n n s S

r

l

e
f

x
f D f

ρ ρ ρ

ρ
λ

   − + + − +   
   

∈ ∈

  
 
  





              (7) 

现在建立估计定理 3.1 上界的离散化定理。 

定理 3.4 设 1 1
11 , , 1, ,, ,
2

d
v v d iq r r r r r i d n+< < ∞ < = = < ≤ ≤ ∈ = ∈    ，且

10,
2

δ  ∈  
，取非负整数

序列{ }ln 以及非负实序列{ }lδ ，满足 0 l ln S≤ ≤ 且 ,l l
l l

n n δ δ≤ ≤∑ ∑ ，则 

( ) ( )( ) ( )1 2
2 ,, , , 2, , , , .

l l
l l

r l S S
n

r d d
q n q

l
B B d lσ σ

ρ

δ δ υλ µ
 − + 
 ∑    

证明：设 lT 是 lS
 到 lS

 的一个线性算子，且其秩 l lrank T n≤ ，且 

{ },:
l lq

l
Sl

S
l n llv y y T y δλ δ∈ − > ≤                             (8) 

其中 

( ), ,: , , .l l
l l l ln n

S S
qlδ δλ λ υ=   
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对于 ( ),2
r dBf π∀ ∈  ，由(7)式知，存在正常数 0C ，有 

( ) ( )1

1

2

,

0 2 , ,
Sll q

r
l l l l l

r l
n nr r

l
n n n S

q

l

f D I T I f

e x e x
C D f T D f

ρ

σ
δ δ

λ λ

− −

 − + 
 

∈

−

  = −  
  

                    (9) 

考虑 ( ),2
r dBπ  的子集 lG ， 

( ) 11 2
,2 ,, 0 2: .

l l

r l
r

l l l l
d

nql l
rG f f D I T I fB Cπ

ρ

δσ
δ δ λ

 − + − −  
  = ∈ − > 
  


 

由(8)和(9)式以及测度 ,vµ 定义知 

( ) { },: .l
Sl

q l ll
S

l n llG y y T y δµ λν δ∈ − > ≤  

取 1, r
l l l

ll
G G F D I T I− −= = ∑

，其中 F 是 1r
l lD I T I− − 的直和，因此 

( ) ( ) , .n l l
l l

l l
l l

rank T rank T n nG Gµ µ δ δ≤ ≤ ≤ ≤ ≤≤ ∑ ∑∑ ∑  

所以，由 { } { }, , ,l lG F G T 的定义，可得 

( ) ( )( )
( )

( )

,2

,2

1

,

1

2

,2 , ,
\

,
\

,

sup

su

,

2

,

p

r d

r d

l l

n
f

r
l l l l l

r d d
q n q

B G

q
B G

r l

n

lf

l

B B f T

f D I

f

T I f

π

π

π π π

π

δ

δ

ρ

λ µ

δ δ

λ

∈

− −

∈

 − + 
 

−≤

≤ −∑

∑







 

 

因此 

( ) ( )( ) ( )1 2
2 ,, , , 2, , , , .

l l
l l

r l S S
n

r d d
q q

l
nB B v lπ π

ρ

δ δλ µ λ
 − + 
 ∑    

定理得证。 
接下来建立估计定理 3.1 下界的离散化定理。 
设 

( ) ( ) [ ]{ }0 1 0, , ,1, ,1 : ,1k
d

v s k kS S s s s= = = ∈ = =                      (10) 

其中， 0k 稍后选取。 [ ]0k 表示不超过 0k 的最大整数，不难验证
1s kυ− ，现在选取 0 0, 0k C ≥ ，使得 

( ) 0
0

,1 1
0: 2 2 2 2 .s kk

s k
s S s S

S s C nkυ−

∈ ∈

= = = ≥ =∑ ∑  

因此，
1 22k kk n sυ−   。 

现在考虑空间 ( ){ }: : ,d
s n sF span e x n s S= ∈ ∈ 。 

对1 q< < ∞，令 

( )

,

: , , .
s

d
S nr

s s q
n n s S

e x
I F f D fl

λ
∈ ∈

  → →  
  


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易见 sI 为 sF 到 lS
ql 的线性同构映射，类似(8)、(9)的方法可得 

( )
( )

1

,

,

22, , .d
q

Sls q

r

B

d
nr

s
n n S ls

e x
D f f f F

π

ρ

λ
∈ ∈

+   ∈ 
  





                     (11) 

通过(11)，下面建立估计定理 3.1 下界的离散化定理。 

定理 3.5 设 1 1
11 , , 1, ,, ,
2

d
v v d iq r r r r r i d n+< < ∞ < = = < ≤ ≤ ∈ = ∈    ，且

10,
2

δ  ∈  
，则 

( ) ( )( ) ( )1

,2 ,, ,
2, , , .2 ,

r k S S
n q

r d d
q nB B l

ρ

δ π π δλ νµ λ
 − + 
 ≥    

证明：设 1T 是作用到 ( ),2
r d

sB Fπ ∩ 的线性算子，使得 1rank T n≤ ，且 

( ){ },2 1 ,,: .r d
k nqf B F f T fσ δσ

µ λ δ∈ ∩ − > ≤  

其中 

( ) ( )( ),2, ,, ., ,r d d
qn n B Bπδ δ πλ λ µ=  

 

考虑集合 

1

1 ,
21

0
1 2: .S

q

r

nl

kS r
k kG y y I T D I y C

ρ

δλ
 + −  −

  = ∈ − >
  


 

由(9)式以及测度 ,vµ 定义知 

( ) ( ){ },2 1 ,,: .r d
k nqv G f B F f T fσ δσ

µ λ δ≤ ∈ ∩ − > ≤  

显然 1
1

r
k kI T Dr k Ian n− ≤ ，因此，由上式可得 

( ) 1 2

\
, ,

1
1s, , .up 2S

qS

r kS S r
n q k k

f
nl

G

y I T Dv I yl δ

ρ

δλ λ
 + −  

∈

≤ −


  

因此 

( ) ( )( ) ( )1

,2 , ,
2

, , , .2, ,r d d
q

k

qn

r S S
n B B v lσ

ρ

δδ σλ µ λ
 − + 
 

   

定理得证。 
为了证明定理 3.1，还需要以下引理。 
引理 3.6 设 0 1β< < ， lS 的定义见(3)，对 n∈，存在 0u > ，使得 12u vn u − ，定义序列{ }ln 如下 

( )( )1

,
:

2 ,
l

l u l
l

S l u
n

S l uβ+ −

 ≤= 
>

                                (12) 

则 l
l

n n∑  。 

定理 3.1 的证明： 
首先估计 ( ) ( )( )2 ,, , , ,r d

n
d

qB Bd δ π πµ 
的上界。 

按引理 3.2 定义非负整数序列{ }ln ，令 
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,

0,

l

l

n
l u

n
l u

δ
δ

 >= 
 ≤

                                   (13) 

则 l
l
δ δ∑  。易见，{ }ln 和{ }lδ 满足定理 3.3 的条件，由线性 n-宽度易知 

( ), , , 0, .
l l

S S
qn l l uδλ ν = ≤

 

根据(12)和(13)中的定义，定义序列{ }ln 和{ }lδ 。它们满足定理 3.1 中的条件，可得
12l vS k − 。 

1) 1 2q< < 时 
先估计上界。 
由引理 3.3 和定理 3.4，有 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1

1 1

1

,

1 1
2 2

1 1 1 11 1
1 1 22 22 2 2

1 1 1 11
2 22

1 2

,2 ,

2 ln

2 2 2 2 2

2

:

,

12

,n

r l
ql l

l u l

l l vr l r lv q l uq qq

l u l u

l vr l
q q

l u

r d d
q

nS S
n

l n l

l

I I

B Bδ

ρ

ρ ρ
β

π

ρ

πλ µ

δ

δ

 − +  − 

>

       − − −− + − +       − + −       

> >

     − − −− +     
     

>

+

+

+

′ ′ ′= + +

∑

∑ ∑

∑





 

3I

 

首先估计 1I ′，有 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1
1 11

12 1 212
1

1 122 2: 2 2 2 ln
r l r u rv qq v v qq

l

lr l v q

u

uq

l u
l u nI l n n

ρρ ρ ρ   − + − − +  +
 − + − − − − − 

>

   

>

=′ ∑∑     

同样对于 2I ′，取 { }10 min 1,2 1rβ ρ< < + − ，则 

( )( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1 11
1 222 2

2

1 1 11 1
2 22 2

1 1 11 1
12 2

1
2

2

1
1

2

2

2

1

:

2 2

2 2

l

2

n

2 2

2 2

r l vu

l

l

u

r uu u

r l l uq

l u

q q

u v

r q

q

v

l

n

I n

n u

n

n

u

n

ρ
β

ρ ββ

ρβ β

ρ

− − −

>

   −− +    + −   

>

   + + − −   −
   

 + ++− −  −
−

+−



−

′ =

∑

∑







 

最后，对于 3I ′，有 

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1 1 1
2 2

2

1 1 1 11
2 22

3

1 1
2

1
2

1

1

1

1

1 2

1: 2 2

1ln 2

2

ln

12 ln

1ln

l vr l

r l v
q

l u

r u

rv

q q

l u

q

u q

q

v

l

l

n

I

n n

u

ρ

ρ

ρ

ρ

δ

δ

δ

δ

     − − −− +     
     

>

   
−   

   

 
−

− + − + −

>

− +

+− −

 − 

′ = ∑

∑






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所以 

( ) ( )( ) ( ) 1
1
2

, 1

1
1 1 2

2 2, 3,
1, , 1ln ln

rd v q
n

r d
q I IB B n n nI n

ρ

π πδλ µ
δ

+− −−  
′ ′ ′+ + +  

 
     

其次估计下界。 
根据定理 3.5 和引理 3.3-2)，以及

12k vkS n−  ，知 

( ) ( )( )

( )

( )

1

1

1

1 1

,2 ,

1
1 1 2

2 2

1 2
11

1

,

2

12 ln

1 11 ln

11 l

ln

n

, ,

ln

r k
qr d d

q

rv q

v q

n

r

B B

n n n

n n n

S S

n

n

ρ

δ

ρ

ρ

π πλ µ
δ

δ

δ

+− −

 − +  − 

−+− −

+

+

 
+  

 

  



  

因此，1 2q< < 时， 

( ) ( )( ) ( ) 1
1

1 1
1
2

,2,
2

,, , l 11 ln .n
rr d d v q

qn B B n n nnπ π

ρ

δλ µ
δ

−+− −  
+  

 
    

得证。 
2) 2 q≤ < ∞时 
先估计上界。 
类似于 1)，由定理 3.4 和引理 3.3-2)，有 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1

1 1 1

,

1
2

1 1
1 21 12 2

,2 ,

22

1 2 3

2 ln

12 2

, ,

2 2 2 2 ln

:

n

r l
ql

l u l

r l r l r ll ul v l vq

l u l u l u

r d d
q

nS

B

n

l l

K K K

Bδ

ρ

ρ ρ ρ

π π

β

λ µ

δ

δ

 − + 
 

>

     − + − + − +−     + −− −     

> > >

 
+  

 

+ +

′ ′ ′= + +

∑

∑ ∑ ∑







 

由 1 1K I′ ′= ，知 

( ) 11 2
1

1
1ln

rv qnK n n
ρ

+− −′
  

下面估计 2K ′，类似地 

( ) ( )( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1

1 1 1

1
1 212 2

2 2 2 2

2

1 1
22 2

1 1 11
12 2

1 1 2

1
1 2

2 22

1

: 2 2 2

2 2

2 2

2 2

ln

ln

vr lu

l u

r u

r l l ul v

u u

l u

u v

rv

rv q

K l

n u

n u

l

n n

n n n

ρ
β

ρ ββ

ρβ β

ρ

ρ

  −− + − − 
 

>

 − + −  + −− 

>

+ + −−

 + −

+− −

+

++− −  −

− −



′ = ∑

∑







  
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对于 3K ′，有 

( )

1

1

1

1

2

1 1
1 1 2

2
3

2

1: 2 ln

1ln2

2

l

1ln

n 1ln

r l

l u

r l

l u

r u

rv q qn n n n

K
ρ

ρ

ρ

ρ

δ

δ

δ

δ

 − + 
 

>

 − + 
 

 


>

− +

−+−



−




′ =

∑

∑







 

即 

( ) ( )( ) ( ) 1
1

1 1
1

,
2

,2 ,
2, , l 11 lnn
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得证。 
继续估计下界。 
类似地，由定理引理 3.3-2)和定理 3.5，以及
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因此，综上所述 
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定理 3.1 得证。 
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