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摘  要 

文章考虑如下四阶隐式微分方程边值问题：
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(1)
(2)

。以格林函数为工

具，利用泛函分析中的压缩映象原理，直观给出该问题解的存在性和唯一性条件，及唯一解的迭代序列，

并通过具体实例来实现结果的应用。 
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Abstract 
In this paper, we consider the following fourth-order implicit differential equation boundary value 

problem: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
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. By using the Green function as a tool and the 
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principle of compression mapping in functional analysis, the existence and uniqueness conditions of 
the solution to this problem are intuitively, as well as the iterative sequence of the unique solution. The 
results are implemented by specific examples. 
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1. 引言 

微分方程边值问题的研究主线是将其转化为积分方程，进而利用算子理论及不动点定理，转化为不

动点存在性问题。而四阶微分方程在工程学、物理学、生物学等方面都有着广泛的应用，长期以来引起

了众多学者的思考与关注[1]-[7]。近年来，针对该类问题的研究取得了一系列的成果。例如文献[1]利用锥 

上的不动点定理研究了
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )

(4)

( ) ( )

, , , , , 0,

0 , 0,1,2,3i i

u t a t u t f t u t u t u t u t t

u u i

ω

ω

 ′ ′′ ′′′+ = ∈


= =
的正解存在性。 

文献[2]-[5]分别运用 Leray-Schauder 不动点理论及上下解方法等得到了四阶微分方程边值问题解的

存在性结论。 

受以上成果的启发，本文研究四阶隐式微分方程边值问题
( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

(4), , , 0 0,1

0 1 0 1 0

f t u t u t u t t

u u u u

 ′′ = ∈


′′ ′′= = = =

，
，以格 

林函数为转化工具，利用压缩映像原理，给出解存在和唯一的直观条件及迭代算法，解决了显式方程唯

一解的判定方法难以扩展到隐式方程的问题。 

2. 预备知识 

定义 1 [8]：Lipschitz 条件：设 1E 和 2E 是两个 Banach 空间， 1D E⊂ ，设算子 2:A D E→ ，那么 A 叫

作在 D 上满足 Lipschitz 常数为 q 的 Lipschitz 条件，若有常数 q 使得对于 ,f g D∀ ∈ 都有 
Af Ag q f g− ≤ − ； 

定义 2 [8]： A 叫作满足局部 Lipschitz 条件，若对每个有界的 S D⊂ ， A 在 S 上满足 Lipschitz 常数

为 sq  (可以依赖 S )的 Lipschitz 条件； 
定义 3 [8]： A 叫作压缩的，如果 A 满足 Lipschitz 常数 1q < 的 Lipschitz 条件。 
定理(压缩映象原理) [8]：假设 A 是将 Banach 空间 E 的闭子集 B 映到 B 且是压缩的算子，则 A 在

B 中恰有一个不动点 f ，并且对任意初值 0f D∈ ，逼近序列 ( )1n nf Af n N+ = ∈ ，收敛于 f ，对收敛速度

有下述估计： 

( ) 1
0 01n

nf f q q Af f−− ≤ − −  

3. 主要结果 

下面主要给出的是算子 f 的某些条件，以此来保证问题(1)、(2)解的存在唯一性。 
定理：如果在四阶隐式微分边值问题 
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中下面的条件成立： 
(H1) [ ] 3: 0,1f R R× → 连续； 
(H2) 对 ( ) ( ) 3

1 1 1 2 2 2, , , , ,x y z x y z R∀ ∈ ，存在正数 1 2 3, ,K K K 满足 

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2, , , , , ,f t x y z z f t x y z z K x x K y y K z z+ − − ≤ − + − + −  

(H3) 1 2
30 1

64 8
K K K α< + + ≤ < ，则问题(1)、(2)存在唯一解。 

定理证明：在隐式方程(1)两边同时加上 ( )(4)u t ，可以得到与(1)等价的微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(4) (4) (4), , ,u t f t u t u t u t u t′′= +                          (3) 

边值问题(1)、(2)的解等价于如下问题的解： 
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令 

( ) ( )(4)u t tω=                                         (4) 

由于
( ) ( )

( ) ( )

(4)

0 1 0
u t t

u u
ω =

 ′′ ′′= =
，利用格林函数可得出： 

( ) ( ) ( )1

0
, , du t G t s s sω′′ = −∫                                   (5) 

由此将原微分方程转化为积分方程可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0
, , , d d , , d du t G t s G s v v v s G t s G s v v v sω ω= =∫ ∫ ∫ ∫                (6) 

其中，在该 Green 函数， ( ) ( )
( )
1 0 1

,
1 0 1

s t s t
G t s

t s t s
 − ≤ ≤ ≤=  − ≤ ≤ ≤

。 

利用算子理论，进而可以定义算子 [ ] [ ]: 0,1 0,1T C C→ 如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ](4) (4) (4) (4), , , , 0,1Tu t f t u t u t u t u t u t C′′= + ∈               (7) 

由(4)~(7)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1

0 0 0
, , , d d , , , d , ,  0,1T t f t G t s G s v v v s G t s s s t t t Cω ω ω ω ω ω= + ∈∫ ∫ ∫  

若 ( )tω 是算子T 的一个不动点，则 ( )tω 即为边值问题(3)、(2)的解。至此即建立算子的不动点存在性与

微分方程解的存在性之间的对应关系，而这同时也是解决微分方程边值问题的经典方法。 
令 

( ) ( ) ( )1 1
1 0 0

, , d dT G t s G s v v v sω ω= ∫ ∫                                 (8) 

( ) ( )1
2 0

, , dT G t s s sω ω= ∫                                     (9) 

将上述(8)、(9)代入算子T 可得如下结论： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , , ,  0,1T t f t T t T t t t t Cω ω ω ω ω ω= + ∈ ， 

此时，对任意 ( ) ( ) [ ]1 2, 0,1t t Cω ω ∈ 有： 

( ) ( )1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2, , , , , ,T T f t T T f t T Tω ω ω ω ω ω ω ω ω ω− = + − −  

根据条件(H2)可知： 

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 3 1 2max max maxT T K T K T Kω ω ω ω ω ω ω ω− ≤ − + − + −  

本文中考虑的 Banach 空间为 [ ]0,1 上的连续函数空间，范数为 ( )
0 1
max

t
u u t

≤ ≤
= 。 

即 

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 3 1 2T T K T K T Kω ω ω ω ω ω ω ω− ≤ − + − + −                 (10) 

根据(8)、(9)可易得出： 

1 1 2 1 2
1
64

T ω ω ω ω− ≤ − ， 2 1 2 1 2
1
8

T ω ω ω ω− ≤ −                    (11) 

(其中格林函数的对称性和非负性在微分方程边值问题转化为算子问题时也起到了巨大的作用，其中在文 

献[9]中针对 Green 函数有较为详细的描述：该问题背景下的格林函数为 ( ) ( )
( )
1 0 1

,
1 0 1

s t s t
G t s

t s t s
 − ≤ ≤ ≤=  − ≤ ≤ ≤

，

显然 ( ),G t s 非负，对于固定的 t ，在 s t= 处达到最大值，且 ( ),G t t 在
1
2

t = 处取得最大值
1
4
，因此有

( ) 10 ,
4

G t s≤ ≤ ， 

而 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
1 1 1

0 0 0

1 1 1
, d 1 d 1 d 1 d 1 d

2 2 2
t t

t t

t t t t t t
G t s s s t s t s s t s s t s s

− − −
= − + − = − + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

可得当
1
2

t = 时 ( )1

0
, dG t s s∫ 取最大值

1
8

)。 

综合(10)、(11)可得出任意 ( ) ( ) [ ]1 2, 0,1t t Cω ω ∈ 有： 

1 2
1 2 3 1 264 8

K KT T Kω ω ω ω − ≤ + + − 
 

                         (12) 

显然当条件(H3)成立时有： 1 2 1 2 ,0 1T Tω ω α ω ω α− ≤ − < <  (这里 0 1α< < 是为保证算子T 的压缩性，以

及 ( ){ }nu t 是柯西序列，有唯一的极限点 ( )u t ，该极限点为压缩算子T 的不动点，即为原微分方程的解)。 
这就说明算子T 是 [ ]0,1C 上的压缩映像，根据压缩映像原理自然可以得出算子T 有唯一不动点，即

问题(7)有唯一解(边值问题(1)、(2)有唯一解)。 
接下来，给出边值问题(1)、(2)唯一解的迭代算法： 
以下列方式构造迭代序列 ( ){ }nu t  [3]，对于任意的 ( ) [ ]0 0,1u t C∈ 都有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(4) 4 4
1

1 1 1 1

, , ,

0 1 0 1
n n n n n

n n n n

u t f t u t u t u t u t

u u u u
+

+ + + +

 ′′= +


′′ ′′= = =
 

易证序列 ( ){ }nu t 是柯西序列，并且逼近边值问题(1)、(2)的唯一解。 
至此，定理证明结束。 
接下来的例子可以直观说明文章结果的应用。 
例：考虑下列微分方程边值问题解的存在唯一性 
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( ) ( )
( ) ( )
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t
u t u
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u u u u
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                   (T) 

其中， ( ) ( ) ( ) [ ]( )
2cos 3 13

, , , sin , 0,1
16

t z t z
f t x y z x e y t

− +
= + + ∈ 。 

那么，显然 f 满足(H1)且 ( ) ( ) ( ) [ ]( )
2cos 3 3

, , , sin ,  0,1
16

t z t z
f t x y z z x e y t

− −
+ = + + ∈ 。 

容易证明对于任意的 ( ) ( ) 3
1 1 1 2 2 2, , , , ,x y z x y z R∈ 都满足： 

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2, , , , , ,f t x y z z f t x y z z K x x K y y K z z+ − − ≤ − + − + −  

这里可以取定： ( ) ( )( )1 max cos  min ,maxK u t u tξ ξ= ∈   ， 2 max tK e= ， 

[ ]( )3
sin 2 3 3max 0,1

16
z tK t− − +

= ∈ ，因此 1 2 3
11, ,
4

K K e K= = ≤  (即 f 满足(H2))。 

显然 1 2
30 1

64 8
K K K α< + + ≤ <  (即 f 满足(H3))。 

根据本节主要结果：可以判定上述问题(T)有且仅有唯一解。 
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